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*) Die in diesem Artikel auftretenden Variabeln können ebensowohl kom- 
plex als reell sein; er hätte daher auch in IIB Platz finden können. Wir 
reihen ihn an dieser Stelle ein, um sein Erscheinen nicht noch länger hinaus- 
schieben zu müssen. Red. 
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Die bereits in IE erwähnten zahlreichen Lehrbücher und Monographien 
über Differenzenrechnung, in denen oft ganze Kapitel dem Rechnen mit Sym- 
bolen oder einzelnen seiner Anwendungen gewidmet sind, sind hier nicht noch 
einmal aufgezählt. 

Die Litteratur ist im allgemeinen in diesem Artikel bis Anfang 1902 be- 
rücksichtigt; nur in Nr. 81 bis 1905. 


Funktionaloperationen, 


1. Definition der Funktionalrechnung. In der allgemeinen 
Theorie der Operationen hat man drei Arten von Elementen zu 
unterscheiden‘): die Objekte, an,denen man operiert; die Operationen, 
die man an diesen Objekten ausführt — man stellt sie durch Zeichen 
dar, die man Operationssymbole oder einfach Symbole nennt?) —; 
endlich die Resultate, die man durch Ausführungen der Operationen 
erhält. Sind die Objekte und die Resultate Funktionen von einer 


1) R. Murphy, Lond. Phil. Trans. 1837, p. 179. 

2) Seit Leibniz und Lagrange; A. M. Lorgna (Turin mem. 1787, p. 409) 
und Laeroix (Trait6 du calcul differentiel et du calcul integral 3, Paris 1819, 
p- 28, 39, 546, 844, 963) sagen „caracteristiques“ ; Arbogast (Calcul des deriva- 
tions, Strassb. 1800) und Frangais (Gergonne Ann. 3 (1812), p. 244) „echelles“. 


Vgl. auch Laeroix, p. 970. 
50* 
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oder mehreren Veränderlichen, so heissen die Operationen Funktional- 
operationen; der so entstehende Zweig der Analysis wird gewöhnlich 
als Rechnen mit Symbolen bezeichnet?), würde aber besser Funktional- 
rechnung heissen. 


%, Die Funktionalrechnung von Leibniz bis Lagrange. Auf 
die frappierende Analogie zwischen der Regel zur Bildung der höheren 
Differentialquotienten eines Produkts zweier oder mehrerer Funktionen 
und der Regel zur Bildung der entsprechenden Potenzen eines Bi- 
noms oder Polynoms hat zuerst Leibniz in seinem Briefwechsel mit 
Johann I. Bernoulli*), dann in der Abhandlung „Symbolismus memo- 
rabilis caleuli algebraiei et infinitesimalis in comparatione potentiarum 
et differentiarum“>) aufmerksam gemacht. Auf diese Bemerkung von 
Leibniz gründete Lagrange®) einen Algorithmus, in welchem das 
Differentialzeichen systematisch wie eine fiktive Grösse behandelt 
wird, auf die man die Regeln der gewöhnlichen Algebra anwendet, 
mit dem Vorbehalt, dass man dann in den Resultaten die n** Potenz 
von du/dx durch dru/da” ersetzt. Er erhält auch zum erstenmal 
die später in vielen Lehrbüchern der Infinitesimalrechnung reprodu- 
zierte symbolische Formel: 


du 1 
A) PR Sr 
in der Au die Differenz «(x + h) — u (x) bedeutet. Nach Lagrange 
ist dieser Algorithmus von vielen anderen Autoren wieder vorgenommen 
und weiter entwickelt worden, namentlich in der Absicht, eine Menge 
zu (1) mehr oder weniger analoger Formeln zu erhalten. Im folgen- 
den sind die interessantesten davon besprochen, viele andere, ihres 
fast rein formellen Charakters wegen, beiseite gelassen’). 


3. Untersuchungen über das Rechnen mit Symbolen bis auf 
Servois. Kaum waren die Analogien zwischen dem Rechnen mit 
Potenzexponenten und dem mit Differentiationsindices bemerkt, so 
beschäftigte man sich mit der Frage nach einem fundamentalen 
Prinzip, durch das man das Rechnen mit Symbolen rechtfertigen 
könne. Wenn man z.B. auf die Differentialien die Regeln des Rech- 





3) Leibniz, Berol. Miscell. 1 (1710), p. 160. 

4) Commercium philos. et math., Lausannae et Genevae 1745, epist. VI 
ad XVII, passim. Leibniz’ matlı. Schriften (1) 3, p. 175. 

5) Berol. Miscell. 1 (1710), p. 160. 

6) Berl. nouv. mem. 1772, p 185; Oeuvres 3, p. 441. 

7) Unter den Anwendungen aus neuester Zeit sei erwähnt: J. Fredholm, 
Sur la methode de prolongement analytique de Mittag-Leffler, Stockh. Förhandl. 
1901, p. 203. 
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nens mit Potenzen anwendet: wodurch ist man berechtigt, die Resul- 
tate als zuverlässig hinzustellen? Schon Johann I. Bernoulli erkannte 
in einem Briefe an Leibniz®) an, dass die Analogie nicht zufällig sein 
könne: „haud dubie aliquid arcani subest“. Lagrange®) glaubte, das 
Prinzip müsse ziemlich versteckt liegen: „quoique le prineipe de cette 
analogie entre les puissances positives et les differentielles, et les 
negatives et les integrales, ne soit pas @vident par lui-m&me, cepen- 
dant les conelusions qu’on en tire ne sont pas moins exactes, ainsi 
qu’on peut s’en convaincere & posteriori“. P. $. Laplace?) geht zum 
Beweis von (1) und anderen analogen Formeln davon aus, dass in 
der Entwicklung: 


a** 
air 





2) Au- m+ u mr de M+rL.. 

die Koeffizienten A’, A”,... nur von A und nicht von der Funktion u 
abhängen; man kann sie also durch Spezialisierung dieser Funktion 
bestimmen. Setzt man speziell u=e”, so erhält man wieder das 
Rechnen mit Potenzen; damit ist die von Leibniz bemerkte Analogie 
erklärt. 

Andere Autoren, wie A. M. Lorgna '!%), J. Ph. Gruson "), L. J. 
Arbogast''?), J. F. Frangais'”) benutzen zur Rechtfertigung des Rech- 
nens mit Symbolen Argumentationen, die unter verschiedenen Formen 
alle den Fehler aufweisen, dass die Symbole d, A, 5, & bald wie 
Öperationszeichen, bald wie wirkliche „algebraische Grössen“ '*) be- 
handelt werden. Die beiden zuletzt Genannten bezeichnen ihre Me- 
thoden als „separation“ oder „detachement des echelles“. Sie wollen 
„fonder le calcul differentiel sans autre m£taphysique que celle de 
Valgebre“ '5), d.h. auf eine rein algorithmische oder formelle Basis; 
damit verlangen sie freilich vom Operationskalkül mehr als er leisten 
kann. Ausserdem haben alle ihre Methoden etwas künstliches und 
daher unbefriedigendes an sich. 


8) Commerce. philos. et mathem. epist. XVII. Vgl. auch eine ganz ähn- 

liche Äusserung von Leibniz selbst, math. Schriften (1) 3, p. 175. 
9) Paris mem. div. sav. [&tr.] 7 (1776); Oeuvres 8. 

10) Turin mem. 1786/87, p. 409; vgl. Brinkley, Lond. Phil. Trans. 1807, p. 114. 

11) Berl. nouv. mem. 1798/99. 

12) Caleul des derivations, Strassb. 1800; vgl. A. Cayley, Lond. Phil. Trans. 
1861, p. 37 (Papers 4, p. 265). 

13) Gergonne Ann. 3 (1812), p. 244. 

14) Unter „quantites algebriques“ verstand man damals Buchstaben, die 
den Regeln des gewöhnlichen Rechnens folgen; diese Ausdrucksweise hat sich 
fast bis auf unsere Tage erhalten. 

15) Gruson, Berlin nouv. mem. (1798). 
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4. Prinzip des Rechnens mit Symbolen. Ein wirklicher Fortschritt 
findet sich bei Servois !#), der zuerst eingesehen hat: das fundamentale 
Prinzip des Rechnens mit Symbolen besteht in der Erhaltung gewisser 
Eigenschaften — formaler Gesetze, wie man jetzt sagt — der Opera- 
tionen, auf die man dieses Rechnen anwendet. Er zeigt in der That, 
dass der Grund der von seinen Vorgängern konstatierten Analogien 
in den kommutativen, distributiven und assoziativen Eigenschaften der 
Operationssymbole A, d/dz, Z, $ liegt; man verdankt ihm auch die 
beiden ersten dieser Termini. Wie seine Vorgänger verwechselt er 
die Worte „Funktion“ und „Operation“, nicht ohne damit der Klar- 
heit Eintrag zu thun. Wieder aufgenommen, systematischer geordnet 
und weiter entwickelt wurden seine Ideen von R. Murphy''), @. Boole'?) 
und vielen anderen, namentlich englischen Mathematikern'®); ihnen 
verdankt man die in den folgenden Nummern dargestellten Resultate. 


5. Elemente des Operationskalküls. Seien «, ß,... Funktionen 
von einer oder mehreren Variabeln, A, B,... Symbole von Operationen, 
deren Anwendung auf die Funktionen «, ß, ... als Objekte im all- 
gemeinen neue Funktionen als Resultate liefert. Man hat zunächst 
zwischen ein- und mehrdeutigen Operationen zu unterscheiden, je nach- 
dem das Resultat einzig ist oder nicht. Die folgenden Definitionen 
beziehen sich zunächst auf die ersteren, lassen sich aber unter geeig- 
neten Einschränkungen auch auf die letzteren anwenden. Die Gleich- 
heit A=B ist definiert durch die Bedingung, dass die Anwendung 
von A, B auf dieselben Objekte dieselben Resultate giebt; die Summe 


16) Gergonne Ann. 5 (1814), p. 93. 

17) Lond. Phil. Trans. 1837, p. 179. 

18) Ibid. 1844, p. 225. Vgl. auch Boole’s Math. Analysis of logie, Cambr. 
1847; Treatise on differential equations, London 1865, chap. 16. 

19) Es ist ziemlich unmöglich, sie alle aufzuzählen; genannt seien noch: 
D. F. Gregory, Examples on the differential caleulus, Cambr. 1841; Ch. Har- 
greave, On the solution of linear differential equations, Lond. Phil. Trans. 1848, 
p. 31; B. Bronwin, Lond. Phil. Trans. 1851, p. 461; B. Tortolini, Ann. di scienze 
mat. e fis, Roma 1853, p. 1; Graves, Dubl. Proc. 3 (1847), p. 536; Carmichael, 
Treatise on the calculus of operations, Lond. 1855; Jellett, Calculus of variations, 
Dublin 1850; ;,W. Spottiswoode, Cambr. and Dubl. math. J. 8 (1853), p. 25; Lond. 
Phil. Trans. 1862, p. 99; W. H. Russell, Lond. Phil. Trans. 1861, p. 69; 1862, 
p. 253, 265; 1863, p. 517; A. Cayley, ibid. 1861, p. 37. Vgl. auch F. Casorati, 
Ann. di mat. (2) 10 (1880), p. 10; Line. mem. (3) 5 (1880), p. 195; P. Gazzaniga, 
Giorn. di mat. 20 (1882), p. 72. — Die verschiedenen genannten Autoren ge- 
brauchen sehr verschiedene Nomenklaturen und Bezeichnungen; in diesem 
Artikel ist eine gleichmässige Bezeichnung benutzt, die am einfachsten und 
rationellsten zu sein schien, übrigens von der von Boole, Carmichael und Casorati 
benutzten nicht wesentlich abweicht. 
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A-+ Bals diejenige Operation, deren Anwendung auf ein Objekt « 
als Resultat die Summe der Resultate der Anwendung von A und 
von B auf dasselbe Objekt ergiebt. Die so definierten Begriffe der 
Gleichheit und der Summe von Operationen haben dieselben wohl- 
bekannten formalen Eigenschaften wie die Gleichheit und die Summe 
von Grössen. Man nennt ferner Produkt von B mit A und bezeichnet 
mit AB °®) das Resultat, das man erhält, wenn man die Operation A 
auf das Resultat von B anwendet. Das Produkt BA ist im all- 
gemeinen von AB verschieden; sind diese Produkte einander gleich, 
so ist die Multiplikation der Symbole A und B kommutativ, Die 
Operationen, die man gewöhnlich untersucht, geben A(BIT)=(AB)T; 
das ist die assogiative Eigenschaft. Von Symbolen derart, dass die 
Gleichungen gelten: 


8) Ale +P)— Ale) + A(ß) 
und wenn c irgend eine Zahl ist ®"): 
(4) Alca) = cA(e), 


sagt man, sie haben die distributive Eigenschaft °); die Symbole und 
die durch sie bezeichneten Operationen heissen dann auch selbst 
distributiv. 

Aus dem assoziativen Gesetz folgt das Gesetz der Indices (law 
of indices): 
(5) AP AN — Arte, 


Dieses Gesetz lässt sich auf negative und gebrochene Exponenten 
ausdehnen. Man bezeichnet mit dem Symbol 1 die „identische“ Ope- 
ration: 


(6) (ea) = « 


und mit A! eine zu A „inverse“ Operation, d. h. eine von der Art, 
dass AA-!(a) = « ist für jedes Objekt «, oder symbolisch: 


(7 AA—1. 


Hier und im folgenden bis Nr. 17 einschließlich soll nur von distri- 
butiven Operationen die Rede sein; sie haben sich zuerst dargeboten 
und sind für die Anwendungen die wichtigsten. Für eine solche 
Operation ist die inverse A-! bestimmt bis auf einen additiven Term 


20) Mehrere Autoren, z.B. C. Jordan, Trait6 des substitutions, Paris 1870, 
bezeichnen dieses Produkt mit BA. Die Bezeichnung AB. « für A(B («)) schliesst 
sich an die der Theorie der Funktionen an. 

21) Nur wenn c rational ist, ist (4) Folge von (3). 

22) Servois, Gergonne Ann. 5 (1814), p. 248. 
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A-!(0); und wenn die Gleichung A(®) = 0 mehrere Lösungen o,, 
@g,.... hat, so unterscheiden sich zwei verschiedene Werte von A=' 
voneinander durch ein willkürliches Element der linearen Mannig- 
faltigkeit 0, + %@, +: :. Unter den verschiedenen Werten von 
A-! sind dann auch solche, die ebenfalls distributiv sind. Man kann 
Funktionen von einem oder mehreren distributiven Symbolen defi- 
nieren, indem man mit rationalen ganzen Funktionen beginnt. Wenn 
die kommutative Eigenschaft besteht, sind die Regeln des Rechnens 
mit diesen Funktionen dieselben wie die der gewöhnlichen Algebra. 
Man geht dann zu gebrochenen Funktionen von einem oder mehreren 
Symbolen über, und man beweist”), dass diese ebenfalls distributive 
Operationen liefern. Das Symbol B heisst intermediär ”) zwischen A 
und IT, wenn AB= BT ist;. in modernerer, der Gruppentheorie 
(IA 6, Nr. 3) entlehnter Sprechweise sagt man, dass I’ die Trans- 
formierte von A vermittelst B ist. Es ist dann B auch intermediär 
zwischen /(A) und f(I'), wenn f das Zeichen einer rationalen 
Funktion ist. Man hat auch transzendente Funktionen von Sym- 
bolen und Entwicklungen in Reihen mit symbolischen Gliedern ®°) 
betrachtet; z. B. 


(8) ei >= ae 


Sind die Symbole A, B kommutativ *), so hat diese Operation die 
Eigenschaft: 


(9) eit2B —.ede®, 


Die Division nicht kommutativer Symbole giebt Anlass zu zwei ver- 
schiedenen Fällen, je nachdem man von den beiden Faktoren eines 
Produkts den zur Rechten (inneren Divisor) oder den zur Linken 
(äusseren Divisor) sucht; für beide Fälle hat man die Verallgemeine- 
rung der Formeln der Division der Polynome gegeben"). 


6. Einfache distributive Operationen. Zu den einfachsten dis- 
tributiven Symbolen gehören: 

D, das Symbol der gewöhnlichen Differentiation; 

A, Symbol der endlichen Differenz: 


(10) Ac(2)=o(a +1) — ale); 


23) Murphy, Lond. Phil. Trans. 1837, p. 182. 

24) Ibid. p. 196. 

25) Bei den meisten Autoren ohne jede Frage nach der Konvergenz. 
26) Murphy, Lond. Phil. Trans. 1837, p. 198. 

27) Russell, ibid. 1861—1863. 
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0, von den älteren Analysten ?®) „tat varie“ genannt, definiert 
durch: 


(11) da (2)=a(z +1). 
Zwischen 6 und A besteht die Relation: 
(12) p=A-1l. 
Ferner ist: 

(13) a(2)=a(x + h) 
für jedes h. 


S,, wo w eine Funktion von & ist, bedeutet die Operation der 
Substitution, die in einer gegebenen Funktion x durch u(x) ersetzt; 
man hat demnach: 


(14) Sa (2) = (u). 

Neben diesen einfachen Operationen hat man die ganzen und 
gebrochenen rationalen Funktionen ihrer Symbole. Ist f(D) eine 
rationale Funktion des Symbols D und f” die nach den gewöhnlichen 
Regeln gebildete Ableitung von f, so hat man ®): 


(15) f(D)(eß) = af(D)B+ Da-f(D)B+ ,,D%a-f(D)B + -. 


B. Brisson®®) hat allgemeinere Funktionen f(D, A) der distributiven 
Symbole betrachtet und zur Integration linearer Differenzen- und Dif- 
ferenzialgleichungen verwendet. A. Cauchy?') hat diese Untersuchungen 
fortgeführt; er giebt eine grosse Anzahl Formeln, von denen viele da- 
durch erhalten werden, dass er an der Stelle der Funktion und ihrer 
Ableitungen ihre Ausdrücke durch bestimmte Integrale substituiert; 
so findet er zahlreiche Summenformeln von neuem, u. a. die bekannte 
von Euler-Maclaurin (LE, Nr. 11). Erwähnenswert ist, dass er zuerst 
bemerkt, dass das Rechnen mit Symbolen auch zu unrichtigen Resul- 
taten führen kann, wenn man die Funktionen von Symbolen f(D, A) 
in Reihen entwickelt; er giebt Grenzen für die Konvergenz solcher 
Reihen und Methoden zur Verifikation der auf symbolischem Wege 





28) Arbogast u.a. 

29) Hargreave, Lond. Phil. Trans. 1848. Für den Fall, dass f eine ganze 
Funktion von D ist, selbst für den Fall, dass sie die Variable noch in den 
Koeffizienten enthält, war diese Formel schon J. d’ Alembert bekannt (Theorie 
des vents, Berl. m&m. 1746; vgl. die allgemeine Formel Nr. 13). 

30) Brisson scheint seine Untersuchungen nicht selbst publiziert zu haben; 
sie werden von Cauchy°') zitiert. 

31) Sur l’analogie des puissances et des differences, Exerc. de math. 2, Paris 
1827, p. 159 (Oeuvres (2) 7, p. 198). Vgl. auch Par. C. R. 17, 1843, p. 377, 449 
(Oeuvres (1) 8, p. 26, 28). 
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erhaltenen Resultate. Endlich dehnt er seine Überlegungen auch auf 
Funktionen von Symbolen F(D,, D,, D,,..., A, A, A,,...) aus, 
die sich auf Funktionen von mehreren Variabeln anwenden lassen. 

Einige der Resultate von Nr. 5, sowie die Formel (15) lassen 
sich auch auf solche Funktionen ausdehnen, die zu Koeffizienten nicht 
mehr Konstante haben, sondern Funktionen der Variabeln, die in die 
Objekte «, ß, ... eingehen °?). 


7%. Ableitungen (Differentialguotienten) zu beliebigem Index. 
An das besprochene Rechnen mit Symbolen schliesst sich eng das 
Rechnen mit Ableitungen zu beliebigem Index an. Die Idee, Ab- 
leitungen mit negativ ganzzahligem oder mit gebrochenem Index zu 
betrachten, geht mit den Anfängen der Differentialrechnung auf 
Leibniz selbst?) zurück. Unter den zahlreichen Versuchen, zu denen 
sie Veranlassung gegeben hat°*), ist der von J. Liouville”) zu er- 
wähnen: er geht wesentlich von der Hypothese aus, dass die Funk- 
tion «(z) eine Entwicklung in eine Reihe von Exponentialgrössen: 


(16) e (2) = Sen 


zulässt, und definiert dann die Ableitung der beliebigen (rationalen 
oder irrationalen, reellen oder komplexen) Ordnung s durch die Reihe: 


(17) D’a (x) = De ,a,’e'n®. 


Diese Definition erlaubt die Sätze des Rechnens mit Ableitungen 
leicht zu verallgemeinern; aber als allgemein kann sie nicht an- 
gesehen werden, da sie weder auf die etwaige Unmöglichkeit Rück- 
sicht nimmt, eine vorgelegte Funktion «(x) in der Form (16) zu 
entwickeln, noch auf eine etwaige Divergenz der entstehenden 


i i 5 F ® 
32) Boole, Treatise on differential equations, chap. 16. 


33) Opera ed. Dutens 3, p. 105; Commercium philos. et math., passim. 

34) Z. B.L. Euler, Petrop. Comm. 1730/31; J. B. Fourier, Theorie de la chaleur, 
Paris 1822, Nr.422, p. 561; Lacroix, Traite de calcul differentiel 3 (1821), p. 409; 
S. Spitzer, Arch. Math. Phys. 32, p. 334; 33 (1859), p. 116; Tardy, Ann. di mat. 
1 (1858); $. Roberts, Quart. J. 7, p. 316; 8, p. 52,139 (1866—67); C. W. Borchardi, 
Berl. Ber. 1868; Bollet. Boncompagni 2, p. 277; A. Genocchi, Torino Atti 4 (1869), 
p. 263; Torino Mem. (2) 26 (1871), p. 61; @. H. Halphen, Bull. Soc. Math. 8 (1880), 
p. 62; J. Hadamard, J. de math. (4) 8 (1892), p. 171; Ch. Bourlet, Ann. &c. norm. 
(3) 14 (1897), p. 154; Oltramare, Essai sur le calcul de generalisation, Geneve 
1896. Ein Verzeichnis von zahlreichen Arbeiten über Ableitungen zu beliebigem 
Index, von E. Wölffing, findet sich im „Intermediaire des math&maticiens‘ 6 (1899), 
p. 258. S. auch Interm. 12 (1905), p. 24; Encykl. II A 2, Nr. 48, 49. 

35) J. &c. polyt. 13 (1832). 
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Reihen (17). J. A. Serret?®) hat die Liowvillesche Theorie auf die 
Integration gewisser Differentialgleichungen angewandt. Eine J ugend- 
arbeit von B. Riemann®) definiert als Ableitung st Ordnung einer 
Funktion «(z) den Koeffizienten von h* in der Entwicklung von 
«(2 + h) in eine Reihe von Potenzen der Form h‘+” (t nicht ganz- 
zahlig; n=— ©, ..., —1,0,1,2,..., +00) — abgesehen von einem 
von £ abhängigen, aber von x und der Funktion « unabhängigen Faktor. 
Von dieser Definition aus kommt er zu der Darstellung dieser Ab- 
leitung durch das bestimmte Integral: 


(18) D’a (x) = der; Dn (@— a)" 1a (2) de 


(m ganzzahlig); Hj. Holmgren ®) benutzt umgekehrt diese Darstellung 
als Ausgangspunkt, um in einer weitläufigen Abhandlung die Eigen- 
schaften der Ableitungen zu beliebigem Index zu entwickeln. Unter 
neueren Anwendungen dieses Algorithmus sind zu erwähnen: der Zu- 
sammenhang zwischen der Ordnung einer Potenzreihe « (x) — Da,r, 
d.h. einer Zahl w von der Art, dass D-*(x) auf ihrem Konvergenz- 
kreis endlich, stetig und „a &cart limite“ ist für s>w, aber nicht 
für s<w, und der Grenze lim a,; andererseits der Zusammenhang 


zwischen der Ordnung und den Singularitäten von «(x) auf dem 
Konvergenzkreis®®). Für eine analytische in der Umgebung von 
x = reguläre Funktion giebt Bourlet*) für die Ableitung der be- 
liebigen Ordnung s die Definition: 


© 


RR y Er 
(19) ud er DA a are, 
n=0 





Dra (&), 


und Pincherle*‘) beweist, dass diese Reihe gerade die Bedingungen 
_ erfüllt, denen eine Funktionaloperation genügen muss, wenn sie die 
charakteristischen Eigenschaften der Ableitungen ganzzahliger Ord- 
nung behalten soll. 


8. Die Generalisationsrechnung von Oltramare. Von der Theorie 
der Ableitungen zu beliebigem Index im Sinne von Läowville”) stammt 
direkt die Methode von @. Oltramare, der ihr Urheber den Namen 


36) Par. C. R. 17 (1843), p. 458. 

37) Werke ed. Dedekind u. Weber, p. 331. 

38) Stockh. Handl. 5° (1866). 

39) Hadamard, J. de math. (4) 8 (1892); La serie de Taylor et son pro- 
longement, Paris coll. scientia 1901, p- 44. 

40) Ann. &c. norm. (3) 14 (1897), p. 154. 

41) Bologna mem. (5) 9 (1902). 
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„Generalisationsrechnung“ gegeben hat*?). Ist eine Funktion in eine 
Reihe von Exponentialgrössen entwickelt gegeben: 


20) (0) = Zu) e*, 
so betrachtet er diese Funktion als Resultat einer auf e“* ausgeübten 
Operation @: 


(21) Ge: = If (u) "= a (8). 
Es folgt dann: 

(22) Gure“* —= Dra (x) 

und 

(23) Gf(W)e* = f(D) \e(@)} ®); 


man kann also durch dieses Hilfsmittel aus jeder Gleichung f (u) = 4 (w) 
eine Funktionalrelation erhalten, indem man mit e““ multipliziert und 
dann beiderseits die Operation @ ausübt. Oltramare leitet so zahl- 
reiche Formeln ab, doch nieht mit genügender Strenge, da nament- 
lich die Vertauschbarkeit der Operation G mit der Integration zwischen 
unendlichen Grenzen, von der er Gebrauch macht, nicht bewiesen ist. 
Nur durch genauere Bestimmung der Klasse von Funktionen, an der 
man operiert, kann man die meisten Resultate streng machen, ebenso wie 
die Methode von Liowville für die Ableitungen zu beliebigem Index. 
L. Desaint**) kündigt sowohl dieses Resultat an, als auch den Satz, 
dass jede in einem geschlossenen Bereich reguläre analytische Funk- 
tion sich immer durch eine abzählbare oder nicht abzählbare Summe 
von Exponentialgrössen darstellen lässt. 


9. Anwendungen des Rechnens mit Symbolen. Sei A eine 
distributive Operation und sei vorausgesetzt, dass es in einer ge- 
wissen Menge von Funktionen für jeden Wert der Konstante a nur 
eine Funktion &(a) gebe, die der Gleichung: 

(24) A(ed)= ae 
genügt. Sei dann die Funktionalgleichung mit konstanten Koeffizienten: 
(25) f(A)=mA" (a) + aA”) ++ a,_,Ale) + a,e—=0 


vorgelegt. Wenn die algebraische Gleichung: 


(26) = ++ +12, —0 





42) Sur la generalisation des identites, Gen®ve mem. inst. nat. 16 (1886); 
Essai sur le calcul de generalisation, Geneve 1896. Vgl. auch die Genfer Thesen 
von Cailler, recherches sur les 6quation partielles et sur qques. points du calcul 
de gen6ralisation, 1887, u. von D. Mirimanoff, sur les bases du caleul de gene- 
ralisation, 1900. 

43) Vgl. Cauchy, Exereices de math. 2, Paris 1827, p. 161. 

44) Par. C. R. 134 (1902), p. 1193. 
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die n einfachen Wurzeln a, b, c,...., h hat, so ist die allgemeinste 
Lösung der Gleichung (25) die Funktion: 


(7) he) + hel)+--+K,c(h), 

in der k,, Äg, ..., k, willkürliche Konstante bedeuten. Sind die 
Wurzeln von (26) nicht alle einfach, ist z.B. a eine r-fache Wurzel, 
so sind r Glieder von ® zu ersetzen durch: 


(28) el) + Hair +55: 
Die allgemeine Lösung der Gleichung 


(29) f(A) = mA” (a) +, A" Ike) + +a,ea=p, 


in der p eine gegebene Funktion bedeutet, ist: 
. L 1 5 
e- 7a A4-D + 7A-Nel+ 
1 
| +, U Se), 


wenn die Wurzeln von (26) alle einfach sind. Der Fall mehrfacher 
Wurzeln bietet keine besondere Schwierigkeit; ebensowenig die Aus- 
dehnung auf Funktionen von mehreren Variabeln. 

Die vorhergehende Methode, in der Form mehr oder weniger 
modifiziert, führt zur Auflösung der homogenen und nicht homogenen 
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (Boole, 
Treatise on diff. equat.); der Differenzengleichungen mit endlichen 
Koeffizienten (Boole, Oasorati); der Gleichungen der Form (25), in 
denen A die Operation &D bedeutet — sie lassen sich durch die 
Substitution x —= e' auf lineare Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten Pa rühren — (Boole, Carmichael),; derjenigen, in 
welchen A = ©; + Yz- . ist (Spottiswoode); derjenigen, in welchen 
A die in Nr. 6 ohne Operation S, der Substitution ist (Le 
meray*)). Sie lässt sich auch ausdehnen auf gewisse Klassen von 
Gleichungen mit variablen Koeffizienten (Boole, Russell) und von nicht 
linearen Gleichungen (Hargreave); auf Systeme simultaner Differential- 


gleichungen (Carmichael); auf die Auswertung bestimmter Integrale 
(Bronwin, Russell) u. s. w.*°). 


10. Anwendungen auf Differentialgleichungen. Der formale 
Teil der Theorie der linearen Differentialgleichungen vereinfacht sich 
in bemerkenswerter Weise durch den Gebrauch der symbolischen 


45) Ibid. 125 (1897), p. 1160. 
46) Die allgemeine Methode geben Pincherle, Torino Atti 30 (1895), p. 524; 
Pincherle e Amaldi, Le operazioni distributive, Bologna 1901. 
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Methoden®”). Sei F die linke Seite einer linearen Differentialgleichung; 
F ist ein distributives Operationssymbol, das den Namen „linearer 
Differentialausdruck“ erhalten hat. Für diese Ausdrücke kann man 
eine Algebra geben, analog zu der der ganzen Polynome: Zerlegung 
in Faktoren, Teilbarkeit, Quotient zur rechten und zur linken; das 
Problem der Integration der Gleichung F= 0 lässt sich zurück- 
führen auf das der Zerlegung von F in ein — im allgemeinen nicht 
kommutatives — Produkt symbolischer Faktoren; die Kenntnis par- 
tikulärer Integrale von F=0 erlaubt Faktoren von F zu bestimmen 
und die Integration der Gleichung auf die einer Gleichung niedrigerer 
Ordnung zurückzuführen; dieselben Bemerkungen geben eine Methode 
zur Bestimmung der gemeinsamen Teiler zweier Formen und erlauben 
ihre Reduzibilität zu definieren. Endlich“) die Gleichung F(«) = 9, 
in der « die unbekannte Funktion bedeutet, hat eine durch die Ent- 
wicklung: 


(31) 


darstellbare Lösung 


SD" 9 
g, in der » die Ordnung von F' bedeutet und die 
Koeffizienten A, durch eine (n + 1)-gliedrige lineare BRekursions- 
formel verbunden sind. 
Für die linearen Differenzengleichungen mit variablen Koeffi- 


zienten hat man ganz analoge Resultate®®). 


ll. Anwendungen auf Formen- und Zahlentheorie. Die Prin- 
zipien des Rechnens mit Symbolen lassen sich auch auf andere Ge- 
biete anwenden. Sie bilden einen Teil der Gesetze, die das Rechnen 
mit invarianten Formen nach Cayley, Aronhold und Clebsch (1 B 2, 
- Nr. 12,13) beherrschen. Sie können auch dazu dienen, gewisse Ent- 
wicklungen der analytischen Zahlentheorie (I © 3) in kondensierter 


Form darzustellen. 
So lassen sich, wenn man übereinkommt, nach Ausführung der 


47) G. Libri, J. f. Math. 10 (1836), p. 185; A. Cauchy (anciens) Exercices 
de math. 1, Paris (1826), p. 53; E. Brassinne, Note zum Cours d’analyse von 
Ch. Sturm, Paris 1868; L. Thome, J. f. Math. 76 (1873), p. 273; Vaschy, J. &c. polyt. 
cah. 63 (1893), p. 39; L. Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen, Leipz. 1894; L. Schlesinger, Handbuch der lin. Differential- 
gleich. 1, Leipz. 1895, Abschn. II; A. R. Forsyth, "Theory of differ. equat. 1, 
Cambr. 1897; Pincherle e Amaldi, operaz. distrib. cap. XI. 

48) Palermo Rendic., 11 apr. 1897. 

49) Libri, J. f. Math. 10 (1836), p. 185; Pincherle, Bologna Mem. (5) 5 (1895), 
p. 87. Für Anwendungen des Gebrauches der Symbole in der Theorie der Diffe- 
renzenausdrücke, s. u. a. A. Guldberg, Par. C. R. octobre 1897; Christiania Skrifter 
1897, Nr. 10; Thora Groth, Nyt Tidskr. f. Math. 16, p. 1, Copenhagen 1905. 
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Rechnung die Exponenten von a, b, c durch Indices zu ersetzen, die 
Polynome: 


(32)  o+tnrax+ Et. - +a,a”, 
(33) boo,a” + nbyc,_,a”- a PH boy, 


bezw. schreiben: 


n N 


(1+as), (cx + by)"; 
die Reihe: 


(34) +++ 


kann geschrieben werden e“* u.s.w. u.s.w. Dabei findet man, wie 
Boole anmerkt „a connexion which in some instances involves far 
more than a merely formal analogy“ (vgl. Nr. 4). Durch Differentiation 


des Polynoms: 
BAR ) CHR ie 2 


überzeugt man sich, dass sich seine partiellen Ableitungen durch 
(35) ne (ex + by)"!, nb(cx + by)r-! 

ausdrücken, mit anderen Worten: die Differentiation kann an dem 
symbolischen Ausdruck vollzogen werden. Die Identität: 


(36) feta+NW-f@t+h+a) 
bleibt bestehen, wenn man nach Entwicklung beider Seiten nach 
Potenzen von a diese Potenzen durch die Zahlen a,, a, @g, ... einer 


beliebigen Folge ersetzt; daraus entspringen zahlreiche Formeln ®), 
die wir hier beiseite lassen, da sie dem Gebiete der Differenzen- 
rechnung (I E) angehören. Erwähnt sei nur noch die symbolische 
Schreibweise der Rekursionsformel der Bernoullö’schen Zahlen ’t): 


(37) (B+H1"— B=n. 


J. L. Jensen°?) hat neuerlich die symbolische Betrachtung der 
distributiven Operationen angewandt, um vielfache Formeln, im be- 
sonderen fast alle bekannten Identitäten zwischen Binomialkoeffizienten 
zu erhalten. 


50) Z. B. die Summenformeln von Euler und von Maclaurin. Vgl. etwa 
@. Boole, Grundlehren der endlichen Differenzen und Summenrechnung, deutsch 
von (©. Schnuse, Kap. VII und passim, Braunschweig 1867; A. Markoff, Diffe- 
renzenrechnung, deutsch von T. Friesendorff und E. Prümm, Kap. VIH und IX, 
Leipzig 1896; E. Cesäro, Analisi algebrica, Torino 1894, $ 41 ff. sowie Encykl. IE. 
51) Vgl. Encykl. TA 3, Nr. 18. Zahlreiche analoge Formeln bei E. Lucas, 
Theorie des nombres, Paris 1891, chap. 13 und bei Cesäro, Analisi algebrica $ 40. 
52) Acta math. 26 (1902), p. 314. 
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12. Vektorielle Interpretation in einem Raume von n Dimen- 
sionen. Bisher waren die Objekte der Operationen beliebige Funk- 
tionen, die Operationen selbst von gegebener Art. Betrachten wir 
jetzt distributive Operationen, deren Natur nicht von vornherein fest- 
gelegt ist, deren Objekte und Resultate einer bestimmten n-dimensio- 
sionalen°®) Mannigfaltigkeit: 


(38) a tot tn 

angehören, WO &, &, ..., &, n linear unabhängige Elemente der 
Mannigfaltigkeit sind, @,, €,,...,c, willkürliche Konstante. Z.B. kann 
die Mannigfaltigkeit von einer linearen Klasse von Funktionen ge- 
bildet sein; «&,, &, ..., @, sind dann linear unabhängige Funktionen. 
Unter dieser Voraussetzung findet man, dass die distributiven Opera- 
tionen nichts anderes sind, als die Kollineationen, die die gegebene 
Mannigfaltigkeit (einen n-dimensionalen Raum) in sich transformieren: 
die Zusammensetzung und Zerlegung der Operationssymbole fällt zu- 
sammen mit der Zusammensetzung und Zerlegung der Kollineationen 
(II A 6; C 8). Unter diesem Gesichtspunkt sind die elementaren 
Eigenschaften der distributiven Operationen von E. Laguerre’*), von 
@. Peano®) und für n= 3 ausführlicher von E. Carvallo °°) gegeben 
worden. Der letztere betrachtet die Elemente der gegebenen Mannig- 
faltigkeit als Vektoren (III B 3) in einem n-dimensionalen Raume. 
Ist A eine gegebene Operation, so sind diejenigen Vektoren, für 
welche A(«) = 0 ist, besonders wichtig; sie geben die „Extinktions- 
richtungen“ 5”) oder einfacher die Wurzeln von A. Eine Kollineation, 
die Wurzeln zulässt, ist ausgeartet, und man kann den Grad ihrer 
Ausartung definieren. Mehrere Wurzeln von A definieren einen 
linearen Raum, dessen sämtliche Elemente Wurzeln von A sind 
(„Wurzelraum“). Jede Wurzel von A ist zugleich Wurzel von A", 
aber nicht umgekehrt; eine Wurzel von A”, die nicht zugleich 
Wurzel von A”-! ist („eigentliche Wurzel von A”“) hat besonderes 
Interesse. Die Wurzeln von A — z, d.h. diejenigen Vektoren «, für 
für welche A(«) = z« ist, sind die invarianten Elemente der Kol- 
lineation A; sie existieren nur für bestimmte Werte von z, nämlich 


53) Einer n-dimensionalen, wenn man «@,, ...., «„ als Vektoren ansieht 
einer (n — 1)-dimensionalen, wenn man Homogeneität einführen will, d.h. wenn 
man &,,&y...,%, als Punkte ansieht und dabei c«, als einen von «, nicht 
verschiedenen Punkt betrachtet 

54) J. ee. polyt. cah. 42 (1867), p. 215; Oeuvres 1, p. 221. 

55) Calcolo geometrico, Torino 1888, cap. X. 

56) Monatsh. f. Math. 2 (1891), p. 177, 225, 311. 

57) Nach Carvallo, ibid. p. 195. 
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für die Wurzeln einer algebraischen Gleichung nt" Grades, der Fun- 
damentalgleichung (IL B4 und II 6 8)°%). Sind die Wurzeln der 
Fundamentalgleichung nicht alle einfach, so führt die Untersuchung 
der eigentlichen Wurzeln der Potenzen von A—z zur Zerlegung 
von A in einfachere Faktoren; man findet so durch eine synthetische 
Methode die von Weierstrass entwickelte Theorie der Elementarteiler 
der bilinearen Formen (IB2, C 2) wieder. In dieser Theorie haben 
mehrere Autoren °”) von einer symbolischen Bezeichnung Gebrauch 
gemacht, die der im Operationskalkül verwendeten nahekommt. 


13. Interpretation in einem Raume von unendlich vielen Di- 
mensionen. Die Prinzipien des Rechnens mit Symbolen zusammen 
mit Überlegungen der Geometrie der linearen Räume geben der 
Theorie der distributiven Operationen einen hohen Grad von Klarheit 
und Einfachheit, soweit diese Operationen an den Elementen einer 
linearen Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionenzahl ausgeübt 
werden, mögen diese Elemente nun Funktionen sein oder nicht. 
Man kann sich fragen, ob sich diese Überlegungen auf alle Funk- 
tionen einer linearen Mannigfaltigkeit ausdehnen lassen, wenn die 
Anzahl der Dimensionen dieser Mannigfaltigkeit (abzählbar) unend- 
lich ist. Die Frage ist zu bejahen: so kann man z. B. die Mannigfaltig- 
keit $ (Funktionalraum) der Potenzreihen « einer Variabeln x ins Auge 
fassen und dann die Gesamtheit der distributiven Operationen untersuchen, 
die jedes Element dieser Mannigfaltigkeit in ein Element derselben 
Mannigfaltigkeit überführen). Diese Operationen bilden eine Gruppe. 
Man kann für sie eine zur Stetigkeit analoge Eigenschaft definieren ®*) 
und dann die Bedingungen ableiten, unter welchen die distributive 
Eigenschaft der Operation A sich auf eine unendliche Reihe über- 
trägt, d.h. unter welchen man thatsächlich hat: 


(89) Ada) = IA), 


58) Pincherle, Lomb. Rend. 29 (1896), p. 400; Pincherle e Amaldi, Opera- 
zioni, cap. III, IV. 

59) @. Frobenius, Über lineare Substitutionen und bilineare Formen, J. f. 
Math. 84 (1878), p.1; E. Study, Monatsh. 2 (1891), p. 23; Sforza, Giorn. di 
mat. 34 (1896), p. 252 u. s. w. 

60) $. Pincherle, Linc. Rend. (5) 4 (1895), p. 142; Math. Ann. 49 (1897), 
p. 349; CO. Bourlet, Ann. ec. norm. (3) 14 (1897), p. 133. Bei Bourlet heissen die 
distributiven Operationen „transmutations additives“. Wegen der Ausdehnung auf 
Operationen an mehreren Funktionen oder an Funktionen von mehreren Ver- 
änderlichen vgl. man B. Calö, Linc. Rend. (5) 4* (1895), p. 52. 

61) Bourlet, Ann. &c. norm. (3) 14,81; @. Hadamard, Par. C. R., 9 fevrier 1903. 
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wo De, eine in einem geeigneten Bereich der Variabeln konvergente 
Reihe bedeutet. Im Raume $ stellt jede Potenzreihe einen Vektor 
oder einen Punkt vor, ihre Koeffizienten sind die Koordinaten des 
Vektors oder Punktes‘?); die distributiven Operationen, die sich auf 
Potenzreihen anwenden lassen, sind die Kollineationen dieses Raumes. 
Diese Kollineationen können wie bei einer endlichen Anzahl von Di- 
mensionen ausarten; nur hat man hier zwei Arten von Ausartungen 
zu unterscheiden: die Operation A kann in der Mannigfaltigkeit 
Wurzeln zulassen: Ausartung erster Art; oder wenn « die Mannigfaltig- 
keit $ beschreibt, kann A («) einen in S enthaltenen, aber nicht mit ihr 
identischen Raum beschreiben, sodass die Gleichung A («) = p nicht 
für jedes g Lösungen in 8 hat: Ausartung zweiter Art®®). (Bei Kol- 
lineationen in Räumen von endlicher Dimensionenzahl ist jede dieser 
beiden Eigenschaften eine Folge der anderen.) 

Die Gesamtheit derjenigen Elemente von S, die einer linearen 
Relation (mit endlicher oder unendlicher Gliederzahl) genügen, kann 
als eine Ebene von S bezeichnet werden. Jeder Operation A, die die 
Elemente von S transformiert, entspricht eine Operation A, die die 
Ebenen so transformiert, dass dabei die Bedingung der Koinzidenz 
von Punkten und Ebenen erhalten bleibt, sie heisst die Adjungierte 
von A. Sind dann B, © die Adjungierten von B, (, so gilt: 


wenn A=B(, so it A=CB. 


Ist A ein linearer Differentialausdruck (Nr. 10), so ist A seine 
Legrange'sche Adjungierte (II B4). Zu einem linearen Ausdruck mit 
endlichen Differenzen erhält man die Adjungierte, indem man jeden 
Term f,(@&)«(@« +35) für j=0,1,2,... durch f,(= — j) «(= — j) 
ersetzt °*). 


14. Darstellung einer distributiven Operation durch eine Reihe. 
Wendet man einen Differentialausdruck »!* Ordnung F auf ein Pro- 
dukt «ß an, so erhält man unmittelbar die folgende Formel, ein Ana- 
logon zu der von Taylor für eine rationale ganze Funktion: 


(40) F(aß)—F(e)ß+ F’(e)DB+3F”(e)D’B +. -+,; FW DrB; 


dabei werden F’, F”,... erhalten, indem man in F' die gewöhnlichen 
Regeln der Differentiation in Bezug auf das Symbol D anwendet, und 


62) T. Cazzaniga, Torino Rend. 34 (1899), p. 510. 

63) Pincherle, Lomb. Rend. 30 (1897), p. 103; Pincherle e Amaldi, cap. 16; 
Hadamard, Serie de Taylor, p. 80: 

64) Pincherle, Bologna Rend. 2 (1898), p. 130; E. Bortolotti, Line. Rend. (5) 7' 
(1898), p. 257; 7°, p. 46, p. 74, 


14. Darstellung einer distributiven Operation durch eine Reihe. 779 


können folglich als aufeinander folgende Ableitungen von F bezeichnet 
werden®). Man hat: 


(41) F'(«e) = F(ax) — xF(e). 

Analog hat man, wenn A das Symbol irgend einer distributiven 
Operation ist, die Operation: 

(42) A’(a) = A(za) — A (ea) 

Fumktionalableitung von A genannt. Bezeichnet man sie durch den 
Accent, so hat man die Identität ®%): 


(43) (ABY= AB-+ AB". 
Entsprechend definiert man die successiven höheren Funktional- 
ableitungen; man gelangt dann zu der Formel°”): 


(44) Alp) 49a) Drp, 


die zum Taylor’schen Satz der Funktionentheorie analog ist. Be- 
trachtet man in ihr « als ein festes, p als ein veränderliches Element, 
so hat man den Satz, dass im allgemeinen jede distributive Operation 
sich durch eine nach Potenzen des Ableitungssymbols D geordnete 
unendliche Reihe darstellen lässt — ein Analogon zu der Darstellung 
jeder analytischen Funktion durch eine nach Potenzen der Variabeln 
fortschreitende Reihe. Was die Frage nach der effektiven Giltigkeit 
der Formel (44) betrifft, so findet man, dass sie immer einen Funk- 
tionalkonvergenzbereich hat, d. h. dass es immer eine lineare Mannig- 
faltigkeit von Funktionen giebt, für die die rechte Seite von (44) 
konvergiert und die linke Seite wirklich darstellt. 

Aus (44) folgt, dass das Problem der Aufsuchung der Wurzeln 
einer distributiven Operation und das ihrer Inversion sich zurück- 
führen lassen auf das der Integration einer homogenen, bezw. nicht 
homogenen linearen Differentialgleichung von im allgemeinen unend- 
lieh hoher Ordnung. Gleichungen dieser Art weisen gewisse Analo- 
gien mit den Gleichungen endlicher Ordnung auf‘®); aber man hat 
von ihnen noch keine allgemeine Theorie. 

Es ist bemerkenswert, dass die Konvergenz der Reihen (44) keines- 
wegs eine Eigenschaft verlangt, die ein Analogon der Stetigkeit wäre. 
Dagegen ist die Betrachtung eines solehen Analogon erforderlich, wenn 
man z. B. als Mannigfaltigkeit der Objekte (als Funktionalraum) die 


65) D’Alembert, Theorie des vents, Berlin m&m. 1746. 
66) Pincherle, Linc. Rend. (5) 4 (1895), p. 145; Math. Ann. 49 (1897), p. 353. 
67) S. eit. °%); Bourlet, Ann. &c. norm. (3) 14 (1897), $ 5, p. 149. 


68) Bourlet, ibid. $ 11, p. 178 und 16 (1899), p. 333. 
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(nicht mehr abzählbare) Gesamtheit F' der reellen und stetigen Funk- 
tionen zwischen a und b betrachtet, um Darstellungen der Operationen 
durch Reihen zu erhalten. Ist U eine distributive Operation, die ein 
Element f von F in eine bestimmte und endliche Zahl e transformiert, 


uf) 
und konvergiert U(f) gegen U(f,), wenn f gegen f, gleichmässig 
konvergiert, so nennt man°®) U eine Linearoperation. Für solche 
Operationen kann man durch Gebrauch der Fourier’schen Reihe, für 
U die Entwickelung 
uNn=La,U,n) 


erhalten’), wo U,„(f) die besondere Linearoperation ist: 


U,(f) — [f@) cos nadx 
und 3 
= = ul), ,= = U(cos ne). 


15. Darstellung einer Operation durch ein bestimmtes In- 
tegral. Ist p eine analytische Funktion, so kann man in (44) D’p 
ersetzen durch seinen Ausdruck vermittelst des Cauchy'schen Integrals: 

% a, p(y)dy 
(45) D’y(@) = ;,; yaprtı? 
_ () 
in dem I eine geschlossene Kurve in einem Bereich bedeutet, in dem 
die Funktion @ regulär ist. So erhält man zuerst für die Operation 
4A, dann auch für allgemeinere Operationen, eine Darstellung der Form: 


(46) Alp) = Sa) (Way; 


0) 
dabei bedeutet =(x,y) eine Funktion von zwei Variabeln, die nur 
von der Natur der darzustellenden Operation abhängt, p dagegen ist 
eine Funktion, die in einem geeigneten Funktionalbereich willkürlich 
veränderlich ist, 2 irgend ein Integrationsweg. Verschiedene Ope- 
rationen haben sich in der Form (46) oder in der allgemeineren: 
(r) 
(47) A(p) — [x (&, Yır Yar + 9) P(Yır Yar ++ 9) A9ı Ayo. Ay, 


dargeboten’‘); die wichtigsten werden in den folgenden Nummern 

69) G. Hadamard, Par. C. R., 9 fevrier 1903. 

70) M. Frechet, Trans. of the Amer. Math. Soc. 5 (1904), p. 493. 

71) A.Viterbi, Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 261; 3 (1899), p.299, betrachtet die 
durch Integrale dargestellten Funktionaloperationen als Elemente eines Kalküls, 
den er entwickelt. 


15. Darstellung durch ein Integral. 16. Die Transformation von Laplace. 781 


angeführt. Das Problem der Bestimmung der Inversen zu einer in 
der Form (46) oder (47) dargestellten Operation ist identisch mit dem 
der Umkehrung der bestimmten Integrale (Nr. 28—31). 

Hadamard'?) hat bewiesen, dass die stetigen Linearoperationen 
U(f) (Nr. 14), die einer stetigen reellen, zwischen «a und b gegebenen 
Funktion f eine bestimmte Zahl zuordnen, immer Darstellung in Form 
des lim eines bestimmten Integrals besitzen; die Darstellung selbst 
lautet: 


Ur) — lim [f@a)K,(a)dz, 


wo K,(x) wieder eine zwischen a und b stetige Funktion ist. 


16. Die Transformation von Laplace. Unter den in der Form 
(46) auftretenden distributiven Operationen ist eine der wichtigsten 
die nach Laplace genannte Transformation, die durch: 


(48) A(9) = [er (y)dy 


() 
gegeben ist. Durch Einführung einer neuen Variabeln = # erhält 
man aus ihr: s 
(49) B(p) = St p(ddt. 
Die Inverse der Laplace’schen Transformation ist eine Transformation 
derselben Form”®). Die zweite Form (49) ist zuerst betrachtet worden '*), 
in ihr heisst @(t) „fonction generatrice‘, das Resultat « (x) = B(@): 
„fonction determinante“. Die letztere ist für ganzzahlige x der Koef- 
fizient von £=*-! in der Potenzreihenentwicklung von p(t).”®) Bei 
geeigneter Wahl des Integrationsweges hat die Operation A die 
Eigenschaften"): 


(50) DApyy)=4A(yy) «Ayy)=— ADyWy), 
und die Operation B die daraus folgenden 

d 
(51) B(t96)=«(@—1), B(tF)— ze). 


72) Vgl. Fussnoten 69) und 70). 

73) Cauchy, Exereices de Math. 2, Paris 1827, p. 157. 

74) P. S. de Laplace, Theorie analytique des probabilites, Paris 1812 
(Oeuvres 7, p. 85); N. H. Abel, Sur les fonctions generatrices (Oeuvres ed. Sylow 
et Lie 2, p. 67). 

75) Laplace, Par. mem. 1779 (82); Laeroix, Trait& du caleul differentiel etc. 
2° ed. 3, Paris 1819, Ch. IV, p. 322, p. 573. Dieses zuerst von Laplace betrach- 
tete Entsprechen ist in letzter Zeit von Hadamard, Borel, Fabry, Le Roy u.a. 
unter neuen Gesichtspunkten behandelt worden; vgl. IIB 1, Nr. 85, 87. 

76) Abel, Oeuvres 2, p. 68. 
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Die Eigenschaften (50) können zur Definitionen von A dienen '"); 
ihre wiederholte Benutzung führt zu zahlreichen Anwendungen. Die 
wichtigste ist die Transformation einer linearen Differentialgleichung 
mit rationalen ganzen Funktionen als Koeffizienten in eine andere, 
in der Ordnung der Ableitungen und Grad der Koeffizienten ver- 
tauscht sind, und die Ableitung des Integrals der einen aus dem der 
anderen. Was dieser Anwendung ein spezielles Interesse giebt, ist 
der Umstand, dass man auf diese Weise gewisse Klassen „irregulärer“ 
Differentialgleichungen in „reguläre“ transformieren kann, was einen 
Beitrag zur Integration der ersteren liefert”). Der einfachste Fall 
ist der, dass die irreguläre Differentialgleichung die nach Laplace be- 
nannte ist, d. h. die Gleichung beliebiger Ordnung mit Koeffizienten 
ersten Grades in x; ihre Transformierte ist von der ersten Ordnung, 
und die gegebene Gleichung lässt sich ebenfalls durch Quadraturen 
integrieren‘®). Zwischen einem linearen Differentialausdruck F, seiner 


Laplace’schen Transformierten AFA-'= F, und seiner Lagrange- 
schen Adjungierten F' ®) besteht die Relation ®®): 
(52) F=AF, 4. 


Eine andere Anwendung besteht in der Transformation einer 
Potenzreihe in einem linearen Differentialausdruck unendlich hoher 
Ordnung. Hierher gehört die Transformation einer Summe von Ex- 


ponentialgrössen: 
ap 
ae 
h 


in einen Ausdruck der Form ®'): 
©, 
(53) DPI AZPATIEEN 
h 


ferner die Transformation des Ausdrucks von Legendre: 
(54) e—ltazee te N are. 


77) Pincherle, Bologna mem. (10) 8 (1887); Ann. &c. norm. (3) 22 (1905), 
p. 9; Amaldi, Linc. Rend. (5) 7? (1898), p. 117; Pincherle e Amaldi, cap. XI. 

78) Wegen der Anwendung der Transformation von Laplace auf die 
linearen Differentialgleichungen vgl. man namentlich H. Poincare, Amer. J. of 
math. 7 (1885), p. 217 und Acta math. 8 (1886), p. 295; dann die Darstellungen 
von L. Schlesinger, Handbuch der lin. Differentialgl. 1, Leipz. 1895, Abschn. VII 
und von E. Picard, Trait& d’analyse 3, Paris 1896, chap. XIV; ferner J. Horn, 
Math. Ann. 49 (1897), p. 453; weiteres vgl. II B. 

79) O. Jordan, Cours d’analyse 3, Paris 1887, p. 253. 

80) Schlesinger, Handbuch 1, p. 426. 

81) Abel, Oeuvres 2, p. 170. 


16. Die Transformation von Laplace. 133 


in die Reihe von Abel°?): 
(55) pE+ = Pl tel +H + pH 2) +, 


eine Verallgemeinerung der Taylor'schen Reihe. 

Bei geeigneter Wahl des Integrationsweges transformiert die 
Operation von Laplace «" in (—1)"n!x”"=' und umgekehrt; man 
kann also auf sie durch Einführung einer neuen Veränderlichen eine 
von E. Borel®) in die Theorie der Potenzreihen eingeführte Trans- 
formation zurückführen. Bei dieser wird nämlich in einer solchen 
Reihe a, durch a,/n! ersetzt, wodurch die Singularitäten der Funk- 
tion auf dem Konvergenzkreis ins Unendliche geworfen werden. 
Borel’s Theorie der sogenannten „sommation exponentielle“*), (durch 
welche einigen Klassen von divergenten Reihen eine analytische 
Bedeutung beigelegt werden kann) ist in mannigfaltiger Weise 
mit der Transformation von Laplace eng verwandt; wie von anderer 
Seite die von H. Poincare®) ausgebaute Theorie der asymptotischen 
Reihen. Auch die von @. Mittag-Leffler eingeführte analytische 
Funktionaltransformation®®), die 


Sa," 


a,„x" 
T’na+1) 





in 


transformiert, kann als eine Erweiterung der Transformation von 
Laplace betrachtet werden. 

In der Form (49) führt die Laplace'sche Transformation die 
linearen Differentialgleichungen in lineare Differenzengleichungen über; 
daraus ergiebt sich die Integration der einen mit Hilfe der anderen 
und die Lösung der Differenzengleichungen durch bestimmte Inte- 
grale®”). Endlich die Entwicklung einer Funktion in eine nach Fak- 
toriellen fortschreitende Reihe ®) lässt sich zurückführen auf die 


82) ibid. und Oeuvres 1, p. 102. Vgl. auch Halphen, Paris soc. math. 10 
(1882), p. 67; V. Pareto, J. f. Math. 110 (1892), p. 290. 

83) Acta math. 21 (1897), p. 243. 

84) Ann. &c. norm. 16° (1899), p. 50. 

85) Acta math. 8 (1896), p. 295. 

86) Par. C. R. 136 (1902), p. 937; 137 (1903), p. 554; 138 (1904), p. 881, 941; 
Line. rend. (5) 13 (1904), p. 3; Acta math. 29 (1905), p. 101. 

87) Laplace, vgl. Fussnote 74), 75); Pincherle, Lomb. Rend. (2) 19 (1886); 
Acta 16 (1892), p. 341; Hj. Mellin, Acta math. 8 (1886), p. 79; 9 (1886), p-. 137; 
25 (1901), p. 189. 

88) Dieses Problem ist neuerdings behandelt von J. ©. Kluyver, Amsterd. 
nieuw arch. (2) 4 (1900); Paris C. R. 134 (1902), p. 587; N. Nielsen, Paris C. R. 
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„exponentielle Darstellung“ dieser Funktion (nach der Ausdrucksweise 
von Desaint®”), d.h. auf die Bestimmung ihrer Laplace'schen Trans- 
formierten. 


17. Andere distributive Operationen. 

a) Unter den Funktionaloperationen, die sich durch bestimmte 
Integrale darstellen lassen, ist eine der am häufigsten benutzten die 
Transformation von Heine®®) oder von Euler, nämlich: 


(56) 4)— [79° 


ya’ 
& 


unter / einen passend gewählten Integrationsweg verstanden. Auch 
sie kann zum Übergang von einer linearen Differentialgleichung zu 
einer anderen dienen. Gehört die erste zur „Fuchs’schen Klasse“, so 
gilt für die zweite dasselbe Aus der Gruppe der einen kann man 
die der anderen ableiten. Die charakteristischen Eigenschaften der 
Operation A, drücken sich aus durch die Gleichungen: 


(57) 4,Dpo=DAy, DA,9= sA,p, 
in denen A, die Funktionalableitung (Nr. 14) von A, bedeutet. Wie 
für die Laplace’sche Transformation (Nr. 16) gilt, wenn F die ad- 


jungierte und F, die Euler'sche Transformierte eines linearen Diffe- 
rentialausdrucks bedeutet, die Relation®*): 


(58) F— A,F,Az!. 
Auch ist: 
5) a 


die Transformationen A, bilden also eine eingliedrige kontinuierliche 
Gruppe im Sinne von Lie (IIA6, Nr.2). Die Operation A, dient 
zur Integration der Gauss’schen hypergeometrischen Differentialglei- 
chung durch Quadraturen®?), denn sie transformiert sie in eine @lei- 
chung 1. Ordnung; sie lässt sich auch auf die verallgemeinerte hyper- 
geometrische Differentialgleichung von Pochhammer und auf deren 


133 (1901), p. 1273; 134 (1902), p. 157; Ann. dc. norm. (3) 19 (1902), p. 409; Math. 
Ann. 59 (1904), p. 355; Kopenh. Skrift. (2) 2 (1904), p. 59. 

89) Vgl. Fussnote 44). 

90) J. f. Math. 60 (1862), p. 252; 61 (1863), p. 356; 62 (1863), p. 110; Handb. 
der Kugelfunktionen 1, 2. Aufl., Berl. 1881, III. Teil, namentlich p. 466ff. Litte- 
ratur dieser Transformation bei L. Schlesinger, Handb. der lin. Diff.-Gl. 2 
Leipzig 1897, p. XV—XVI; vgl. auch II BA. 

91) Schlesinger 2, p. 416; Pincherle, J. f. Math. 119 (1898), p. 347. 

92) C. Jordan, Cours d’analyse 3, Paris 1887, p. 241. Vgl. B. Riemann, 
Nachträge, herausgegeben von M.Noether und W. Wirtinger, Leipzig 1902, p. 88. 


’ 
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Lösung durch bestimmte Integrale anwenden®®); endlich auch auf die 
lineare Differentialgleichung von Goursat °*). 

b) Die durch: 
(60) 4,9) = au) PW)dy 

) 

— z das Zeichen irgend einer gegebenen Funktion, p das der will- 
kürlichen Funktion, an der man operieren will — dargestellten 
Operationen bilden eine Gruppe von mit der Ableitung vertausch- 
baren Operationen ®): 


(61) ADmDA,. 


Wendet man eine solche Operation auf eine Potenzreihe an, so er- 
scheint sie als Verwandlung der Potenzen x” im Polynome «, (x), die 
der Rekursionsformel: 


(62) —2—na, 


genügen. Diese Polynome haben sich zuerst Halphen®) dargeboten 
und sind dann von P. Appell?”) untersucht worden; ihr allgemeiner 
Ausdruck ist: 


(63) «,(&) = a2" + na,a"'+ er 1) aar- +: +a,, 


wobei 4, @, ..., a, willkürliche N bedeuten. Die Inverse 
einer Operation A, ist eine Operation derselben Gruppe®"). 

c) Von speziellen distributiven Operationen sei die „interpolare 
Operation“ erwähnt, die durch: 


(64) A,(p) = FOZI® 


re 1 
definiert ist”). Die Operationen A,, A, sind vertauschbar®®). Bei 
Gebrauch dieser Operation kann man einen Ausdruck für das Rest- 
glied der Newton’schen Interpolationsformel geben !). 


93) J. f. Math. 71 (1870), p. 316; 73 (1871), p..69; Math. Ann. 35 (1890), 
p. 470. 

94) Ann. @c. norm. (2) 12 (1883), p. 261, 495; Pincherle, Sulle funzioni 
ipergeometriche, cap. VII; Giorn. di mat. 32 (1894), p. 65. 

95) Pincherle, Acta math. 10 (1886), p. 153; 7. Levi-Civita, Lomb. Rend. 
1895, p. 533. 

96) Paris C. R. 93 (1881), p. 833. 

97) Ann. &c. norm. (2) 9 (1880), p. 119. 

98) Note von @. Peano zu Genocchi e Peano, Caleolo differenziale, Torino 
1884, p. XX (p. 323 der deutschen Übersetz. von Lüroth u. Schepp, Leipz. 1899); 
Jensen, Kopenh. overs. 1894, p. 3. 

99) Jensen, ebenda p. 3. 

100) Jensen, ebenda p. 5. 
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d) Bei Untersuchung der Potenzreihenentwicklung .der Wurzeln 
einer Gleichung: 
6) HAFT HD, 
in der die @,, 9,3, -.-, 9, selbst Potenzreihen sind, gebraucht H. Scha- 
pira'') zwei distributive Operationen, die er als „Partialisieren“ und 
„Kompletieren“ bezeichnet — sie beruhen auf der Ersetzung von x 
durch &x, unter & eine Wurzel der Einheit verstanden; und eine 
dritte, die er Differentialsubstitution nennt —; sie ist das Produkt aus 
der Operation D in die Operation #* (Nr. 6). 


18. Nicht distributive Operationen. Von allgemeinen Sätzen 
über nicht distributive Operationen oder Öperationsgruppen kennt 
man nur wenige. 7. Levi-Civita'”) fragt nach denjenigen Gruppen 
von Operationen, die Funktionen!) eines und desselben Operations- 
symbols A sind und die Eigenschaft haben, dass das Produkt ®, ®, 
sich als analytische Funktion von ®, (A), ®,(A) und A ausdrücken 
lässt. Er löst die Frage mit Hilfe der allgemeinen Methoden der 
Theorie der kontinuierlichen @ruppen (II A 6) und findet, dass eine 
solche Relation nur möglich ist, wenn das zweite Glied die Form hat: 


(66) A(AD,) + 4°(D)), 

wo 4 eine willkürliche Funktion, A! ihre Inverse bedeutet; die De- 
finitionsgleichungen der Gruppe (II A 6, Nr. 3) müssen die Form 
haben: 


dı!'o 
(6) Sat =o, 


C. Bourlet'%) sucht die aligemeinsten Funktionaloperationen A 
von der Art, dass 
(68) Alma, B) = (A), AB) 
ist, wo f eine beliebige Funktion bedeutet und = eine symmetrische 
Funktion von der Art, dass auch # (z(«a,ß),y), m {x (#(e, ß),y),ö} u.s.w. 
symmetrisch sind!%); durch Anwendung der Auflösung der Abel’schen 
Funktionalgleichung (Nr. 22) findet er, dass diese Operationen sich 
auf die distributiven zurückführen lassen. 


101) Grundlagen zu einer Theorie allgemeiner Kofunktionen, Wien 1881; 
Theorie allgemeiner Kofunktionen, Leipzig 1892. 

102) Sui gruppi di operazioni funzionali, Lomb. Rend. 28 (1895), p. 458. 

103) Der Begriff „Funktion eines Symbols‘ ist hier im allgemeinsten Sinne 
zu nehmen. 

104) Paris C. R. 124 (1897), p. 348; Ann. 6c. norm. (3) 14 (1897), p. 141. 

105) Bourlet nennt solche Funktionen „indefiniment symötriques“. Vgl. 
Abel, citate 162). 
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19. Funktionen von Linien. Die allgemeinste bis jetzt durch- 
geführte Untersuchung über nicht distributive Funktionaloperationen 
verdankt man V. Volterra'%). Er betrachtet eine im reellen Intervall 
a<x<b willkürlich gewählte Funktion von x, 2. B. eine willkür- 
liche Linie zwischen den durch z=a und x —b gezogenen Paral- 
lelen zur Ordinatenaxe; und eine Zahl 2, die für jede dieser Linien 
einen bestimmten Wert annimmt; man hat dann das, was er eine 
Funktion von Linien nennt. Der Wert von z hängt ab von der @e- 
samtheit der Werte, die die Funktion y— P(z) im gegebenen Inter- 
vall nach bestimmtem Gesetz annimmt: mit anderen Worten, diese 
Zahl ist das Resultat einer gewissen auf p (x) ausgeübten Funktional- 
operation, was man durch: 

(69) = A(9@) 

ausdrücken kann!), Solche Grössen, die von allen Werten einer 
Funktion in einem gegebenen Intervall abhängen, treten bei ver- 
schiedenen Anwendungen der Analysis auf die Physik, sowie in der 
Variationsrechnung (II A 9) auf. 

Allgemeiner kann eine Zahl z abhängen von den Werten einer 
oder mehrerer Funktionen beliebig vieler Variabeln x und ausserdem 
noch von einer gewissen Anzahl anderer Variabeln t; das kann man 
ausdrücken durch: 

(70) 2 Alp, %9,..), Pa l&yr Kar), en ..). 

Für den Fall (69) entwickelt Volterra eine Ausdehnung des Be- 
griffes der Stetigkeit auf Funktionen von Linien: z ist stetig, wenn 
man zu jeder gegebenen positiven Zahl & eine andere ö so bestimmen 
kann, dass für jede Variation x (2) von (x), die kleiner als & ist, 
die zugehörige Variation von z kleiner als  ausfüllt. Dann definiert 
er die Ableitung von A: Sei (x) in einem in (@...b) enthaltenen 
Intervall (m...) überall gleich bezeiehnet und kleiner als &; sei 02 
die zur Variation ® von 9 gehörende Variation von 2; sei £, ein 
innerer Punkt von (m...n): dann ist die Ableitung von A der 


Grenzwert, dem das Verhältnis dz : fi Yv(x)dx sich gleichmässig 


m 


nähert, wenn m--:n und 9 gegen Null konvergieren, was auch die 


106) Line. Rend. (4) 3° (1887), p. 97, 141, 153, 225, 274. 
107) Volterra gebraucht die Bezeichnung: 
a 
= s[9@)]. 


um die Abhängigkeit des z von der im Intervall « <xz<b genommenen Funk- 
tion 9 (x) anzudeuten. 
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Funktion g sei — vorausgesetzt, dass dieser Grenzwert existiert. 
Man kann diese Ableitung mit: 
(71) v4 (p; 1) 


bezeichnen. Indem Volterra entsprechend die höheren Ableitungen 
definiert und für jede die erforderlichen Voraussetzungen hinzufügt, 
erhält er die Formel: 


AatW)=AgD+ [AG ua, 


(12) +1 [Sao wvW Wa +-- 


b 
(n) 

1 
+, red 





\ 


Die Terme dieser Entwicklung sind auf % angewendete Funktional- 
operationen; das erste Integral giebt eine distributive Operation; die 
folgenden geben Operationen, die sich der Addition gegenüber immer 
komplizierter verhalten !®). — Cornelia Fabbri dehnt die Formel von 
Volterra auf Grössen aus, die von Funktionen mehrerer Variabeln 
abhängen !0°). — C. Arzel& untersucht die Funktionen von Linien in Hin- 
sicht auf ihre Grenzwerte'!?). M. Frechet"'‘) erweitert den Satz von 
Weierstrass über das Maximum (Minimum) einer stetigen reellen 
Funktion auf stetige Funktionaloperationen. 


Funktionalgleichungen. 


20. Allgemeines über Funktionalgleichungen. Man nennt Funk- 
tionalgleichungen diejenigen Gleichungen, die eine Eigenschaft einer 
oder mehrerer Funktionen ausdrücken und dadurch deren Form mehr 
oder weniger vollständig zu bestimmen erlauben. Zu ihnen gehören 
die gewöhnlichen und partiellen Differentialgleichungen, die Glei- 
chungen mit endlichen (gewöhnlichen oder partiellen) und die mit 
gemischten Differenzen; da diese in besonderen Artikeln behandelt 
sind, sollen hier nur solche Funktionalgleichungen besprochen werden, 
die sich nicht unmittelbar auf eine von diesen Klassen zurückführen 
lassen. 





108) B. Calö, Lincei Rend. (5) 4 (1895), p. 52. 
109) Torino Atti 25 (1890), p. 432. 

110) Bologna Mem. (5) 4 (1894). 

111) Par. C. R., 21 novembre 1904. 
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Beispiele von solchen Gleichungen finden sich schon in den 
Werken von d’Alembert, Euler und Lagrange; Monge 42) giebt für sie 
einige allgemeine Prinzipien, sowie Kunstgriffe zur Zurückführung 
mehrerer Klassen von solchen Gleichungen auf Differenzengleichungen. 
Erwähnt sei, dass d’Alembert‘'?) das Problem der Zusammensetzung 
der Kräfte auf die Auflösung der Funktionalgleiehung: 


(73) Pa +) +PE- 0) 2y(a)y(a) 
zurückführt, deren Lösung ist: 
(14) y)—tle + er); 


die speziellen Bedingungen des genannten Problems geben 
p (X) = cos a.) 


Laplace‘5) führt dasselbe Problem auf die Lösung der Gleichung: 
2 ud . 
(75) Bw +(P(&—a)) =1 


zurück, deren Integral ohne Schwierigkeit mit Hilfe einer willkür- 
lichen Funktion f(x) in der Form: 


(16) = Vitra —-r(E a) 


enthalten wird. — Oh. Babbage‘'°), der zahlreiche Beispiele von Funk- 
tionalgleichungen giebt, nennt allgemeine Lösungen diejenigen, die 
willkürliche Funktionen, partikuläre Lösungen diejenigen, die nur 
Konstante enthalten. Für mehrere Gleichungen kann man die all- 
gemeine Lösung gewinnen, sobald man eine partikuläre kennt; so ist, 
wenn 9(x) eine partikuläre Lösung der Gleichung Y (2) = Y(ar) 
und f eine willkürliche Funktion ist, f(p(«)) die allgemeine Lösung. 
Entsprechend erhält man die allgemeine Lösung des Systems 


Y(2) = v(aa) = v(ba) — %(ca) 





112) Paris mem. sav. [6&tr.] 7 (1773), p. 305. In demselben Bande, p. 37, 
ist auch eine Abhandlung von Laplace, (Oeuvres 8, p. 5), in der Funktional- 
gleichungen betrachtet sind, die sich auf gemischte Differential- und Differenzen- 
gleichungen zurückführen lassen. 

113) Me&m. sur les principes de la mecanique, 1769. 

114) 8. auch Cauchy, Anal. algebrique 1, Paris 1821, p. 113. 

115) Mecanique celeste 1, Paris 1799 (1807), p. 5 (Oeuvres 1, p. 5). Über 
die Funktionalgleichung der Zusammensetzung der Kräfte vgl. F. Siacei, Napoli 
Rend. 1899, p. 34; @. Hamel, Math. Ann. 60 (1905), p. 459. 

116) Lond. Phil. Trans. 1815/16; Appendix zu W. J. Herschel, Collection of 
examples on the calculus of finite differences, Cambr. 1820 (ein Auszug von 
Gergonne, Gerg. ann. 12 (1821), p. 73). 
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in der Form y = fg,Y,p (x), wenn f eine willkürliche Funktion und 
9, 9, P, bezw. Lösungen der Gleichungen 

v(@)—= v(ar), vp(a)—=vp(ba), YPPLR) — %p,P (ee) 
bedeuten. Ebenso hat man, wenn von der Gleichung: 
(77) F(x, 9 («), y (ax), vba), ...) = 0 
eine partikuläre Lösung (x, a,,@,,...) gegeben ist, in der q,,@,,... 
willkürliche Konstante sind, die allgemeine Lösung, indem man 


(78) | v() = PR, 9 @, PM), -..) 

setzt, unter @,, @,,... willkürliche Lösungen des Systems 
(79) ya)—yla)—ylba)=--- 
verstanden. 


S..D. Poisson“'") hat das Problem der Verteilung der statischen 
Elektrizität auf zwei sich gegenseitig influenzierende Kugeln auf die 
Lösung der Funktionalgleichung 


fd=-4A— BI. oa): 


Ce? — 2? — c& e— 2? — ex 








die dann noch vielfach behandelt worden ist!!#), zurückgeführt. 


2i. Die Gleichung von Babbage und ihre Anwendungen. 
In Nr. 6 ist mit $,,(p) das Resultat der Substitution von y(x) an 
Stelle von x in die willkürliche Funktion p (x) bezeichnet. Man hat 
also S,(@&) = Y (a), 8,’ (a)=Yulb(m)) u.s.w. Viele Autoren be- 


nutzen die Bezeichnung: 


(80) =), vH) vER) RN), RE; 
8," (2) heisst die n'° Iterierte von y(x). Man kann nach Funktionen 
fragen, deren »** Iterierte wieder die unabhängige Variable selbst ist; 
man erhält so die Gleichung von Babbage''”?): 


(81) v,(2)=&x oder symbolisch 8," —=1. 
r .. . . . % e. 5 2 se 
2. B. genügen ihr die Funktionen a — %, „—. für n = 2) für 


n=4; &% für irgend eine positive ganze Zahl », wenn & eine 
n‘® Einheitswurzel bedeutet. Ist p eine partikuläre Lösung, so ist 
f'pf die allgemeine, unter f eine willkürliche Funktion verstanden. 
L. Leau '°) untersucht die Gleichung von Babbage für den Fall, dass 


117) Paris Inst. (math.) 1811, p. 43. 

118) S. z.B. Kirchhoff, Vorlesungen über Elektrizität und Magnetismus, 
Leipzig 1891, p. 66. 

119) Gerg. ann. 16 (1821), p. 73; vgl. auch Rausenberger, Math. Ann. 18 
(1881), p. 379 und Periodische Funktionen, Leipz. 1884, p. 162. 

120) Par. soc. math. bull. 26 (1898), p. 5. 
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Y (x) eine eindeutige analytische Funktion in einem gegebenen Be- 
reich sein soll. Die Gleichung'?'): 


(82) Fa, Va), Yy(M),..., %, @)) —=0 

lässt sich soweit reduzieren, dass sie keine Iterierte mehr enthält, 
indem man successive ) = p-!fp setzt, wo f willkürlich und 
x = p”!(z) ist. Diese Gleichung enthält als speziellen Fall die 
lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten: 

(83) At + a,S,, Dr + a„8," @)=0, 

deren allgemeines Integral sich mit Hilfe des Integrals der Gleichung 
von Babbage leicht ausdrücken lässt'??). 


22. Gleichungen von Abel und von Schroeder. Die Gleichung 
von Abel'??): 
(84) yl@)=gp(a)+e oder Spy—yp+e 
ist vielfach behandelt worden. Setzt man z=v(y), a(«)=Yy(y+1), 
so gelangt man zu ihrer Lösung mit Hilfe der Differenzengleichung 


1. Ordnung y(y + 1)=«(Y(y)) (deren Lösung übrigens nicht leichter 
ist); die Funktion @ ist dann gegeben durch die Differenz: 


yyYytl—gry)=e. 
Abel bemerkt: Kennt man eine partikuläre Lösung p(x) von (84), 
so ist die allgemeine p (x) + o(x), wo o(x) in Bezug auf S, in- 
variant, d.h. S,(@) = ® ist!*). Als Anwendung löst er die Glei- 


chung p (2”) = 9 (x) + 1, von der p(x) = > ee eine Lösung ist. 


Endlich führt er die allgemeinere Gleichung: 

(85) F (a, 9 (a @), P (B@)) — 

auf Differenzengleichungen zurück. A. Korkine'”) nimmt bei der Inte- 

gration der Abel’schen Gleichung an, «(x) und p(x) seien in Potenz- 

reihen entwickelbar; er erhält dann formell die Entwicklungskoeffi- 

zienten von p(&) durch die Methode der unbestimmten Koeffizienten. 
Indem man 9(x) durch log gp(x) ersetzt, erhält man aus der 

Gleichung (84) die folgende: 


(86) p(law)=ep(x) oder 8,9 — cp, 





121) Babbage; Fussnote 116); O. Spiess, Die Grundbegriffe der Iterations- 
rechnung, Diss., Basel 1902. Vgl. oben, Nr. 9. 
122) Lemeray, Par. C. R. 125(1897), p.524; Par. soc. math. bull. 26 (1898), p.10. 


123) Oeuvres 2, p. 36. 

124) Korkine und Koenigs, die dieses Resultat ebenfalls aussprechen, er- 
wähnen nicht, dass es schon von Abel gegeben war. 

125) Darb. Bull. (2) 6 (1882), p. 235. 


1792 II A 11. Funktionaloperationen und -Gleichungen. 


die nach E. Schroeder '?°) genannt: wird; die Bestimmung und der Gültig- 
keitsbereich der Lösungen von (84) lassen sich aus denjenigen von 
(86) ableiten. Unter der Voraussetzung, «(x) sei regulär in einem 
Kreise von einem Radius > 1 um einen Wurzelpunkt z der Gleichung 
a(2)— x —=0, und es sei ferner: 


(87) Dale] <1, 


beweist J. Farkas'?"), dass die Gleichung (86) ein im Kreise vom Ra- 
dius 1 um z reguläres Integral hat. Koenigs'”) bildet mit Hilfe 
eines Grenzwertes eine Lösung der Gleichung (86) und beweist ihre 
Gültigkeit; ihrer Darstellung (Nr. 24) sind noch einige allgemeine 
Sätze über Konvergenz der Iteration vorauszuschicken. 


23. Iterationsrechnung. Ist «(x) eine gegebene Funktion und 
bildet man die Iterierten S,(x), S,2(@), .. ., 8,"(@), . .., so entsteht die 
Frage, ob der Fall eintreten kann, dass diese Folge für r—® gegen einen 
Limes konvergiert, unabhängig von der Art, wie r über alle Grenzen 
wächst. Dieses Problem hat sich E. Schroeder '??) bei der Untersuchung 
eines Algorithmus dargeboten, den er Eggers zuschreibt und der dazu 
dient, die Wurzeln algebraischer oder transzendenter Gleichungen mit zu- 
nehmender Genauigkeit zu berechnen. Er beweist den fundamentalen 
Satz: wenn Sf einen Grenzwert 2 hat, so ist dieser Grenzwert eine 
Wurzel der Gleichung «(2)— 2=0. Farkas'”) beweist weiter: 
Sei «(x) eine analytische Funktion von x, so beschaffen, dass, wäh- 
rend x einen Bereich 7 beschreibt, der entsprechende von «(x) be- 
schriebene Bereich «(7) ganz in 7 liegt, selbst wenn sich T auf 
einen Punkt zusammenzieht; dann haben die Iterierten einen von der 
Art, wie r ins Unendliche wächst, unabhängigen Grenzwert. Ferner"??): 
Wenn «(&) für reelle x ebenfalls reell ist und mit x zugleich wächst 
und wenn dabei für p<x<g auch p<a(p) <a(x) <a(g) <q ist, so 
haben die Iterierten einen Grenzwert. Koenigs'??) giebt die Umkeh- 
rung des Satzes von Schroeder, d.h.: Wenn z ein nicht singulärer 
Punkt von «(@) und « (2) =z sowie |a’(2)| <1 ist, so ist z Mittel- 
punkt eines Kreises, in dessen Innern 





126) Math. Ann. 3 (1871), p- 296. 

127) J. de math. (3) 10 (1884), p. 108. 

128) Ann. dc. norm. (3) 1 (1884), Suppl. p. 3; 2 (1885), p. 385. 
129) Math. Ann. 2 (1870), p. 349. 

130) J. de math. (3) 10 (1884), p. 102. 

131) Ibid. p. 108. 

132) Darb. Bull. (2) 7 (1883), p. 314. 
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(88) lim 8," (2) =z 
ist. Ist p(x) in z regulär und (2) —(0, so kann man eine so 


grosse Zahl h angeben, dass I'S,"(p) in diesem Kreis gleichmässig 
n=h 


konvergiert und folglich (ITB1, Nr. 6) in ihm eine reguläre ana- 
lytische Funktion darstellt!#). Man hat auch den Fall betrachtet, 
dass die 8,” eine endliche Zahl %; von Grenzpunkten (Häufungs- 
punkten) haben; sie sind dann Wurzeln von S.*(z) = x und werden 
durch die Substitution $ zyklisch vertauscht. Auch dieser Satz lässt 
sich umkehren "#), 


Wenn «(z) eine rationale ganze Funktion von x ist, hat die 


Gleichung: 
5 (2) — x 


ea) — x 
solange die Koeffizienten von «(x) unbestimmt bleiben, die Eigen- 
schaft, dass ihre Wurzeln in Systeme von je n zerfallen, in der 
Weise, dass: 
% — alt), % = ali),..., 2%, — (%,_1) 

ist, wenn &%,, &,,..., &, die Wurzeln eines Systems sind '?). 

Die Iteration irrationaler Funktionen kann, wie gesagt, zur 
näherungsweisen Berechnung der Wurzeln einer Gleichung dienen, 
z. B. für die trinomische Gleichung 





(89) "— 7 —a=0 
die Iteration von Vz - +.a; für 
ar ce a Fa 


die von!?): 








(90) Vx-+a 
oder 
(91) Vaar-! + bar? t...+e 


133) @. Koenigs, Ann. &c. norm. (2) 1 (1884), Suppl. p. 14. 
134) Koenigs, Darb. Bull. (2) 7 (1883), p. 314; F'. Podetti, Giorn. di mat. 35 
(1897), p. 264, 
135) E. Netto, Math. Ann. 29 (1887), p. 148. 
136) K. B. Hoffmann, Arch. f. Math. 66 (1881), p. 38. 
137) Math. Ann. 29 (1887), p. 141. 
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entstehenden Algorithmen und ihre Konvergenz; er bestimmt, welche 
Wurzeln von (1) durch den Grenzwert der Iteration von (2) geliefert 
wird, je nach der Wahl des Ausgangswertes z,. C. Isenkrahe be- 
merkt'?®): wenn man x irgendwie aus der Gleichung 
(92) a” — aa! — bar? — ..-—c—=0 
in der Form: 
x = a(z) 
isoliert und dann von irgend einem (reellen oder komplexen) Werte 
x, aus die Iterierten 5,” (x,) bildet, so kann dieser Prozess gegen 
eine Wurzel & von (4) konvergieren, wenn |«’(&)|<1 ist; ferner 
beweist er, dass die Iteration von 
(©) — x.’ (x) 
1— ı(«) 
gegen eine beliebige Wurzel von (4) konvergieren kann. 
Die Iteration der Potenz x” untersuchen Eisenstein‘) und 
Seidel “); die der Funktion a/logx und überhaupt von Funktionen 


der Form 
a 
dere) 
A. Sommerfeld"). 


24. Anwendung der Iterationsrechnung auf die Gleichung 
von Abel. Sei lim 5,” (x) = z in einem Kreise um z, in dem « («) 


=» 


«(&)| <1 ist; dann ist: 


._ 8,N@) — 2 
93 B(x) =]1 « 
(93) (x) — lim Goyr 


eine in der Umgebung von z reguläre analytische Funktion; und wird 
a’ (2) = a gesetzt, so genügt sie der Gleichung von Schroeder (Nr. 22) 
S,P = ap, die somit gelöst ist!?). Jede andere in der Umgebung 
von 2 reguläre Lösung dieser Gleichung unterscheidet sich nur durch 
einen konstanten Faktor von einer Potenz von B(x). Aus der Lösung 
der Gleichung von Schroeder erhält man die Lösung log B(x) der 
Gleichung von Abel. Die Funktion B(x) von Koenigs kann auch 
zur Integration anderer Gleichungen dienen‘), wie $,"= 8, und 





138) Math. Ann. 31 (1888), p. 309; Progr. Trier 1897. 

139) J. f. Math. 28, 1844, p. 49. 

140) Münch. Abhandl. 11! (1872), p. 360. 

141) Gött. Nachr. 1898. 

142) Koenigs, Par. C. R. 99 (1884), p. 1016; Ann. &c. norm. @ı (1884), 
Suppl. p. 19; 2 (1885), p. 385. 

143) Aus ec. norm. (3) 2 (1885), p. 385. 
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8,8, = S,8,, wo « gegeben und gesucht ist. A. Grevy #4) beweist 
die Existenz der Lösung der Gleichung (86) für «’ (2) = 0, L. Leau !) 
für || =1. 


25. Andere Anwendungen der Funktionen von Koenigs. Man 
kann die Funktionen B(x) auf die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen F(p) = 0 anwenden, die bei einer Transformation der 
Form <= A(t), p(z) = vY(t)u(t) ungeändert bleiben; nur dass £ statt 
x, y(t) statt p(x) vorkommt. Eine solche Gleichung hat mindestens 
ein Integral, das einer Funktionalgleichung von einer der von Koenigs 
untersuchten Formen genügt, und die Integration geschieht mit Hilfe 
der Funktionen B («).'*) 

Eine andere Anwendung besteht in der Untersuchung der Glei- 
chungen der Form: 


(94) HP tms +tmS?p + +7,89 —=0, 


wenn nach Lösungen p(x) gefragt wird, die in der Umgebung eines 
Punktes 2=Jlim 8," regulär sind. Dieses Problem”) bietet Analo- 


gien zur Theorie der linearen Differentialgleichungen dar: so ist z. B. 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass zwischen 
n Funktionen 9,, 95, .-., 9, eine lineare homogene Relation mit 
gegenüber S, invarianten Koeffizienten bestehe, das Verschwinden 
der zur Wronski’schen analogen Determinante'*): 


Ä 9 Po +: u Si 
(05) u 2 Be 
ip, Bari... Si ER 


daraus folgt, dass die Gleichung (94) nur n im angegebenen Sinne 
linear unabhängige Lösungen haben kann. Die wirkliche Existenz 
von n solehen Lösungen lässt sich mit Hilfe der Funktionen B(z) 
durch eine Methode beweisen, die zu der der „fonetions majorantes“ 
in der Theorie der linearen Differentialgleichungen (II B 7) analog 


144) Paris These 1894. 

145) Paris These 1897. 

146) P. Appell, Par. C. R. 7 novembre 1881; Acta math. 15 (1891), p. 281. 

147) A. Grevy, Ann. &c. norm. (3) 11 (1894), p. 249. 

148) Wegen der Verallgemeinerung der Wronski’schen Determinante und 
wegen derjenigen Funktionalgleichungen, deren Theorie Analogien zu der der 
Differentialgleichungen darbietet, vgl. man Pincherle, Line. Rend. (5) 6' (1897), 


p: 301; E. Bortolotti, ibid. 7', 1898, p. 45; Bourlet, Par. C. R. 124 (1897), p. 1431. 
52* 
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ist'#). Eine schon erwähnte Untersuchung von L. Leau®®) giebt 
Existenztheoreme für die regulären Lösungen von Systemen von 
Funktionalgleichungen, die zu den Systemen linearer Differential- 
gleichungen analog sind, z. B. das folgende: Seien 9,, 9, .. ., ,„ die 
unbekannten, «& und die ß,, gegebene Funktionen; man sucht von dem 
Gleichungssystem: 


(96) 9; = ZB,8.9, ( Sie 1, 2, .. n) 


die in der Umgebung einer Wurzel der Gleichung « (x) — x = 0 
regulären Lösungen und findet für sie Reihenentwicklungen, deren 
Konvergenz man durch die Bedingungen der „fonetions majorantes“ 
beweist. Derselbe Autor untersucht auch den Fall, dass die Funktionen 
91; Pg, ---,; 9, und & eine beliebige Anzahl von Variabeln enthalten. 


26. Analytische Iteration. Die Lösung des Problems der ana- 
lytischen Iteration, d. h. die Bildung von S," für beliebiges r, lässt 
sich auf die eben besprochenen Probleme zurückführen. Durch 
direkte Rechnung ist sie mühsam, selbst in den einfachsten Fällen, 
wie dem der linearen Funktion ®®): 

b 
(97) ala) =) 
Eine abgekürzte Methode geben A. Cayley'°®), dann E. Schroeder '*) 
mit Hilfe der der Differenzenrechnung (I E) entlehnten Formel: 


(9) Str mn HI (E25 M) +... 


Das Problem, 8," für ein beliebiges (nicht mehr notwendig ganz- 
zahliges) r zu definieren, ist unbestimmt, solange man nicht noch 
irgend welche weitere Bedingung hinzufügt, z. B. Konvergenzbedin- 
gungen, oder dass $” eine analytische Funktion von r und x sein 
soll. E. Schroeder '”°) bemerkt, dass man die Iterierten einer Funk- 
tion 8 bilden kann, wenn S,= 8,8, 857! ist und man die von « 
kennt; diese Bemerkung erlaubt die Iterierten zahlreicher Funktionen 





149) Grevy, Paris These 1894. 

150) Paris These 1897. 

151) E. Hoppe, Zeitschr. Math. Phys. 5 (1860), p. 136; J. A. Serret, J. de 
math. 15 (1850), p. 156; Cours d’algebre sup£rieure. 

152) Die Iteration von solchen linearen Funktionen kommen in der Theorie 
der diskontinuierlichen Gruppen und der automorphen Funktionen häufig vor; 
so z.B. F. Klein, Ikosaeder, Leipzig 1884, passim., Klein- Fricke, Modul- 
funktionen 1, Leipzig 1890, 2. Abschn., Kap. I. 

153) Papers 5, p. 466. 

154) Math. Ann. 2 (1870), p. 317. 

155) Ebenda 3 (1871), p. 300. 
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aus denjenigen der linearen Funktion (97) abzuleiten. Man kann die 
Iterierten von « auch in dem Falle bilden, dass man eine Funktion ı 
kennt, die ein Additionstheorem der Form y («+ c) =«(Y(«)) oder 
ein Multiplikationstheorem der Form ı (ex) = «(y(x)) hat. Mit Hilfe 
dieser Bemerkung führt Schroeder das Problem der Iteration auf die 
Auflösung der Gleichung (84) oder (86) zurück. C. Formenti '%) 
leitet die Lösung des Problems der Iteration direkt aus der der Glei- 
chung von Abel ab. A. Korkine °”) und J. Farkas'®) führen durch 
andere Methoden die Lösung des Problems der Iteration auf die der 
genannten Gleichungen zurück. Endlich ©. Bourlet '””) nimmt die 
Formel (98) für beliebiges r in Anspruch und beweist: Wenn « (x) 
in der Umgebung eines Wurzelpunktes z von « (x) — = 0 regulär 
und |«(z)| <1 ist, so giebt diese Formel nicht nur formell, sondern 
thatsächlich die Entwicklung der Iterierten von «(x) als analytische 
Funktion von x und r. Iteration von linearen Differentialausdrücken 
betrachtet A. Gutzmer °P). 


27. Verschiedene Funktionalgleichungen. Verallgemeinerung 
der Periodizität. Transcendentale Transcendenz. 

a) Ausser den bisher besprochenen Funktionalgleichungen sind 
noch viele andere gelegentlich aufgetreten oder Gegenstand von 
speziellen Untersuchungen gewesen. So bemerkt N. H. Abel): 
Aus einer nicht kontradiktorischen Gleichung der Form: 


(99) Va, FM, ..)— 0, 
in der «, ß, y,... gegebene Funktionen von x und y sind, lassen sich 
die unbekannten Funktionen g, f, F, ... im allgemeinen alle bestimmen. 
Als Anwendung bestimmt er p in der Gleichung: 


(100) | yl)= Van yA,yW), 

indem er zuerst x und y durch die Relation « (x, y) = const. ver- 

bindet und nach x differentiiert, dann mit ß(x, y) —= const. ent- 

sprechend verfährt und so das Problem auf die Integration einer 

Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen p(y) und y zurückführt. 
Analog verfährt H.W. Pexider'") für die allgemeinere Funktional- 


gleichung 


156) Lomb. Rend. (2) 8 (1875), p. 276. 

157) Darb. Bull. (2) 6 (1882), p. 228. 

158) J. de math. (3) 10 (1884), p. 104. 

159) Toulouse Fac. ann. 12 (1898), p. C 1. 

159®) Sitzungsber. der Böhm. Gesellschaft, Prag 1902. 

160) Magazin for Naturvidenskaberne, Christiania 1823; Oeuvres ed. Sylow 
et Lie 1, p. 1. 

161) Monatsh. Math. 14 (1902), p. 297. 
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(101) Fi @), fa@), ***, fu) = (, 

WO %41,°"',%, Funktionen der übrigen reellen oder komplexen un- 
abhängige Variabeln 2,,---,2, sind. Durch Differentiation von (1) 
nach den &,,--:,%, hat man 


(102) PP ReR 


und durch passende Setzungen und unter Bedingungen, die wohl 
wesentliche Beschränkungen darstellen, kann man fi41, fr+23 -:-, fi 
erhalten. 

Ein anderes von Abel‘) gestelltes Funktionalproblem ist die 
Aufsuchung solcher Funktionen f von zwei Variabeln, dass f (2,f(@, y)) 
in x, y, 2 symmetrisch ist; er findet: jeder solehen Funktion entspricht 
eine Funktion p (u) von der Art, dass identisch 


raw) =HrRM)+ PL) 

ist. Diese von Abel angegebene Lösung ist die allgemeinste!#), wenn 
f(z, y) Ableitungen nach # und y haben soll. 

Die Funktionalgleichung: 
(103) fat=-fW)+FW 
definiert die Funktion ax, wenn f(x) stetig!“) sein, oder in jedem 
endlichen Intervall!#), oder auch in einer willkürlichen kleinen Um- 
gebung von x&= 0‘) eine obere Grenze haben soll, mag sie reell 
oder komplex sein; aber nicht, wenn ihre obere Schranke in jedem 
endlichen Intervall unendlich ist!) 

Cauchy'®) untersucht auch die einfachen Funktionalgleichungen 


fe +y)=fla)f), 
5 fay) = fe)fW), 
Fey) = fl@) + fy) 


und findet, dass die reellen stetigen Funktionen, welche diese Gleichungen 
befriedigen, durch 


162) J. f. Math. 1 (1826), p. 1; Oeuvres ed. Sylow et Lie 1, p. 61. 

163) P. Stäckel, Zeitschr. Math. Phys. 42 (1897), p. 323. 

164) A. Cauchy, Analyse algebrique, Paris 1821, p. 103 (Oeuvres (2) 3 (1897), 
p: 98, p. 220). 

165) @. Darboux, Math. Ann. 17 (1880), p. 55; C. Segre, Torino atti 25 
(1890), p. 192, 287. 

166) La Vallee-Poussin, Cours d’analyse, 1903, p. 30. 

167) R. Volpi, Giorn. di mat. 35 (1897), p. 104; G@. Hamel, Math. Ann. 60 
(1905), p. 459. 

168) Vgl. Fussnote 164). 
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fe)=a, x, alogz 
resp. gegeben sind. H. W. Pexider®) betrachtet die allgemeineren 
Funktionalgleichungen 
fa) tYW)=raty) 
f(&) p(y) nn v(® nz Y), 
f@)yW) = vl) 
' f(@) + 9) = v(ay) 
und findet, dass man resp. hat 
fa) =ax-+c, ba’, ba, algxce-+b; 


y(a)=ar+c, bar, bar, alegre-+b. 
Ähnlich für komplexe stetige Funktionen einer reellen Variablen. 
b) Die Funktionalgleichung: 


(104) yla@)=yp(a) oder 8,9 — 9, 

in der « gegeben ist, kann als Definition der Periodizität im all- 
gemeinsten Sinne des Wortes angesehen werden'). Periodizität im 
engeren Sinne erhält man für «(x)—=x-+ a, wo a eine Konstante 
bedeutet; für « (x) = ax erhält man eine Relation, auf die man die 
Theorie der doppeltperiodischen Funktionen stützen kann), wie die 
Verwandlung von x in e” sofort zeigt. Die Definition der doppelten 
Periodizität erster, zweiter und dritter Art (IIB3) besteht in nichts 
anderem als in einem System von zwei einfachen Funktional- 
gleichungen. Ein System von einer endlichen oder unendlichen An- 
zahl von Gleichungen der Form: 


und 


(105) Spy=yp, Ipy=Pp, .- 
führt zu dem Schlusse, dass die Operationen S,, S,,.... eine Gruppe 
bilden müssen; sind die Funktionen «, ß, ... linear, so kommt man 


auf die Theorie der gegenüber einer (diskontinuierlichen) Gruppe 
linearer Substitutionen invarianten Funktionen, d.h. der automorphen 
(Fuchs’schen) Funktionen von Poincarde und Klein (I B4). Ihre 
Verallgemeinerung auf Funktionen von mehreren Variabeln, d.h. die 


169) Monatshefte für Math. und Phys. 14 (1902), p. 293. 

170) O. Rausenberger, Lehrbuch der Theorie der periodischen Funktionen, 
Leipz. 1884. Vgl. auch’ wegen einer Verallgemeinerung der Periodizität, die 
auch auf mehrdeutige Funktionen SEES wird, E. Jaggi, Nouv. ann. (4) 1 
(1901), p. 146, 450, 529. 

171) S. Pincherle, Giorn. di mat. 18 (1880), p. 92; Rausenberger, Lehrbuch, 
Abschn. VI; A. R. Forsyth, Theory of functions, Cambr. 1893, p. 586. 
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hyperfuchs’schen und hyperabel’schen Funktionen von E. Picard ag ° 
sind ebenfalls durch Funktionalgleichungen definiert. — Die all- 
gemeine Periodizitätsgleichung (104) ist formell allgemein durch die 
Formel gelöst worden !"3): 


(106) = Iszr6), 


in der f(x) eine willkürliche, in besonderen Fällen rationale Funk- 
tion bedeutet; in der Theorie der einfach und doppelt periodischen, 
überhaupt der automorphen Funktionen hat man zahlreiche Beispiele 
dafür, dass durch geeignete Wahl der Funktion f (2) Konvergenz der 
Reihe erreicht und so eine effektive Lösung der vorgelegten Gleichung 
gewonnen werden kann. 

c) Wichtige Klassen von Funktionen sind definiert durch ein Addi- 
tionstheorem, das seinen Ausdruck in einer F unktionalgleichung findet. 
Dahin gehören die Kreisfunktionen: die Funktion Cosinus lässt sich 
bestimmen durch die Gleichung"*): 


(73) ygata)+Py@—a)=29(n)y(a), 
mit Hinzufügung einer Nebenbedingung (vgl. Nr. 20); die Funktion 
Sinus durch "*): 


(107) 22) (5)- 2 y(lr+ 3), 


ebenfalls mit Nebenbedingungen; die Partialbruchzerlegung der Funk- 
tion Kotangente lässt sich ableiten aus ihrer Eigenschaft !”®): 


(108) Pu) y@) + PL) ya) + Yu) yu)=a? für ut v+w—0. 
Die für diese Funktion benutzte Methode lässt sich 6) auch an- 


wenden zur Bestimmung der Partialbruchzerlegung der Weierstrass’schen 
Funktion &(z), die durch: 


(109) (HEHE HE W)HER)+E WO für utotw—0 
definiert ist. Weierstrass!) hat seine Vorlesungen über elliptische 
Funktionen oft mit dem Satze begonnen: Eine analytische Funktion 
(x) von der Art, dass: 

172) Par. C. R. 1884, 1885, 1889; Ann. &c. norm, 1885; J. d. math. 1885; 
vgl. auch hierüber II B 4. 

173) P. Appell, Par. C. R. 88 (1879), p 807, 1022, 

174) E. H. Moore, Ann. of math. 9 (1895). 

175) F. Schottky, J. f. Math. 110 (1892), p. 324. 

176) Ebenda, p. 329. 

177) Weierstrass- Schwarz, Formeln und Lehrsätze, Berlin 1893, p.1; vgl. 
auch Rausenberger, Lehrbuch 170, p. 140. — Im übrigen vergleiche man wegen der 


Additionstheoreme der elliptischen und Abel’schen Funktionen die betr. Artikel 
von I B3 und 5. 
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(110) Fo@,yW,ya@a+y)—0, 
wo F eine rationale Funktion bezeichnet, ist entweder algebraisch 
oder periodisch; H. Petrini''®) beweist, dass dieser Satz auch noch 
gilt, wenn man nicht als analytisch, sondern nur als in der Um- 
gebung eines Punktes x, eindeutig und stetig voraussetzt. 
Funktionalgleichungen können auch zur analytischen Fortsetzung 
einer zunächst nur in einem begrenzten Bereich definierten analy- 
tischen Funktion in einen grösseren Bereich dienen. 
Sei noch die Funktionalgleichung erwähnt: 


HN Bir; --.) 
=9(,%..)+Y9l,y,..)+f&y .--; I PREER ? 


in der f gegeben, p gesucht sei; ihre Lösung wird in der Form er- 
halten: 


(112) yay)=artayt +8, 
wo 5 eine Summe von Termen bedeutet, die man erhält, indem man 
in f(&,Y,...3#,%,...) der Reihe nach eine, zwei,... Variabeln gleich 
Null setzt #0). 

E. Picard'®') hat unendlich viele Systeme von m eindeutigen 
analytischen Funktionen f, g, ..., » gefunden, die periodisch sind mit 
der Periode ®&, und die Funktionalgleichungen 


fat+o)=R(kf@, y@, ..., v@), 
(113) 





yga@a+e)—=R,f@, Pa, --., y@) 

befriedigen; hier ist @:_@’ nicht reell, und R,, R,,...., Z,, definiert 
eine birationale Substitution über m Buchstaben. Eine geometrische 
Frage führt später Picard'®?) zur Betrachtung des Systems von Funk- 
tionalgleichungen 


| f(az, by, te, :)= Kl, 9, ce %) 


g(az, by,...,1)=R,(h 9.» #); 
das System kann durch in der Umgebung vnz=y=. =;= 
reguläre und übrigens meromorphe Funktionen befriedigt werden. 
In beiden Fällen ist die Lösung durch successive Approximationen 
erhalten. 


(di 14) 


178) Stockh. Forhandl. 1901, p. 297. 

179) Vgl. I Bi, Nr. 16. 

180) F. Severi, Torino Atti 36 (1901), p. 76. Severi wendet diese Auflösung 
auf eine Frage der abzählenden Geometrie an. 

181) Par. C. R. 117 (1893), p. 472, 608. 

182) Par. C. R. 139 (1904), p. 6. 
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Endlich sei erwähnt, das F\ Pietzker"?) sich mit den allgemeinsten 
Verbindungen, die assoziativen Charakter haben und mit den sich 
daraus ergebenden Funktionalgleichungen beschäftigt. 

d) Nur hingewiesen sei auf die Funktionalgleichung: 


(115) ga +d- ya), 
in der @ (x) eine ganze Funktion bedeutet"); dann auf die zur De- 
finition der T'-Funktion analogen Gleichungen: 


(116) ya +) ray) Ss), 

in denen r (x) und s(z) rationale Funktionen bedeuten"); denn sie 
gehören in die Differenzenrechnung. Eine Verallgemeinerung dieser 
Differenzengleichungen bilden die Gleichungen der Form: 


(117) Z1,9@+)=f@), 


in der f eine gegebene Funktion bezeichnet'®®); sie führen auf lineare 
Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung (Nr. 14) und lassen 
sich mit Hilfe der Transformation von Laplace (Nr. 16) formell, 
unter geeigneten Voraussetzungen über die Funktion f(x) auch effektiv, 
durch ein bestimmtes Integral lösen. Die h, können dabei Konstante 
oder rationale Funktionen von x sein. 

e) 0. Hölder‘?") hat bewiesen, dass die I-Funktion, die die Funk- 
‚tionalgleichung 
(118) f@ +) = sfl) 
befriedigt, deswegen keiner algebraischen Differentialgleichung ge- 
nügen kann; sie ist, nach E. H. Moore '%®), transcendental-transcendent. 
Ferner beweist H. Tietzke'°°), dass eine analytische Funktion, die eine 
Funktionalgleichung 


(119) fa +yD=-fF@)+ rl), | 
die keine rationale Lösung hat, und wo r(x) im Unendlich ver- 
schwindet, befriedigt, auch transcendental-transcendent ist. Moore") 


183) Beiträge zur Funktionenlehre, Leipzig 1892. 

184) C. Guichard, Ann. &c. norm. (3) 4 (1837), p. 361; A. Hurwitz, Acta 
math. 20 (1897), p. 285. 

185) Namentlich Hj. Mellin, Acta math. 3 (1883), p. 322; 8 (1886), p. 37; 
25 (1902), p. 139. 

186) @. H. Halphen, Par. C. R. 93 (1881), p. 781; S. Pincherle, Bologna Mem. 
(4) 5 (1888) (zwei Abhandlungen, die erste betrifft den Fall, dass die Koefä- 
zienten h, konstant, die zweite den, dass sie rationale Funktionen von x sind); 
Rend. del eire. mat. di Palermo 18 (1904), p. 273. 

187) Math. Ann. 28 (1886), p. 1. 

188) Ibid. 48 (1897), p. 70. 

189) Monatsh. Math. 16 (1905), p. 329. 
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hatte schon ein sehr allgemeines Theorem gegeben über transcen- 
dentale Transcendenz analytischer Funktionen, die einer Funktional- 


gleichung 
few) = Hf@) 
genügen, neben Bedingungen für @ und H. 


28. Integralgleichungen erster Art (Umkehrung der bestimmten 
Integrale); Allgemeines. Das Problem der Umkehrung der bestimmten 
Integrale hat zum Gegenstand die Auflösung der Funktionalgleichung !?) 


(120) M L .(,y)yW)dy=f(«) 


nach der unbekannten Funktion 9 (y); f(x) ist eine gegebene Funk- 
tion, ebenso « (x, y); die letztere heisst charakteristische Funktion oder 
Kern. Diese Funktionen können analytisch sein oder nicht; die In- 
tegrationsgrenzen können reell sein oder ! kann eine offene oder ge- 
schlossene, endliche oder unendliche Linie in der Ebene der Varia- 
beln y bedeuten. Die Wichtigkeit des Problems (120) liegt einmal 
in seinen zahlreichen Anwendungen in der mathematischen Physik, 
dann darin, dass es äquivalent ist mit dem Problem der Entwicklung 
der gegebenen Funktion f(x) in eine Reihe nach gegebenen Funk- 
tionen ©, (x) (n=0,1,2,...); die charakteristische Funktion muss 
dann so gewählt werden, dass sie längs des Integrationsweges / eine 
gleichmässig konvergente Entwicklung 


azı) (a) Dr, 0, () 


zulässt, und die Bestimmung der Koeffizienten der Entwicklung von 
f(&) ist mit der Bestimmung der Funktion p(y) äquivalent!*!). 

“Die Formel (120) ist eine Funktionalgleichung im engeren Sinne 
des Wortes, wenn f(x) eine gegebene Funktion ist; ist f innerhalb 
eines gewissen Funktionalbereiches willkürlich, so ist diese Formel 
die Definition der zu: 


(46) Ap-, f: «(2,y) p(y) dy 


inversen Operation A-!. Für diese Auffassung fällt das Problem der 
Umkehrung der bestimmten Integrale zusammen mit dem der Auf- 


190) Für die Gleichung (112) hat I. Fredholm den Namen „Abel’sche Funk- 
tionalgleichung“ vorgeschlagen, D. Hilbert nennt sie „„Integralgleichung erster Art“. 
Der Name Integralgleichung geht auf P. du Bois- Reymond, J. f. Math. 103 
(1888), p. 228, zurück. 

191) U. Dini, Ann. univ. Tosc. 17 (1880). 
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suchung der Inversen einer distributiven Operation, die in der Gestalt 
eines bestimmten Integrals gegeben ist (Nr. 15). Das so formulierte 
Problem zerfällt in zwei: einmal handelt es sich um die formelle 
Bestimmung des Ausdrucks der Operation A-!, im allgemeinen eben- 
falls in der Gestalt eines bestimmten Integrals — was mit der Be- 
stimmung von dessen charakteristischer Funktion äquivalent ist; dann 
muss festgestellt werden, in welchem Funktionalbereich für f(x) diese 
Operation A-! Bedeutung hat. Die Frage kommt so zurück auf die 
Bestimmung einer Funktion ß(y,t) und eines Integrationsweges 1’ 
von der Art, dass in einem passend gewählten Funktionalbereich für 
f(x) die Gleichung gilt: 


(122) SI) Bud ro atdy = fl). 


)() 
Hat man mit analytischen Funktionen zu thun und sind die Voraus- 
setzungen der Cauchy’'schen Integralformel (I B1, Nr. 4) erfüllt, so 
reduziert sich das Problem noch auf die Bestimmung einer Funktion ß 
von der Art, dass die Gleichung gilt: 

1 
(123) NEICHLICDLIE Fer 
() 

Endlich kann man noch zwei Fälle des Problems (120) unterscheiden, 
je nachdem der Integrationsweg fest, d. h. von x unabhängig ist 


(Nr. 29) oder nicht (Nr. 30). 


29. Umkehrung bestimmter Integrale mit festen Grenzen. 
Für den Fall fester Grenzen ist das Problem (120) oder was dasselbe 
ist, das der Bestimmung der Funktionen ß (y, t) im allgemeinen nicht 
gelöst; doch kennt man die Lösung für eine Anzahl spezieller Fälle. 
Zunächst den Fall «(x, y) = e*’, den N. H. Abel‘) behandelt hat; 
er findet, dass in besondern Fällen die Umkehrung durch ein Integral 
derselben Form geschieht"): 


9) = Se f(a)dz. 


Das Fourier’sche Integral!*) giebt dieselbe Umkehrung in der Ge- 
stalt (122). Das Inversionsproblem lässt sich auch in dem Falle 


192) Oeuvres 2, p. 69. 

193) Das ist ein anderer Ausdruck für die in Nr. 16 schon zitierte Be- 
merkung, dass die Umkehrung einer Laplace’schen Transformation wieder eine 
Laplace’sche Transformation ist. 

194) J. Fourier, Theorie analytique de la chaleur, Paris 1822, Nr. 342, p. 533; 
Nr. 360, p. 546 (Oeuvres 1, p. 387, 406); C. Jordan, Cours d’analyse 2, Paris 1894, 
p- 235. Für komplexe Variable vgl. L. Kronecker, Vorlesungen über Integrale, 
herausg. von E. Netto, Leipz. 1894, p. 222. 
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lösen, dass die charakteristische Funktion y* ist. Dieser Fall, der 
übrigens von dem eben besprochenen sich nur durch Einführung einer 
neuen Variabeln unterscheidet '%), ist für reelle Variabeln implieite 
von P. 5. de Laplace‘®°), für komplexe von B. Riemann '*) behandelt 
worden; letzterer giebt als Lösung von: 


(124) f@) nf Py)y-idy 
den Ausdruck: e 
(125) 2xip(y) — Sr@yraz. 


Dieselbe Umkehrung findet sich schon bei R. Murphy'®), mit An- 
wendungen auf Fragen der mathematischen Physik, und später bei 
J. C. Kluyver und N. Nielsen®), die sie auf die Entwicklung einer 
gegebenen Funktion in eine nach Faktoriellen fortschreitende Reihe 
anwenden. 

Einen speziellen Fall, der sich mit Hilfe elementarer Funktionen 
erledigen lässt, behandelt 7. Laurent‘), nämlich die Auflösung des 
Gleichungssystems: 


(126) f p(y)y'dy = g; 


für den Fall, dass man dem %k nur eine endliche Zahl von Werten 
k=0,1,2,...,n beilegt. Dagegen bietet dieses Problem grosse 
Schwierigkeiten, aber auch viel mehr Interesse, wenn %k die Werte 
0, 1,2,..., o© durchläuft; es ist im allgemeinen nicht gelöst, aber 
wichtige Spezialfälle sind behandelt. Z.B. wenn «= 0, b= & und 
die Zahlen g, alle positiv sind, ist die Funktion 9 (y) eindeutig be- 
stimmt, wenn die aus den g, durch die Gleichungen: 











ae Te Aue. ER 
Sn Tl RE ee Sn] LE Ze 
In-1 In-2 ea: Ian-2 | In In+1 ... Ian-ı 
< a,2 er 
10) Ta Art = aar,, 


abgeleiteten Zahlen a, positiv und so beschaffen sind, dass die Reihe 


195) Es handelt sich dann um die in Nr. 16 mit B bezeichnete Operation. 
196) Vgl. Fussnote 74). 

197) Über die Anzahl der Primzahlen, usw., Werke 1876, p. 140. 

198) Cambr. Trans. 4 (1833), p. 358. 

199) J. de math. (8) 4 (1878), p. 225. 
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Da, divergiert. Diese Theorie (Probleme des moments), die man 
Stieltjes?®) verdankt, ist neuerdings von E. Borel 200) wieder auf- 
genommen und verallgemeinert worden. 

Andere Fälle, in welchen das Problem (120) sich lösen lässt, 
sind von 8. Pincherle?®?) behandelt worden. Zunächst der, dass 
«(%,y) eine Funktion der Differenz y — x ist; in diesem Fall ist die 
Operation A mit der Differentiation vertauschbar, und dasselbe gilt 
also auch von der inversen Operation A=', mit anderen Worten, 
B(y,t) ist ebenfalls eine Funktion der Differenz y—t, und diese 
Funktion lässt sich bestimmen. In diesem Falle fällt das Problem 
(120) zusammen mit dem der Entwicklung von f (x) nach den Ab- 
leitungen einer und derselben Funktion oder nach Appell’schen Poly- 
nomen (Nr. 17b), je nachdem «& (x, y) nach fallenden oder steigenden 
Potenzen von y — x geordnet ist. 

Dann der Fall?2), dass die charakteristische Funktion einer 
Gleichung der Form genügt: 


m ; m—1 
(129) (a,+b,.) : +@,.,4 En) +... + +b2)a = 0, 
in der a, @,..., du, di, -.. gegebene Funktionen von Y bedeuten. 


In diesem Falle wird die Funktion ß (y, t) der Operation A- folgender- 
massen erhalten: man multipliziere in (129) beiderseits mit (t, y) 
und integriere längs /; integriert man partiell ‚ bestimmt o als ein 
Integral der Gleichung: 


(130) De la +bHeCY)) = kl) 


oy* 





und wählt %(f) und die in o noch willkürlichen Grössen so, dass die 
vor das Integralzeichen getretenen Bestandteile sich wegheben, so er- 
hält man durch Subtraktion von (129) und (130) den Ausdruck (123) 
von (*—x)-!. Damit ist das Problem gelöst, zugleich auch das der 
Entwicklung einer gegebenen Funktion nach Polynomen ©,(x), die 
einer linearen Rekursionsformel mit in x linearen Koeffizienten ge- 
nügen; und aus den Eigenschaften der Integrale von (129) ergiebt 
sich der Gültigkeitsbereich dieser Lösung. Als Spezialfall erhält man 


200) Toulouse Fac. ann. 8 (1894), p. 793; 9 (1895), p. A 24. 

201) Legons sur les series divergentes, Paris 1901, p. 61. 

202) Acta math. 10 (1887), p. 153; Bologna Mem. (4) 7 (1886). 

203) Ibid. 16 (1892), p. 341; Math. papers of the intern. Congress, Chicago 
1896, p. 278. 
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die Konvergenzbedingungen der von ER. Heine?%) gegebenen Ent- 
wicklung einer analytischen Funktion nach Legendre’schen Polynomen. 

Endlich ist das Problem (120) auch noch gelöst?®) in dem Falle, 
dass die charakteristische Funktion einer partiellen Differential- 
gleichung der Form genügt: 


a1) Zt) =0 


30. Umkehrung bestimmter Integrale mit veränderlichen 
Grenzen. Der Fall des Problems (120), dass mindestens eine der 
Integrationsgrenzen mit x veränderlich ist, hat sich zuerst N. H. 
Abel?®) bei der Lösung einer Aufgabe über brachistochrone Be- 
wegung dargeboten: er erhält die Umkehrung des Integrals: 





— ([PWdy 
(132) vo ja @< 
durch die Formel: 
R 
j ty) dt 
(133) One BRD 
0 


Zahlreiche Autoren, von J. Liouville ®) bis E. Beltrami®”), haben 
sich mit dieser Inversion beschäftigt und davon Anwendungen auf 
Fragen der mathematischen Physik und auf die Koeffizientenbestim- 
mung der Entwicklung einer Funktion nach Bessel’schen und anderen 
Funktionen ?®) gegeben‘ 

Ein allgemeinerer Fall ist von N. Sonine?®) behandelt worden, 
nämlich der, dass die charakteristische Funktion von der Form 


204) Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl., Berlin 1878; vgl. IIB ı, 
Nr. 38. : 

205) T. Levi-Civita, Lomb. Rend. (2) 28 (1895), p. 533. 

206) J. f. Math. 1 (1826), p. 153 (Oeuvres 1, p. 97 (vgl. auch p. 11)). Abel 
hatte die Formel schon 1823 gegeben; er war allem Anschein nach im Besitz 
der Lösung des Problems auch für den allgemeinen Fall. Vgl. die Bibliographie 
des Problems in der historischen Einleitung der Abhandlung von V. Volterra, 
Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 139. 

207) Lomb. Rend. (2) 13 (1880), p. 327; Bologna Mem. (4) 1 (1879); 4 (1882); 
s. auch E. Cesäro, Bulletin de l’Acad. de Belgique 1902. In derselben Arbeits- 
richtung liegt auch die Untersuchung von E. Cesäro über ein Problem der 
Wärmeleitung, Brux. Bull. 1902, p. 387. 

208) O. Schlömilch, Zeitschr. Math. Phys. 2 (1857), p. 156; Beltrami ?9°); 
Dini !9)), 

209) Acta math. 4 (1884), p. 171. 
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«(& — y) ist; hier, wie für die Umkehrung der Integrale mit festen 
Grenzen (Nr. 29) ist die charakteristische Funktion der inversen 
Operation von derselben Form. sSonine beschränkt sich dabei auf 
analytische Funktionen; die Ausdehnung seiner Lösung auf nicht 
analytische Funktionen giebt 7. Levi- Civita ?'°). 

Für den allgemeinen Fall ganz beliebiger charakteristischer 
Funktionen, die nur endlich und integrabel sein und eine integrable 
Ableitung nach x haben müssen, ist das Problem von V. Volterra 
gelöst worden*!!); die Lösung beruht auf dem folgenden Prinzip: Ist 
6,(2,4y) eine endliche und integrable Funktion und berechnet man 


Y 


4 == 1, 2, ..., 
(134) 6; (2, Yy) - fa, (z, t) 6,_1 ( y) dt, (; — z 2, ... ) 


so ist 6, vom Index j unabhängig, und die Reihe: 


(135) CHE DSL) 

i=0 
konvergiert gleichmässig und stellt eine integrable Funktion dar; 
verfährt man mit s, ebenso wie zuerst mit o,, so kommt man auf 
die ursprüngliche Funktion 6, zurück. Mit Hilfe dieses Prinzips er- 
hält Volterra die Formel für die Lösung der Funktionalgleichung 


(186) f@) fl) = Sp W) «a, y) Ay, 


wenn «(2,4y) für a»=y nicht null ist; und diese Lösung ist ein- 
deutig bestimmt. Wenn «(2,y)=0 ist für —y, lässt sich das 
Problem ebenfalls lösen, aber es kann dann unendlich viele Lösungen 
geben*!?). E. Holmgren?'?) zeigt, dass diese Lösungen eine lineare 
Mannigfaltigkeit bilden; was mit den Prinzipien der Umkehrung 
einer distributiven Operation (Nr. 5) in Übereinstimmung ist. — 








210) Torino Atti 31 (1895), p. 25. 

211) Linc. Transunti (3) 8 (1884), p. 315; Rend. (5) 5 (1896), p. 177; Torino 
Atti 31 (1896), p. 231, 286, 389, 429; Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 139. Der 
Verfasser erläutert die Möglichkeit der Lösung des Problems für diesen Fall 
durch die Analogie mit einem System linearer Gleichungen, in dem alle Elemente 
der Determinante auf der einen Seite der Hauptdiagonale null sind. Dadurch 
tritt eine Vereinfachung ein, die im Falle der Umkehrung bestimmter Integrale 
mit festen Grenzen (Nr. 29) nicht statt hat; wie weit in diesem Falle die 
Beziehung zwischen der Theorie der distributiven Operationen und der der 
unendlichen Determinanten (I A 3, Nr. 58) reicht, ist in Nr. 31 d) klargestellt. 

212) Torino Atti 31 (1896), p. 389. 

213) Ebenda 35 (1900), p. 392. 
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Volterra hat seine Methode auch auf Fälle angewendet, in welchen 
beide Grenzen des Integrals mit x veränderlich sind?#); z.B. erhält 
er die Lösung der Gleichung: 


13) FW-FO)-SpWealay)av, (a>=>0). 


Ausserdem giebt er die Lösung des Gleichungssystems®"); 


(138) ) ff ee »YWeunay)dy, (=1,2,...,n) 


für den Fall, dass die Determinante |«,,(z,y)| von Null ver- 
schieden ist. 


31. Integralgleichungen zweiter Art. 
a) Ein besonderes Interesse knüpft sich neuerdings an die Glei- 
chungen der Form: 


(139) dOEALDEICOT ETC} 
j 

die D. Hilbert?'*) Integralgleichungen zweiter Art nennt”), da sich 
Lösungen von Randwertaufgaben der mathematischen Physik auf sie 
zurückführen lassen. Diesen Zusammenhang hat ©. Neumann 218) bei 
Gelegenheit eines Problems betreffend das Potential einer Doppel- 
schicht bemerkt, auf das dann H. Poincare?!®) das „Dirichle’sche 
Problem“ zurückgeführt hat. Neumann’s Lösung einer Gleichung der 
Form (139) lässt sich symbolisch folgendermassen darstellen: Schreibt 
man die Gleichung: 


(140) p— kAy)=f, 


so ist diese Lösung formal gegeben durch 

214) Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 156. 

215) Rend. Lincei (5) 5 (1896), p. 177. 

216) Gött. Nachr. 1904, p. 49. 

217) Die Lösung der Gleichung (120) scheint viel schwieriger zu sein, als 
die der Gleichung (139); die Bemerkung Fredholm’s, dass die erstere aus der 
letzteren erhalten werden könne, indem man nur k= oo zu setzen brauche, 
hat keinen praktischen Wert, da die letztere im allgemeinen eine „meromorphe“ 
Funktion von k ist und also für k = 00 eine wesentliche Singularität aufweist. — 
Übrigens beziehen sich die folgenden Angaben hauptsächlich auf den Fall 
reeller x und t, die dann unbeschadet der Allgemeinheit auf das Intervall 
(0...1) beschränkt: werden können. 

218) Leipz. Ber.1870; Untersuchungen über das logarithmische u. Newton’sche 
Potential, Leipzig 1877, Kap. 5; Leipz. Abhandl. 13 (1887), p. 707. 

219) Palermo Rend. 8 (1894), p. 57; Acta math. 20 (1897), p. 59—142. 
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n 


(141) y— DWAr(f); 


n=0 
und wenn diese Reihe für geeignete Werte von %k konvergiert, so 
giebt sie für diese Werte die Lösung ‚von (139). Aber im all- 
gemeinen findet Konvergenz nur für hinlänglich kleine %k statt: 
Poincare?”°) hat erst vorhergesehen, und Fredholm bewiesen, dass 
die Lösung von (139) eine meromorphe Funktion von k — Quotient 
zweier ganzer transzendenter Funktionen — ist. 

b) In einigen speziellen Fällen konvergiert allerdings die Reihe (141) 
für alle % und stellt also eine ganze Funktion von % vor: insbesondere, 
in dem Fall, wo die Variabeln reell sind und die Integrationsgrenzen 
in (139) von x abhängen. Dieser Fall lässt sich zurückführen auf 
die Lösung der Gleichung: 


12) ya—klgde@dd=ra, M<a<ı); 


sie ist zuerst von J. Le Roux??!) mit Hilfe der Methode der succes- 
siven Approximationen gelöst und fast gleichzeitig von V. Volterra nie 
— auch für den Fall, dass « (x, t) Singularitäten aufweist — diskutiert 
worden, der durch seine Untersuchungen über die Verallgemeinerung 
des Abel’schen Problems (Nr. 30) auf sie geführt worden war. Bei 
Volterra tritt die Wichtigkeit der Funktion 

(143) ha) «(a 2) 

hervor, die hier dieselbe Rolle spielt, wie die Determinante bei Sy- 
stemen linearer Gleichungen; er zeigt, dass es nur eine Lösung giebt, 
wenn h(x) im Integrationsintervall von Null verschieden ist, und 
dass die Lösungen, wenn h(x) Null wird, von einer algebraischen 
Gleichung abhängen. Über die letztere fügt dann E. Holmgren 7) 
noch einige Bemerkungen bei. Die Lösung von (142) durch succes- 
sive Approximationen ist von E. Picard®*) noch einfacher dargestellt 
worden; mit derselben Methode und mit Gebrauch von Hülfsfunktionen, 
die Integrale der linearen Differentialgleichung 


FO ea dyd) +: +0,@ 


sind, löst P. Burgatti?®) die allgemeinere Gleichung: 


220 Acta Math. 20 (1897), p. 118 u. £. 

221) Ann. €c. norm. (3) 12 (1895), p. 244. 

222) Torino Atti 31 (1896), p. 231, 286,389, 429; Linc. Rend. (6) 5 (1896), 
p- 177; Ann, di mat. (2) 25 (1897), p. 139. Vgl. übrigens Nr. 80. 

223) Torino Atti 35 (1900), p. 384. 

224) Paris C. R. 139 (1904), p. 245. 

225) Line. Rend. (5) 12 (1903), p. 443, 596. 
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UND OELTORN KUCDEICE EACH ER ERyT 


nach der unbekannten Funktion p auf; G. Fubini®) löst dieselbe 
Gleichung mit einer anderen Methode, die sich auf die allgemeine 
Theorie der distributiven Operationen gründet. 

e) Sind die Grenzen des Integrals von x unabhängig, so lässt 
sich für reelle Variable die Gleichung (139) auf die Form bringen: 


(145) (8) — ke das t)dt—=f(e); 


die Funktionen f(x) und «(z,t) sollen dabei im Intervall (0.. 1) 
reell, endlich und stetig sein?””). Auf Grund der Bemerkung, de 
die Bslaroka Lösung dieser Gleichung Quotient zweier ganzer 
transzendenter Funktionen ist, gelingt es I. Fredholm?®®) diese Tran- 
szendenten direkt zu erhalten. Er giebt die Lösung, wenn « (2,t) («—t)* 
für ein v» <1 endlich und integrabel ist, in der Form: 


Bi 

A (k, x, t 
(146) er rot; 

0 
dabei ist: 
ROY 

oe SCHE 1m 
(147) ö (k) En f ur), 


(148) Alk) —a(2,t) — af Ya Häffe (ve) di 
en | a(,&4) @(2,,%) -.. «(2,,8) 
(149) 00) | at) ah). ala) 


Bunte 
| ala,t) ah)... ai) 


Der Nenner ö(k), der hier die Rolle der Determinante bei Systemen 
linearer Gleichungen spielt, ist von der Funktion f(x) unabhängig. 
Die Konvergenz der Reihen für $(k) und A(k,x,t) wird auf Grund 











226) Acc. Napoli Rend. febbraio 1904. 

227) Frredholm bemerkt Acta math. 27 (1903), p. 366, dass man die Glei- 
chung (142) als speziellen Fall von (145) ansehen könne; man brauche nur an- 
zunehmen, dass «& (x, t) für > x gleich Null sei. 

228) Stockh. Öfvers. 57 (1900), p. 39; Par. C. R. 134 (1902), p. 1561; Acta 
math. 27 (1903), p. 365. 
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eines Lemmas von J. Hadamard®?®) bewiesen. Für Werte von k, für 
die d(k) #0 ist, giebt es nur diese eine Lösung; für eine m-fache 
Wurzel k von k=0 giebt es unendlich viele Lösungen, die sich 
linear aus m von ihnen ableiten. Sie lassen sich durch Quotienten 
von Reihen darstellen, die zu A(k,«,t) analog sind und von Fred- 
holm als Minoren von ö(k) bezeichnet werden. — @. Fubini ?®) be- 
dient sich der Methode von Frredholm zur Lösung von Funktional- 
gleichungen der Form (144), in denen die Grenzen der Quadratur 
von x unabhängig sind. 

Im komplexen Gebiet treten ganz andere Verhältnisse ein; in 
der That geht aus Bemerkungen von $. Pincherle?”') hervor, dass in 
manchen Fällen die Gleichung 
(150) = Ak (a, p(hdt 
für jeden ‚Wert von % eine Lösung, und also die entsprechende Glei- 


chung (139) für jeden Wert von k eine unendliche lineare Mannig- 
faltigkeit von Lösungen haben kann. 

d) Fredholm’s Methode hat ihre Wurzel in einem lakhekärken 
algebraischen Problem???). O. D. Kellogg ?®?) teilt auf Anregung von 
D. Hilbert das Intervall von O0 bis 1 in » gleiche Teile, substituiert 


f (-) für f(x), e (-,) für p (e), «(t, -) für «(x,t) und ersetzt 
das Integral durch eine endliche Summe. So erhält er ein gewöhn- 
liches System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten, das 
sich durch Determinanten lösen lässt: der Übergang zu n —= oo lässt 
die Form der Fredholm’schen Lösung augenfällig werden. Die strenge 
Durchführung des Grenzüberganges von dem algebraischen zum trans- 
zendenten Problem giebt Hilbert selbst?*%), speziell für den besonders 
interessanten Fall, dass die Funktion « (x, £), die er Kern nennt, in & 
und{? symmetrisch ist. Mit Hilfe des Grenzüberganges und nach 
vorgängigem Beweis der Konvergenz der Entwicklungen d(k) und 
A(k,x,t) erhält er die Formel (146). 

Das in der Gleichung (139) enthaltene Problem — «(z, t) sym- 
metrisch — lässt sich auch als transzendente Verallgemeinerung des 





229) Darb. Bull. (2) 17 1893, p. 240. 

230) Catania Accad. Gioenia boll. 1905, fasc. 83. 

231) Math. Ann. 49 (1897), p. 325. 

232) Er sagt (Par. C. R., 27 janvier 1902): „la theorie de l’&quation (139) 
est un cas limite de la th6orie des öquations lindaires“. Dasselbe hatte Volterra, 
Torino Atti 31 (1896), p. 235 für den Fall b) schon bemerkt; vgl. Fussnote 211) 

233) Diss. Gött. 1902. 

234) Gött. Nachr. 1904, p. 57. 
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Problems der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form 
in eine Summe von Quadraten (I B2, Nr. 3) ansehen®®). Für diesen 
Gesichtspunkt haben fundamentale Wichtigkeit die (nach steigendem 
absoluten Betrag geordneten) Wurzeln %,, k,,... der Gleichung 
ö(2)=0; Hiübert nennt sie „die zum Kern «a (x, t) gehörigen Eigen- 
werte“. Jeder einfachen Wurzel k, entspricht eine bis auf einen kon- 
stanten Faktor bestimmte Lösung der Funktionalgleichung: 


(150) 9) — kJ e(a,t)p(d)dt, 


jeder m-fachen Wurzel m linear-unabhängige Lösungen, „die zu dem 
KEigenwerte k, gehörigen Eigenfunktionen“. In der allgemeinen Theorie 
der distributiven Operationen nach Pincherle erscheinen diese Eigen- 
funktionen als Invarianten®®*) der durch die Quadratur gegebenen 
Operation A(p). Ist der Kern symmetrisch, so sind die Eigenwerte 
alle reell®®); zu jedem Kern existiert mindestens ein Eigenwert und 
folglich auch mindestens eine Eigenfunktion *®). Durch geeignete 
Wahl des noch willkürlichen konstanten Faktors, bezw. durch geeig- 
nete Auswahl unter den zu einem mehrfachen Eigenwert gehörenden 
lassen sich die Eigenfunktionen „normieren“; bezeichnet man dann 
mit »,(&) die © normierte Eigenfunktion, so gelten die Relationen: 
: 0 für i>j, 


Damit gelangt man zu Hilbert's fundamentaler Formel®#): 


(152) Sf (z,t)p(z)q(t) dadt Di fu (2) p (x) da fü (2) q (x) de, 


in der p(x), q(&) beliebige stetige Funktionen bedeuten können; die 
Reihe rechts konvergiert unbedingt und gleichmässig für alle Funk- 
tionen p(z), q(x), für die die Integrale: 


(153) Jr (z)de, IL (x) dx 


eine endliche Grenze nicht überschreiten. Für p(x)—=g(x) erhält 
man die transzendente Verallgemeinerung der erwähnten Transforma- 
tion der quadratischen Formen. 


235) Ebenda, p. 62. 

236) Vgl. Pincherle e Amaldi, p. 35. 

237) Hübert, Gött. Nachr. 1904, p. 63. 

238) „Fundamentaltheorem“ nach E. Schmidt, Diss. Gött. 1905, 
239) Gött. Nachr. 1904, p. 70. 
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Die Zahl der Wurzeln von d (k) ist im allgemeinen unendlich #9); 
sie ist dann und nur dann gleich einer endlichen Zahl m, wenn der 
Kern von der Form ist: 


(154) a2, 1) — 29 m): 


Die Bedingungen dafür, dass eine Funktion von zwei Variabeln sich 
auf diese Form bringen lässt, giebt K. Stephanos*"). Für einen 
symmetrischen Kern ist p, (2) = 1, (&). 
Die zu einem Kern «(x,t) gehörigen Eigenfunktionen sind zu- 
gleich auch Eigenfunktionen der „iterierten Kerne“ #2): 
1 | 


(155) ud) = fe(au)a,_,(w)dun [ad —e(ad). 


0 

e) Die Eigenschaften (151) der „normierten Eigenfunktionen“ 
führen zur Entwicklung einer im Intervall (0...1) willkürlich ge- 
gebenen stetigen Funktion in eine nach solchen Funktionen fort- 
schreitende Reihe*?), Will man bei solehen Entwieklungen auch 
den Fall mehrfacher Wurzeln von ö(k) mit einbeziehen, so ist es 
zweckmässig, ein „vollständiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes 
«& (x, t)“ 4) einzuführen, d.h. ein System von Eigenfunktionen, die die 
Relationen (151) erfüllen und dabei so gewählt sind, dass jede be- 
liebige Eigenfunktion sich linear, homogen und mit konstanten Koef- 
fizienten durch eine endliche Anzahl von Funktionen des Systems 
ausdrücken lässt. „Sei dann f(x) eine stetige Funktion, die sich auf 
die Form bringen lässt: 


(156) fe) — Sad r@at, 


in der p(t) eine stetige Funktion bedeutet; jede solche Funktion 


lässt sich entwickeln in eine absolut und gleichmässig konvergente 
Reihe der Form: 


(157) f)= Dev,@), ,- Sor@at, 


v=1 
wenn %,, %,, ... die Funktionen eines vollständigen normierten Or- 
thogonalsystems sind.“ Dieser Satz rührt von Hübert*) her; eine 


240) Ebenda, p. 72. 

241) Palermo Rend. 18 (1904), p. 360. 
242) E. Schmidt, Diss. Gött. $ 6. 

243) Hilbert, Gött. Nachr. 1904, p. 71. 
244) Schmidt, Diis. Gött. $ 5. 

245) Gött. Nachr. 1904, p. 75. 


31. Integralgleichungen zweiter Art. 815 


von ihm noch beigefügte Stetigkeitsbedingung hat E. Schmidt*s) als 
überflüssig erkannt. Der Kern heisst geschlossen (Hilbert), wenn der 
Gleichung: 


(158) Se@d gt) dt = 0 


durch keine stetige Funktion p(f) genügt werden kann; für einen 
solchen Kern gilt der Satz: Ist f(x) stetig und konvergiert die Ent- 
wicklung: 


(159) Seov,@), = fv, rat 


gleichmässig, so stellt sie notwendig die Funktion f(x) dar. 
Den Fall eines unsymmetrischen Kerns führt Schmidt”) auf den 
eines symmetrischen durch die Bemerkung zurück, dass 


(160) (2, t) — Je u) «(t, u) du 


eine symmetrische Funktion von x und {£ ist. 

Auf die Verwandtschaft einiger der angeführten Sätze mit neuen 
Resultaten von W. Stekloff**°) sei hingewiesen. 

f) Die vorangehende Theorie erlaubt Fragen der Maxima und 
Minima von Doppelintegralen *°): 


(161) I) I feld pa) p (dran 


zu behandeln. Ist der Kern definit, d. h. ist das Integra+ (161) 
positiv für jede stetige Funktion , und ist: 


(162) fr ()da=1, 


so hat das Integral J/ kein Minimum; sein Maximum ist k-! und 
tritt für (x) = vY, (x) ein; im Bereich derjenigen Funktionen , die 
ausserdem den Bedingungen: 


1 
(165)  Se@v,@)d-=0 n=1,2,..,m—i) 
0 
genügen, ist das Maximum %,! und tritt für p(x) = y,(x) ein. 


246) Diss. Gött. $ 9 u. Einleitung p. IH. 

247) Ebenda $ 12. 

248) Toulouse Fac. ann. (2) 6 (1905). Vgl. Poincare, Acta 20 (1897), 
p. 118 u. £. 

249) Hilbert, Gött. Nachr. 1904, p. 78. 
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g) Die bisher festgehaltene Bedingung, dass «(z, t) endlich und 
stetig sein soll, lässt sich durch eine weniger einschränkende er- 
setzen?®®). Ist «(z,t) längs einer Linie e—=y(f) der Ebene (z, i) 
unstetig oder unendlich, doch so, dass 

( — x (mt) 
für ein e<# stetig bleibt, so bleiben die bisherigen Resultate gültig. 
Auch für die unter den Integralzeichen auftretenden Funktionen sind 
solche Singularitäten von der Ordnung < 4 zulässig. 

h) Wie schon erwähnt, reichen die auf die Gleichung (139) sich 
beziehenden Überlegungen nicht aus zur Auflösung der Gleichung (120), 
also zur Umkehrung eines bestimmten Integrals. Die Bemerkung, 
dass f(x) notwendig eine rationale ganze Funktion wird, sobald «(z, £) 
eine solche Funktion « von & ist, reicht schon aus, um erkennen zu 
lassen, dass in diesem Falle überhaupt die Natur von f(x) von der 
von «(z, t) abhängt. Für Gleichungen dieser Art, die in der Potential- 
theorie auftreten, sind die von Kellogg®*) ceitierten Auflösungsformeln 
Hülbert's zu erwähnen: 


P@)— ‚ST etgr(@-1)at +/p@) at, 
(164) 2 2 





fo) = [pl eotgn(@—Yar+ff(Yat, 


in denen für die Integrale ihre Hauptwerte im Sinne von Cauchy 
zu nehmen sind; jede von ihnen ist die Auflösung der anderen. 
Übrigens sollen die Anwendungen der Theorie der Integralgleichungen 
auf gewöhnliche und partielle Differentialgleichungen, sowie auf 
die des Potentials und anderer Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik in II A 12b besprochen werden ??); hier seien nur 
noch zwei Anwendungen auf funktionentheoretische Probleme erwähnt. 
Hilbert?) behandelt das Problem: In einem einfach zusammenhängen- 
den, von einer Kurve c begrenzten Bereich eine analytische Funktion 
f(z) = u(&,y) + iv(z,y) so zu bestimmen, dass der reelle und der 
imaginäre Bestandteil auf c als Funktionen der Bogenlänge dieser 
Kurve eine Gleichung der Form erfüllen: 


250) Ebenda Abschn. VI. Die einschlägigen Überlegungen von Kellogg 
(Diss.) sind (nach Hilbert, loc. cit., p. 84) nicht streng. 

251) Diss. Gött. $ 6. 

252) Vgl. eine zweite Mitteilung Helbert's in Gött. Nachr. 1904, p. 213. 

253) Heidelb. intern. Kongr. 1904, p. 231; einfacher und vollständiger 
Gött. Nachr. 1905, p. 307. 
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(165) a(s)u(s) + b(s) v(s) + c(s) — 0, 
in der a(s), b(s), e(s) gegebene stetige und differentiierbare Funktionen 
bedeuten. Kellogg?’*) behandelt das Riemann’sche Problem: » bis auf 
gegebene Punkte reguläre analytische Funktionen zu finden, die sich 
nach einer Gruppe linearer Substitutionen transformieren, wenn die 
Variable geschlossene Kurven in ihrer Ebene durchläuft. 

i) Alle diese Sätze gelten mutatis mutandis auch für Integral- 
gleichungen zweiter Art mit mehreren Variablen 2 


(r) 
(166) MER ren, i)dt,... db, 
=f(a, a %,). 

32. Symbolische Gleichungen. Ebenso wie eine Funktion durch 
eine oder mehrere Eigenschaften bestimmt werden kann, die sich 
durch eine oder mehrere Funktionalgleiehungen ausdrücken lassen, 
ebenso kann man eine Operation durch Eigenschaften bestimmen, die 
sich durch Gleichungen zwischen Operationssymbolen ausdrücken. So 
kann die Transformation von Laplace durch die beiden Gleichungen 
(50) definiert werden; ist D das Symbol der Ableitung und M das 
der Multiplikation mit x, so lauten diese beiden Gleichungen: 


(167) | DA=AM, MA=-AD. 
Auch die Gleichung von Babbage (81) und die von Zemeray (83) 


sind symbolische Gleichungen. Eine Theorie solcher Gleichungen 
— sie würde mit der Theorie der Differentialgleichungen Berührungs- 


punkte darbieten — steht noch aus. Erwähnt seien nur noch die 
Gleichungen der Form %®): 
(168) AAHLAALHRAH+ +4,40, 


in der A,, A,,...,A, gegebene Funktionen einer Variabeln x, A die 
zu bestimmende Operation, A’, A”,... ihre Funktionalableitungen 
(Nr. 14) bedeuten; ihre allgemeine Lösung ist eine lineare Kombi- 
nation der Substitution $ (Nr. 16) und der Produkte SD, SD®,... 
mit willkürlichen Funktionen von u als Koeffizienten. 


254) Math. Ann. 60 (1905), p. 424. Vgl. übrigens auch hierzu die eben ge- 
nannte Note Heilbert’s. 

255) Volterra, Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 151; Hilbert, Götting. Nach- 
richten (1904), p. 52. 

256) Pincherle e Amaldi, cap. VII, p. 144. 


(Abgeschlossen im Dezember 1905.) 
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Inhaltsübersicht. 
Theorie der trigonometrischen Reihen und Integrale. 


I. Entwicklung analytischer Funktionen in trigonometrische Reihen. 


‚1. Erster Ausgangspunkt: Rekurrierende Reihen. 

2. Zweiter Ausgangspunkt: Auffassung von Reihen, die nach Potenzen einer 
komplexen Variablen fortschreiten, als Entwicklungen nach den Kosinus 
und Sinus der Vielfachen des Arcus dieser Variablen. 

3. Dritter Ausgangspunkt: Umsetzung von Reihen, die nach Potenzen von cos x 
fortschreiten, in solche, die nach den Kosinus der Vielfachen von x ge- 
ordnet sind. 

4. Divergente trigonometrische Reihen. 

5. Entwicklung der Potenzen von cos x und sin x nach den Kosinus oder Sinus 
der Vielfachen von x. 

6%. Anhang zu Nr. 5. 

7. Trigonometrische Entwicklung rationaler ganzer Funktionen. Die Bernoulli- 
schen Funktionen. 

8. Mit iterierten Integralen rationaler Funktionen zusammenhängende Ent- 
wicklungen. 

9. Entwicklung der Potenzen der wahren Distanz zweier Punkte nach den 
Kosinus der Vielfachen der scheinbaren Distanz. 

10. Anhang zu Nr. 9. 

11. Entwicklungen der Sphärik. 

12. Entwicklungen aus der Theorie der elliptischen Bewegung. 

13. Entwicklung von trigonometrischen und von Exponentialfunktionen. 

14. Andere spezielle trigonometrische Reihen. 


*) Um den Abschluß des Halbbandes nicht noch weiter zu verzögern, wird 
hier abgebrochen; die Fortsetzung soll im Ergänzungsband erscheinen. 
**) Mit Beitrügen von L. Berwald, A. Rosenthal und R. Kleeberg in München. 
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geführten Werken von Fourier, Poisson, Lame, Riemann-Hattendorff (neue Be- 
arbeitung von H. Weber, Braunschweig 1900, neue Aufl. 1910), Lord Rayleigh, 
Pockels, Poincare, Heine, F. Neumann, Byerly, Frischauf, Thomson & T: ait, Fricke, 
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S. D. Poisson, Me&canique, 2”=® &d. Paris 1833, 3me &d. revue par J. G. Garnier, 
Brux. 1838 (deutsch von M. A. Stern, Berlin 1835/36, und von A. Pfannstiel, 
Braunschweig 1888). 
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A. Dronke (nach A. Beer und J. Plücker), Einleitung in die analytische Theorie 
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—, Vorlesungen über die Theorie der Wärme, herausgegeben von Fr. Richarz, 
Leipzig 1903. 
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E. W. Hobson, The theory of functions of a real variable and the theory of 
Fourier’s series, Cambr. 1907. 
J. Thomae, Vorlesungen über bestimmte ge und Fouriersche Reihen, 
Leipzig 1908. 
Mehr oder weniger ausführliche Darstellungen der Theorie finden sich 
natürlich auch in vielen Lehrbüchern der Integralrechnung oder der Theorie 
der bestimmten Integrale. 


Von historischen Darstellungen der Entwicklung dieser Theorie 
ist vor allem die von B. Riemann!) zu nennen, die später vielfach 
unbesehen mehr oder weniger ausführlich reproduziert worden ist. 
Sie gibt in der Tat eine sachgemäße Darstellung und Kritik derjenigen 
Untersuchungen, die Riemann bekannt waren, ist aber namentlich in 
bezug auf die Entwicklung analytischer Funktionen sehr unvollständig?). 
Man darf wohl aus der Einleitung und aus einer Briefstelle®) schließen, 
daß sie auf mündlichen Mitteilungen Dirichlets beruht, also die Auf- 
fassungen wiedergibt, die dieser von seinem Pariser Aufenthalt mit- 
gebracht hatte. Daß in ihr Poisson und Cauchy gegen Fourier so 
sehr zurücktreten, würde sich dann daraus erklären, daß letzterer, aber 
nicht die beiden ersteren persönlich zugänglich waren. 

Eine Fortsetzung für die Zeit bis 1880 findet sich in der Dar- 
stellung von A. Sachse‘); sie sollte übrigens nicht, wie es häufig ge- 
schieht, ohne gleichzeitige Erwähnung der Gegenschrift von P. du 
Bois-Reymond®) genannt werden. 

R. Reiff®) bringt Angaben über die Entwicklung analytischer 
Funktionen in trigonometrische Reihen und bezeichnet namentlich die 
Stellung der betr. Untersuchungen: innerhalb der damaligen Diskus- 
sionen über die Zulässigkeit der Verwendung divergenter Reihen. Auch 
finden sich bei ihm ausführlichere Mitteilungen als bei Riemann über 
die von Fourier selbst angewendeten Schlußweisen”). Endlich be- 


1) Habilitationsschrift, Göttingen 1854, zuerst publiziert Gött. Abhandl. 13 
(1867); jetzt Werke 2. Aufl., p. 227. 

2) Auch daß die Koeffizientenbestimmung durch bestimmte Integrale schon 
bei Euler ganz explizite steht, findet sich bei Riemann nicht, während doch 
schon Jacobi (J. f. Math. 2 (1827), p. 2) darauf aufmerksam gemacht hatte und 
Fourier selbst es Paris mem. 8 (1825[29]) Oeuvres 2, p. 174 erwähnt. 

3) Werke 2. Aufl., p. 546. 

° 4) Diss. Gött, (1879); veränderter Abdruck Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), 
Suppl. p. 229, franz. Darb. bull. (2) 4 (1880), p. 43, 83. 

5) Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen, eine Entgegnung, Tü- 
bingen o. J. [1880]; Replik von Sachse, Gött. Anz. 1880, p. 980. 

6) Geschichte der unendlichen Reihen, Tübingen 1889, p. 125. 

7) p. 182. 
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spricht er noch die Verwendung der trigonometrischen Reihen zur 
Abschätzung des Restes der Euler-Maclaurinschen Summenformel®). 

A. Gibson?) bringt noch einige englische Literatur bei; auch 
kommt bei ihm Fourier mathematisch besser zu seinem Recht; weniger 
Poisson und Cauchy. 

Die Abhandlungen von A. Lesky'’) über die Geschichte des Pro- 
blems der Saitenschwingungen berücksichtigen zwar in erster Linie 
Experimentelles, bringen aber doch auch einige Notizen mathematischer 
Art aus sonst wenig bekannten Schriften bei; doch wäre mathematisch 
mancherlei einzuwenden. 

Eine Note von A. F. van der Heyden‘!) macht selbst keinen An- 
spruch darauf, Neues beizubringen. 

Eine Literaturzusammenstellung (von 18201882, ohne Anspruch 
auf Vollständigkeit) findet sich bei B. Weinstein"?). 


"Theorie der trigonometrischen Reihen und Integrale. 


I. Entwicklung analytischer Funktionen in trigonometrische Reihen. 


l. Erster Ausgangspunkt: Rekurrierende Reihen. In diesem 
Artikel sind vor allem die Reihen zu besprechen, die nach den Kosinus 
oder Sinus der Vielfachen eines Winkels fortschreiten, also Reihen 
der Form'8): 


1 4A, + 4,c0s2 + A,c0o827 + + A,cosnc + :-- 

(1) + B,sinx + B,sin22 + ---+ B, sinne +», 

mit von x unabhängigen Koeffizienten A,, B,. Solche Reihen sind, 
soviel ich sehe, zuerst als „rekurrierende“ Reihen aufgetreten, d.h. als 
Entwicklungen rationaler Funktionen einer (von x unabhängigen) 
Veränderlichen r nach deren Potenzen. Entwicklungen dieser Art 
können dadurch bewerkstelligt werden, daß man die zu entwickelnde 
rationale Funktion in Partialbrüche zerlegt und jeden von diesen für 
sich entwickelt; will man dabei den Gebrauch komplexer Größen ver- 
meiden, so hat man vor allem die Entwicklung von Brüchen zu unter- 
suchen, deren Nenner 1— 2r cosz + r? oder eine Potenz dieser Größe 
ist. So gelangt L. Euler“) zu den Entwicklungen: 


8) p. 193. 

9) Edinb. math. proc. 11 (1892/93), p. 137. 

10) Progr. Realsch. Graz 1893 und 1896. 

11) Durham proc. (2) 4 (1905). 

12) In seiner Übersetzung von Fourier’s theorie, Berlin 1884, p. 460. 

13) Das absolute Glied nicht mit A,, sondern mit 1/2 A, zu bezeichnen, 
ist für spätere Formeln bequem. 

14) Introductio in analysin infinitorum, 1, Laus. 1748, $ 218. 
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2) 1 rer „—ml+rose+roo827 +: --, 
8) et  _rsing +rsin2z + ... 


dann auch zu den allgemeineren Summenformeln ®): 


(4) cosa + rcos(a + x) + r?cos(a + 2x) +---—= = — c08 (a — =) 


1-2rcosxe+r’ ? 


(5) sina+rsina+x) + rsina +22) +. = sina — rsin(a— 2) 


1—2rcosc+r? 








2. Zweiter Ausgangspunkt: Auffassung von Reihen, die nach 
Potenzen einer komplexen Variablen fortschreiten, als Entwick- 
lungen nach den Kosinus und Sinus der Vielfachen des Arcus dieser 
Variablen. Zu dieser Auffassung gelangt man, wenn man sich die 
in Nr. 1 besprochenen Entwicklungen durch den Gebrauch komplexer 
Größen erleichtert. So hat Euler!®) die Summen der Reihen 


— n+k cos 
(6) > n rc, 
n=0 
aus der Entwicklung von 
1 fig 
2 (1—r(cosz +isinz)% 





nach Potenzen von 
(7) 2=r(cosz + isinz) 


erhalten. Allgemein formuliert erscheint dann in späteren Abhand- 
lungen Eulers!”) der Satz, daß man die Summen der Reihen 


(Barn:ä D/a,r* osnz, Dar sinnz 


n=0 n=1i 


15) Ib. 8 258, 260. — R. Lobatto (Recherches sur qq. series trigonomötriques, 
Delft 1827, p. 27) leitet (4) und (5) aus (2) und (3) her. 

16) Ib. $ 219. 

17) Petrop. n. comm. 5 (1754/55[60]), p. 200; ib. 18 (1773), p. 32; auch in 
der nachgelassenen Abhandlung von 1776, Petrop. n. acta 7 (1789[93]), p-. 87. 
Das Verfahren setzt voraus, daß die Zulässigkeit der Übertragung der Sätze über 
Potenzreihenentwicklungen von reellen auf komplexe Variable bereits bewiesen 
und die Bedeutung der Funktion f(z) für komplexe Argumente bereits definiert 
ist; um beides macht sich Euler keine Sorge. A. C. Michelsen wirft diese Fragen 
in einer Note zu seiner Übersetzung von Eulers introductio auf (1, Berlin 1788, 
p. 516), zunächst für die logarithmische Reihe; seine Beantwortung setzt freilich 
eine andere Definition des Logarithmus einer komplexen Variabeln als die ge- 
wöhnliche voraus. — Eine Andeutung des Verfahrens kann man mit @. Eneström 
(Eneycl. €d. franc. II5, p. 87, Note 13) bereits in einem Briefe Eulers an Niko- 
laus II. Bernoulli von 1742 (op. post. 1, Petrop. 1862, p. 529) finden. 


2. Zweiter Ausgangspunkt: Auffassung von Reihen usw. 827 
aus der als bekannt vorausgesetzten Summe der Reihe 


(9) Das = f(e) 


dadurch erhalten kann, daß man in ihr die Substitution (7) vornimmt 
und dann Reelles und Imaginäres voneinander trennt. So erhält er 
aus der Entwicklung: 


(10) nn ertetitmnn.. 
die Reihen'®): 


(11) cosmc—rcos(m—1)x 








1—-2roosafr 08m +reos(m+1)c+r? eos(m+2)2+-:- 


(12) sinm2—rsin(m —1)x 





1—2rcaatr sinmz + rsin(m{+-1)c+r? sin (m+2)2+--- 


speziell!?) für m = 1 wieder die Reihen (2) und (3), die erstere in 
der Form: 
(13) ni nr = c082 + rcos2x + r?cos3x ++. 





später noch?) aus der von — log (1— 3): 


(14) — Zlog(l —2rcosc+ r)—=rcost + z cos2z +5 cosdr-+---, 


rsinz s u 25 
(15) rg go nr + zsin2z + sindr+-... 


Natürlich ist die Einsetzung von e* für r in eine nach Potenzen 
von r fortschreitende Reihe nur zulässig, wenn diese letztere für 
r=1 noch konvergiert. So erhält z. B. @. Frullani?‘) durch diese 


18) Petrop. n. comm. 5, p. 202. 

19) Petrop. n. comm. 5, p. 202; 18, p. 34. 

20) Petrop. n. comm. 18, p. 35. Die Reihe (14) mit Hilfe der Differential- 
gleichung, der sie als Funktion von r genügt, Petersb. mem. 5 (1812[15]), p. 65 
(von 1780); die Reihen (14) und (15) durch die im Text besprochene Methode 
bei Littrow (Petersb. mem. 7 (1815/16[20)), p. 81), bei Stein (Ann. de math. 13 
(1823), p. 113) und bei Querret (ib. p. 379); durch Integration aus (13) auch bei 
8. D. Poisson (J. €c. polyt. cah. 17 (1815), p. 618), bei Clausen (J. f. Math. 4 (1829), 
p- 283). Inst. calc. int. 1, Petrop. 1768, 8 145 — opera (1) 11, p. 84 erhält Euler 
aus (2) durch Integration nach r eine Entwicklung, die eine Kombination von (14) 
und (15) vorstellt. — J. A. Grunert (Arch. Math. Phys. 3 (1843), p. 353) leitet die 
Gleichung (15) ab, indem er den arctg nach Potenzen seines Arguments entwickelt, 
diese nach Potenzen von r, und dann die Ausdrücke der Sinus der Vielfachen 
von & durch die Funktionen von x selbst benutzt. 

21) Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 478 (von 1818). Er kommt dadurch sogar 
zu Zweifeln an der Allgemeingültigkeit des Satzes von der Darstellung der 
Koeffizienteh einer trigonometrischen Reihe durch bestimmte Integrale. Später, 
ib. 20 (1828), p. 702 (von 1830) bemerkt Frullani, daß der Fehlschluß in der Diver- 


er 
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Substitution aus der Entwicklung ven 
2r 
@-+2r-+ er? 
nach steigenden Potenzen von r ein von (3) abweichendes Resultat. 

Eulers Verfahren!”) zur Auffindung der Summen von trigono- 
_ metrischen Reihen ist dann noch öfter von neuem gefunden und dar- 
gestellt worden: so von J. Landen??), von J. Fr. Pfaff”), von Querret**), 
von 8.D. Poisson®®), von H. Vernier°®), von M. Ohm?"), von R. Lobatto®), 
von Olausen??), von v. Schmidten®®), von Chr. Jürgensen®‘) und noch spät 
von Ligowski®?). In etwas anderer Fassung erscheint es bei A.J. 
Lexell®), indem dieser zunächst e*'/? einführt. 

Seine Begründung findet dieses Verfahren erst durch A. Cauchy, 
der die Frage der Konvergenz von Reihen mit komplexen Gliedern 
zuerst diskutiert und namentlich bereits den Satz vom Konvergenz- 
kreis einer Reihe, die nach Potenzen einer komplexen Variabeln mit 





genz der benutzten Reihe liegt, doch ohne davon zu reden, daß er ihn früher 
selbst begangen hatte. — Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 34 hatte 
Frullani die Koeffizienten dieser Entwicklung durch Integration der partiellen 
Differentialgleichung bestimmt, der sie genügen. 

22) Math. memoirs 1, London 1780, p. 69 („a new method of obtaining 
the sums of certain series“). Sein Interesse ist übrigens hauptsächlich auf die 
numerischen Reihen gerichtet, die man bei Einsetzen spezieller Werte für das 
Argument erhält. Von Landen hat wohl E. Waring das Verfahren übernommen 
(meditationes analyticae ed. 2°, Cantabr. 1785, p. 698); sowie der Verfasser des 
Artikels über trigonometrische Reihen in den mem. of the analytical society, 
Cambr. 1813, p. 33. 

23) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 74. Auch er 
scheint (vgl. p. 80) das Verfahren für neu zu halten. . 

24) Ann. de math. 13 (1822/23), p. 107, 368. Merkwürdig ist, daß er zwar 
voraussieht, es würden gegen die Einführung komplexer Argumente in trigono- 
metrische Funktionen Einwände erhoben werden, aber die Einführung solcher 
Argumente in die Integraldarstellung der zyklometrischen Funktionen als selbst- 
verständlich behandelt. 

25) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 481. 

26) Ann. de math. 15 (1825), p. 171. 

27) Petersb. m&m. pres. 1 (1831), p. 118 (von 1825); Auszug bull. Ferussac 
15 (1831), p. 226. 

28) Recherches sur la sommation de qq. series trig., Delft 1827, p. 1; vgl. 
auch das Referat bull. Ferussac 11, p. 183 und Lobattos eigene Angabe J. f. 
Math. 11 (1834), p. 169. | 

29) J. £. Math. 4 (1829), p. 281. 

30) J. f. Math. 5 (1830), p. 390. 

31) Ib. 11 (1834), p. 140. 

32) Arch. Math. Phys. 56 (1874), p. 331. 

. 33) Petrop. n. comm. 18 (1773), p. 53. 
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positiven ganzzahligen Exponenten fortschreitet, — wenn auch nicht 
in dieser geometrischen Ausdrucksweise — bereits aufgestellt hat.°*) 

Andererseits hat N. H. Abel”) für die Reihen (14) und (15) direkt 
gezeigt, daß sie für r = 1 noch konvergieren, außer für z= einem 
ganzzahligen Vielfachen von 2x. 


3. Dritter Ausgangspunkt: Umsetzung von Reihen, die nach 
den Potenzen von cos x fortschreiten, in solche, die nach den 
Kosinus der Vielfachen von x geordnet sind. Zu derartigen Um- 
setzungen gab zuerst die astronomische Störungstheorie Veranlassung, 
die im einfachsten Fall, wenn nämlich die Exzentrizitäten und die 
Neigungen vernachlässigt werden, die Berechnung von Integralen der 
Form 


(16) Sa — 2a c0s2 + a2)-"dx 
verlangt. Hier kann der Integrand 
(17) (1— 20 cosz + «?)°, 
der, wenn 
san. © a n _1-Vi-—n 
A Bade 7 ET ya NT 


gesetzt wird, auch 
(1-+ ad)-*(1-- ncos z)-* 

geschrieben werden kann, nach Potenzen von nn oder von « entwickelt 
werden; die Koeffizienten dieser Entwicklungen werden ganze rationale 
Funktionen von cos x und sind behufs der Integration in lineare 
Funktionen der Kosinus der Vielfachen von x umzusetzen. So ver- 
fahren — um nur zwei Beispiele zu nennen — noch 7%. Simpson®®) 
und J.de Lalande®”). Auf diese Weise war es in der ersten Hälfte 
des 18. Jahrhunderts gelungen, eine Anzahl Störungsprobleme mit der 
dem damaligen Stande der Beobachtungskunst entsprechenden Ge- 
nauigkeit zu erledigen. Aber für die großen gegenseitigen Störungen 


34) Analyse alg&brique, Paris 1821 = Oeuyvres (2)3, p. 235. Cauchy führt 
die Reihen (2), (3), (14), (15) als Beispiele an (p. 233, 255). Die Anwendung auf 
die Reihen (2), (3) auch exerc. d’anal. 4, 1847, p. 229. Vgl. übrigens Nr. 35. 

85) J. f. Math. 1 (1826) = Oeuvres 1, p. 287, 247. Vgl. dazu Note 219. 

36) Miscellaneous tracts on some subjects in mechanics, physical astronomy 
and speculative math., London 1757, p. 176. 

37) Paris hist. 1758[63], mem. 15. Auch Astronomie 2, Paris 1764, p. 1280, 
1383 und 2me ed. 3 (1771), p. 469, 582 gibt er zunächst dieses Verfahren. — 
A. Meyer (Brux. mm. 21, 1848, p. 5, 9) erhält aus der Vergleichung der so ge- 
fundenen Entwicklungen von (1+ncosz)-! und’ von log(1+-ncosz) mit den 
durch die Methode von Nr. 2 erhaltenen die Entwicklungen der Potenzen von « 
und der Produkte dieser Potenzen mit 1:Y1—n? nach Potenzen von n. 
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von Jupiter und Saturn kommen so große Werte von « bzw. nt in 
Betracht, daß die Anzahl der erforderlichen Reihenglieder die Durch- 
führung der Rechnung auf diesem Wege verbot. Da aber die Glieder 
mit cos nz bei der Integration den Nenner n, bei einer im weiteren 
Verlauf der Störungsrechnungen erforderlichen zweiten Integration 
sogar den Nenner n? erhalten, so erkannte L. Euler®®), daß man nur 
die Glieder mit kleinen Werten von n zu berücksichtigen brauche, 
und daß es daher zweckmäßiger sei, die Entwicklung überhaupt nach 
den Kosinus der Vielfachen von x zu ordnen. 

Es bedeutet dem gegenüber in theoretischer Beziehung einen 
Rückschritt, wenn Chr. Gudermann°”) dieses Verfahren zur Integration 
einer Funktion von cos x wegen der eventuellen Schwierigkeit der 
Ableitung einer solchen Entwicklung wieder verwirft und zur Ent- 
wicklung nach Potenzen von sin x zurückkehrt. 


4. Divergente trigonometrische Reihen. Bei den besprochenen 
Entwicklungen hat sich Euler um die Frage der Konvergenz und um 
etwaige Grenzen des Gültigkeitsbereichs kaum gekümmert. Er glaubte 
ja überhaupt auch einer divergenten Reihe eine bestimmte Summe 
zuschreiben zu können“); namentlich verstand er unter einer Glei- 
chung der Form 


(19) ne - Yo, 
0 


in der g, h rationale ganze Funktionen (oder selbst schon unendliche 
nach Potenzen von r fortschreitende Reihen) bedeuten, nichts anderes 
als: die (im letzteren Fall formal vorzunehmende) Entwicklung von 


38) Recherches: sur la question des inegalites du mouvement de Saturne 
et de Jupiter, Paris 1749 (gehört eigentlich zum 6. Bd. des „recueil des pieces 
qui ont remport@ les prix“ der Pariser Akademie, fehlt aber meist, da es bei 
einem andern Verleger erschienen ist. Daß der Gedanke Euler allein angehört, 
erkennen J. d’Alembert (recherches sur diff. points du systeme du monde 2, 
Paris 1754, p.81) und A. Clairaut (Paris m&m. 1754 [59], p. 545) ausdrücklich an. 
Euler fand die Aufgabe zuerst so schwer, daß er zweifelte, ob ihm eine Lösung 
gelingen werde (Brief an Goldbach von 1746, correspondance math. et phys. 
publi6e par P.H.Fuß 1, St. Petersburg 1843, p. 388). Wegen weiterer Unter- 
suchungen über dieses Problem vgl. Nr. 9. 

39) J. f. Math. 14 (1835), p. 182; 15 (1836) p. 100. 

40) Vgl. IA3, Pringsheim Nr. 39, p. 105. Eulers Auffassung findet sich 
bereits in einem Briefe an Nikolaus I. Bernoulli von 1744 (opera postuma 1, Petersb. 
1762, p. 538) und in einem an Goldbach von 1745 (Corresp. math. phys. ed. P. H. 
Fuß, 1, St. Petersburg 1843, p. 324) formuliert; sie liegt auch seiner Behandlung 
der rekurrierenden Reihen im 4. und 14. Kapitel seiner introductio in analysin 
infinitorum, Laus. 1748, zugrunde. 
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N 
(20) ),— hir) Dar 
n=0 
enthält nur Glieder mit höheren Potenzen von r als rX. Er schrieb 
dann auch derjenigen Reihe, die aus (19) durch Einsetzen eines speziellen 
Wertes r, von r hervorgeht, den Wert g(r,)/h(r,) zu, selbst wenn die 
a noch eine von r unabhängige Variable x enthalten, und glaubte 
sogar die so gefundenen Reihen nach diesem x gliedweise differentiieren 
und integrieren zu können. Analog kann dann auch eine Gleichung 
der Form o 
p(x) c08 

(21) a” al Inz 

n=0 
(P@), v(x) endliche oder auch selbst schon unendliche Reihen) so 
verstanden werden: in der Entwicklung von 


(22) 92) — via) a, (inne 


kommen, nachdem die Produkte trigonometrischer Funktionen durch 
Summen ersetzt sind und umgeordnet ist, nur Glieder mit höheren 
Vielfachen von x als N& vort!), | 

So ist Euler z.B. zu den Gleichungen (vgl. (4) und (5)): 


- (23) eosa + cos(a+ x) + cos(a + 22) +. = — en 


. % 
2 m 
sın 3 


(24) sina+sin(a + x) + sin(a +22) +: = ee 


a, 
2 ein 


zuerst von der ersten Auffassung aus gelangt und hat sie dann durch 
die zweite verifiziert*?). Speziell für «a = 0 erhält er die Gleichungen *°): 


41) Auf dieser Auffassung beruhen bereits die Rechnungen Eulers introd., 
1748, $ 268 und Petrop. n. comm. 5 (1754/55[60]), p. 190; deutlicher ib. 18 (1773), 
p. 31, institut. cale. integr. $ 272 und Petrop. acta 1, (1777[80]) = instit. cale. 
int. 4 (1794), suppl. 3, $ 122, sowie in den nachgelassenen Abhandlungen von 
1772, opusc. analyt. 1, Petrop. 1783, p. 168, und von 1776, Petrop. n. acta 7 
(1789[93]), p. 92. Ausdrücklich formuliert erscheint sie bei S. F. Lacroix, traite 
des differences et des series, Paris 1800, p. 149; trait6 de cale. diff. et int., 
2me ed. 3, Paris 1819, p. 160, 619; auch bei @. 8. Klügel, math. Wörterbuch 2, 
Leipzig 1805, p. 588. Auch J. Littrow stützt sich auf sie, Petersb. mem. 7 
(1815/6[20]), p. 132. 

42) Introd. $ 258, 260. 

43) Petrop. n. comm. 5, p. 202. 
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(25) 1+ cos? + cos22r +csod?r +++: = 3, 
\ RIES 
(26) sine + sin?e+ singe +++. = } 
= Dit | 


von denen die erste sonst auch wohl in der Form 
(27) 44 c0s2 +00822 +eosd3r +++: = 


erscheint““); und aus ihnen gewinnt er durch Differentiation nach & 
Reihen, bei denen die Koeffizienten mit wachsendem Index sogar über 
jede Grenze wachsen®°). 

Derartige trigonometrische Reihen treten dann in der Literatur 
bis gegen das Jahr 1860 immer wieder auf, so bei J. L. Lahrange**), 
G. Fontana*'), J. Fr. Pfaff“), Tralles“), J. Littrow°®), S. D. Poisson®"),. 
Br. Mollweide°?), J. A. Eytelwein?®), R. Lobatto°*), R. Murphy°°), Barfuß°®), 
@. Plana®”), Donkin®®). Zwar hat schon J. d’Alembert?®) gegen ihren Ge- 
brauch Protest erhoben, die prinzipielle Verwerfung alles Rechnens 
mit divergenten Reihen hat aber erst A. L. Cauchy‘®) begründet; ihm 
schließen sich N. H. Abel®!) und Poinsot°?) an. M. Ohm hat sie früher”) 


44) So bei Euler selbst, institutiones caleuli differentialis, Laus. 1755, $ 92 
und opuscula anal. 1, Petrop. 1783, p. 168, wo sie durch Differentiation aus (110) 
erhalten wird. 

45) Petrop. n. comm. 5, p. 203. 

46) Taur. mise. 1 (1759); 2 (1760/61) = Oeuvres 1, p. 102, 323. 

47) Mem. soc. ital. 2 (1784), p. 424. 

48) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 16, 81. 

49) Berlin Abhandl. 1812/13[16], p. 232 (von 1810). 

50) Petersb. m&m. 7 (1815/16[20]), p. 115, 122. 

51) J. Ee. polyt. cah. 18 (1820), p. 312, 313. 

52) Klügels math. Wörterbuch 4, Leipzig 1823, p. 581. 

53) Grundlehren der höheren Analyihe, Berlin 1824, 1, p. 451; 2, p. 635; 
trotz seiner Mahnung zur Vorsicht beim Gebrauch divergenter Reihen, 1, p. 425. 

54) Recherches p. 3, 4. 

55) Cambr. trans. 5, (1835), p. 367, 379, 380. 

56) Arch. Math. Phys. 4 (1844), p. 229; 5 (1844), p. 156; 7 (1846), p. 8. 

57) Torino mem. (2) 14 (1854), p. 40, 3; (von 1851); 16 (1857), p. 98; 18 
(1859), p. 501. 

58) Quart. j. of math. 3 (1860), p. 2. 

59) Opuscules math&matiques 1, Paris 1761, p. 65. 

60) Vgl. seine RENTE Erklärung in der Vorrede der analyse al- 
gebrique, Paris 1821: — oeuvres (2) 3, p. I. 

61) J. Math. 1 (1826). — Oeuvres 1, p. 219. Vgl. auch seine Briefe an 
Holmboe und an Hansteen aus demselben Jahre, Oeuvres 2, p. 256, 263. Der 
erste dieser Briefe zeigt, daß auf Abels Entscheidung die in Nr. 5 zu besprechen- 
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angegeben, indem er damals noch jede Reihe als konvergent ansah, 
die nicht das ist, was Aıan jetzt „eigentlich divergent“ nennt; später®*) 
verwirft er ihren Gebrauch. 

J. F. Frangais®) erhält divergente trigonometrische Reihen durch 
skrupellose Benutzung der „Methode der Trennung der Operations- 
und Quantitätssymbole“ (vgl. IIA 11, Pincherle, Nr. 2, p. 765.) 

A. de Morgan°®) stützt die Gleichungen (25), (26) durch seine 
Auffassung der den Zeichen sin oo, cos oo beizulegenden Werte (Nr. 30). 

Bemerkenswert ist übrigens, daß auch C. F. Gauß‘”) sich der 
Reihe (139) ohne weitere Erläuterung bedient, obwohl deren Konver- 
genz damals weder bewiesen war, noch mit damals bekannten Hilfs- 
mitteln bewiesen werden konnte. 

Mit der ersten Eulerschen Auffassung kommt es auch im wesent- 
lichen überein, wenn $.D. Poisson in vielen Fällen, in denen eigent- 
lich die Richtigkeit einer Gleichung der Form 
(28) Dia, 8 

n=0 

zu beweisen wäre, statt dessen nur beweist, daß 
(29) im >a,r—=8 

r= 15 = 
ist®) und namentlich auch von divergenten trigonometrischen Reihen 
in diesem Sinne Gebrauch macht‘®), obwohl er sonst die Benutzung 
den Diskussionen über die Entwicklungen der Potenzen von cosx und die dabei 
infolge des Gebrauchs divergenter Reihen auftretenden Paradoxa von wesent- 
lichem Einfluß gewesen sind. 

62) Recherches sur l’analyse des sections angulaires, Paris 1825, p. 70. 

63) Petersb. mem. 1 (1831), p. 123 (von 1825). 

64) Geist der math. Analysis 2, Erl. 1846, p. 146; System der Mathematik 8, 
Nürnberg 1851, p. 101; ebenso O,. Schlömilch, Arch. Math. Phys. 1843, p. 275; 
Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 10. 

65) Ann. de math. 3 (1812), p. 252. 

66) The differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 606. 

67) Cott. comm. rec. 1812 —= Werke 3, p. 156. Das Wort Konvergenz ge- 
braucht übrigens Gauß bekanntlich noch im alten Sinne, in dem es sich nur auf 
die unbegrenzte Abnahme der Reihenglieder, nicht auf die Existenz eines Grenz- 
wertes für die Reihensumme bezog. 

68) So zuerst J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 422; 19 (1823), p. 409; zuletzt 
theorie de la chaleur, Paris 1835, p. 187. Vgl. im übrigen Nr. 34. 

69) Z.B. J. Ee. polyt. cah. 19 (1828), p. 65, 439; conn. des temps pour 
1826[23], p. 252; bull. Ferussac 4 (1825), p. 348; trait6 de mecanique 1, 2=* dd., 
Paris 1833, p. 638. 
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divergenter Reihen prinzipiell verwirft und auch mit den Wider- 
sprüchen, auf’ die sie führen kann, wohl bekannt ist”®). Er behauptet 
übrigens’'), bei den hier betrachteten Reihen komme man i. allg., 
d. h. abgesehen von isolierten Werten der Variabeln, zu demselben 
Grenzwert $, wenn man vor Hinzufügung der Hakitten r" noch 
Nullen einschiebe; er verifiziert das an dem Beispiel 


1+@s2+0+c0os27+cos32 +0 + c0s4r +, 


gibt aber keinen allgemeinen Beweis. | 

Poissons Auffassung hat bei einer Reihe von Autoren Anklang 
gefunden; so bei J. Liouville”?). Bei anderen Autoren ist diese Auf- 
fassung auf Widerspruch gestoßen: so erklären schon J. Ivory”?) und 
ein mit Disjota'*) zeichnender Autor den Schluß von (29) auf (28) 
nur für erlaubt, wenn die Konvergenz der letzteren Reihe bereits 
feststehe. 

Eine andere Auffassung dieser Reihen entwickelt D. Bernoulli”), 
anknüpfend an bekannte Spekulationen von Leibniz über die Reihe 
1—1-+1—1-+—-+--.: wenn allgemein für ein bestimmtes p und 
jedes n 


und außerdem 


%t+%4+ +0, „= 0 


sei, so habe man als Summe der Reihe Da, das arithmetische Mittel 
aus den Werten 


80) ht, HF Htm., mt, + +@,_, 
zu betrachten. Bei den Reihen (25) und (26) ist die Voraussetzung er- 
füllt, wenn x zu x kommensurabel, aber nicht gleich einem gänzzahligen 


70) Vgl. namentlich j. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 503, 
71) Ib. p. 429. 
72) J. f. Math. 13 (1835), p. 228. 

73) Phil. mag. 67 (1826), p. 35; (2) 2 (1827), p. 17. 

74) Ib. (3) 9 (1836), p. 85. 

75) Petrop. n. comm. 16 (1771), p. 76; 17 (1772), p. 3; 18 (1773), p.3. Er 
berichtet, er sei seit 40 Jahren im Besitze dieses Prinzips. Euler meint (ib. 18, 
p- 29), man könne sich dabei beruhigen; auch A.J. Lexell stimmt zu (ib. 18, 
p. 40), obwohl er die Summen solcher Reihen an und für sich als unbestimmt 
erklärt, und meint, die Ausdehnung auf zu x inkommensurable Werte von x werde 
keine Schwierigkeiten bieten. — Noch A. de Morgan (Cambr. trans. 8, (1844), 
p. 191) glaubt in diesem Satz einen Spezialfall eines „durch Induktion gewonnenen 
allgemeinen Prinzips“ sehen zu dürfen, daß man nämlich überhaupt jeden un- 
bestimmten Ausdruck durch das arithmetische Mittel seiner sämtlichen mög- 
lichen Werte zu ersetzen habe. 
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Vielfachen von x ist; er verifiziert an einer Reihe von Beispielen, daß 
dann seine Auffassung in der Tat dasselbe Resultat gibt wie die 
Eulers. Daß das allgemein gilt, hat erst J. L. Lagrange gezeigt’®). 
Verallgemeinerungen dieser Auffassung haben @. S. Klügel””), Ch. 
Hutton’®) und J. Prehn’®) zu geben versucht, doch entbehren sie der 
Präzision; diese hat erst @. Frobenius®) durch den Beweis des Satzes 
erreicht: wenn 
(31) ee er. 
existiert und gleich M ist, so konvergiert die Reihe Da,r fürr< 1, 
und es ist lim Da, — M. ar 

r=1 


Gelegentlich erscheint in der älteren Literatur auch die merk- 
würdige Auffassung: wenn man für die Summe der N ersten Glieder 
einer Reihe einen geschlossenen Ausdruck erhalten habe, brauche 
man, um die Summe der unendlichen Reihe zu erhalten, aus jenem 
nur einfach „alles was noch von der G@liederzahl N abhängt“ weg- 
zulassen; so bei @. 8. Klügel®'), A. Cagnoli®?), J. Litrow®?). 

Eine neue Förderung erfuhr das Rechnen mit divergenten Reihen 
überhaupt und damit auch insbesondere die Verwendung divergenter 
trigonometrischer Reihen durch die zu Beginn des 19. Jahrhunderts 
von der sog. neuen Cambridger Schule entwickelte formale Auf- 
fassung der Algebra: daß sie nichts anderes sei als die Lehre von 
den Folgerungen, die aus bestimmten als fundamental angenommenen 
Verknüpfungsgesetzen gezogen werden können; wobei man sich nicht 
darum zu kümmern brauche, ob den Operationen und ihren „Irägern“ 
irgend welche konkrete Bedeutung zukomme. Aus dieser Auffassung 
hat schon der Begründer dieser Schule, R. Woodhouse, die Folgerung 


76) Paris hist. 3, an IX, p. 8 (nicht in den Oeuvres); weniger einfach $.D. 
Poisson, J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 426, J. Fr. Raabe (J. f. Math. 15 (1836), 
p- 356, 368; Differential- und Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 313; die Jacob- 
Bernoullische Funktion, Zürich 1848, p. 6) und J. R. Young (phil. mag. (3) 27 
(1845), p. 438). 

77) Math. Wörterbuch 2, Leipzig 1805, p. 532. Ihm schließt sich C. Br. 
Mollweide an, ib. 4 (1823), p. 581. 

78) Tracts on math. and philos. subjeets, London 1812, p. 176 (von 1780?). 

79) J. £ Math. 41 (1851), p. 5, 43, 

80) Ib. 89 (1880), p. 262. 

81) Analytische Trigonometrie, Braunschweig 1770, p. 42. 

82) Mem. soc. ital. 7 (1794), p. 21; trigonometria piana e sferica, 2. ed,, 
p- 117 der franz. Übersetzung von A. ‘N. Chompre, Paris 1808. 

83) Petersb. mem. 7 (1815/16[20]), p. 123. 
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gezogen®*), daß Gleichungen wie 
i(—rn!=1+r+r+r+--- 
allgemein richtig seien, gleichgültig ob die Reihe rechts konvergiere 
oder nicht. In schärferer Formulierung und ausführlicher begründet 
erscheint diese Auffassung dann bei @. Peacock ®°). Er weiß zwar®®), 
daß Gleichungen wie (111) oder (410) nur für bestimmte Intervalle 
richtig seien, hilft sich aber mit der Ausrede, das Permanenzprinzip 
gelte eben nur „within the limits of continuity“ ®7). 

Später ist übrigens auch in England der Gebrauch der Reihen 
(25), (26) vielfach verworfen worden: so schon von J. Challis®) und 
später von R. Moon®°’) mit der Motivierung, daß das Restglied, das 
hinzuzufügen ist, wenn man die Reihe mit dem nten Glied abbricht, 
mit wachsendem » nicht®) gegen null konvergiert; von J. R. Young®!) 
mit der eigentümlichen Motivierung, die Ableitung von (25) aus (111) 
durch Differentiation sei deswegen nicht zulässig, weil die Formel 

 dsinnz 
de. 
für n—= © nicht mehr gelte. Auch @. @. Stokes will die Benutzung 


= NCOSNT 


84) The principles of analytical calculation, Cambr. 1803, p. 13, 153. Er 
schreibt dabei dem Gleichheitszeichen eine erweiterte Bedeutung zu: es diene 
nur dazu, den zu entwickelnden Ausdruck mit dem Resultat einer an ihm vor- 
zunehmenden Operation zu verbinden. Das Bedürfnis nach einem Beweise dafür, 
daß bei solchen Erweiterungen der Bedeutung eines Zeichens die für seine ur- 
sprüngliche Bedeutung geltenden Gesetze bestehen bleiben, empfindet er wohl an 
anderen Stellen, hier aber gar nicht; daß derartige Beweise für diese Auffassung 
der Algebra unerläßlich sind, scheint in England zuerst Ph. Kelland betont zu 
haben, principles of demonstrative mathematics, Edinb. 1843, p. 110, 112, 115, 118. 
Eigentümlich ist, daß H. Breen, treatise on the summation of series, Belfast 
1827, zwar unbedenklich mit divergenten Reihen rechnet (z. B. p. 23, 66) und 
auch die hier in Rede stehenden Reihen ohne weiteres angibt (p. 83), in einer 
nachträglich angefügten Note (p. 8) aber, unter Berufung auf Lacroix, bemerkt 

„the continuing the series to infinity does not cause it to approach to a li- 
maltae state‘. 

85) Brit. assoc. rep. 3 (1838), p. 205, 239, 269, 282. 

86) p. 252. 

87) p. 261. Daß er mit dieser Einschränkung sein ganzes Gebäude umwirft, 
entgeht ihm, weil er sich im Grunde doch nur für algebraische Funktionen und 
ihre Entwicklung in Potenzreihen interessiert. 

88) Cambr. trans. 3, (1830), p. 270. 

89) Phil. mag. (3) 26, 1845, p. 490. 

90) Wie man früher zuweilen aeelanbt hatte; vgl. die unter Nr. 30 be- 
sprochene Diskussion. 

91) Dubl. proc. 3 (1846), p. 36. Später (Cambr. trans. 8,, 1847, p. 437) 
scheint er sich der Auffassung von Challis und Moon anzuschließen. 
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solcher Reihen nur zulassen®®), wenn man sie ausdrücklich als Ab- 
kürzungen für die Grenzwerte der Reihen (2) und (3) auffasse. Er 
hält es auch®) für durchaus möglich, daß einer und derselben diver- 
genten Reihe verschiedene Werte zuzuschreiben seien, je nachdem man 
sie als Grenzfall einer oder einer andern konvergenten Reihe auffasse; 
meint aber, daraus könne kein Fehler entspringen, wenn man nur 
konsequent verfahre und innerhalb einer und derselben Rechnung 
immer nur dieselben Konvergenzfaktoren benutze. 


5. Entwicklung der Potenzen von cos X und sin x nach den 
Cosinus oder Sinus der Vielfachen von x. L. Euler”) und Th. Simp- 
son”) gewinnen die Gleichung 


(32) 27 -1c0s"2—cosmc+ ie cos (m —2)cx + (3) cos(m — Nx+--- 


zunächst für die kleinsten positiven Werte von m durch wiederholte 
Verwandlung von Produkten trigonometrischer Funktionen in Summen 
und lesen daraus auch das allgemeine Gesetz ab”). Sie verifizieren 
dann ihre allgemeine Gültigkeit mit Hilfe der Darstellung trigono- 
metrischer Funktionen reellen durch Exponentialfunktionen komplexen 
Arguments®”). Euler nimmt sie auch gleich für negative”) und für 


92) Cambr. trans. 8, (1847), p. 536 (von 1847) = papers 1, p. 240. 

93) Cambr. trans. 8,, p. 539 — papers 1, p. 246. 

94) Introductio 1, p. 220. Er hat auch entsprechende Formeln für sin” x, 
wobei aber vier verschiedene Fälle, je nach dem Werte von m (mod 4), zu unter- 
scheiden sind, so daß er diese Formeln wohl auf negative Werte von m über- 
tragen kann, von der Übertragung auf gebrochene Werte aber zu schweigen 
vorzieht. Ebenso E. Waring, meditationes analyticae, p. 656 der 2. Aufl. von 
1785. — J. de Lalande (astronomie 2, Paris 1764, p. 1453) hat ebenfalls die 
Formeln bis m=4; er meint, das genüge „pour faire appercevoir ia loi“, und 
überdies brauche man die weiteren Formeln selten. In der 2. Aufl. (3, 1771, 
p. 670) fügt er noch eine Verweisung auf Euler bei. Die ausgerechneten Koeffi- 
zienten bis m=13 bei Jeaurat, Paris mem. pres. 4 (1763), p. 528. 

95) Miscellaneous tracts on some subjects in mechanics, physical astronomy 
and speculative mathematics, London 1757, p. 76. 

96) Beweis der Gültigkeit für beliebige positive ganze m bei @. 5. Klügel, 
analytische Trigonometrie, Braunschweig 1770, p. 120. Querret (Gergonne ann. 
13 (1822/23), p. 367) gewinnt sie als Spezialfälle aus den allgemeinen Ausdrücken 
der Produkte beliebig vieler Cosinus oder Sinus durch Summen. 

97) Simpson tracts, p. 77; Euler Petrop. n. comm. 5 (1754/55[60]), p. 167. 
kbenso Lexell, ib. 18 (1773), p. 55; -Prony, j. 6e. polyt. cah. 3, an III, p. 249; 
Lacroix, trait6 *') 1 (1797), p. 69? (2=° &d. 1810, p. 87); A. Cagnoli, trigonometria, 
p. 113 der 2. franz. Ausg. von 1808; Garnier, analyse alg&brique, 2=* &d. Paris 
1814, p. 459; Cauchy, Analyse alg&brique, Paris 1821 = ÜOeuvres (2) 3, p. 201. 
Die Symbolik, deren sich Tralles Berlin. Abh. 1812/13[16], p. 225 (von 1810) zur 
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gebrochene Werte von m®”) in Anspruch, was freilich vielfach zu 
divergenten Reihen führt. Für ‚ganzzahlige Werte des Exponenten 
führt er sie auch in die Gestalt über"): 


(33) 23r-1cogtez — - (7) +> e> “ cos2nz, 
n=1i 


M 
u ei 2u FA 
(34) 2ir-Rcostr-Ig— Dee ‚)eos(2n 1)z, 


n=1 


(85) 2-1 sine; (*) + De („2° „)eos2nz, 


(36) 29-3 ginta-1g — Sen 1)r-1 BR) sin(2n —1)z. 


Endlich gibt er noch Rekursionsformeln für die Koeffizienten der 
Entwicklung von cos”x sin?x, für ganzzahlige m, p!"'). Andererseits 
kommt er in einer nachgelassenen Abhandlung, indem er in der Bi- 
nomialentwicklung von (1+ 2)” das z= (cosz +isinz) setzt, zu 


den Formeln’): 


ME . m 
| Im oosm & eos mt Ss „)cosnz, 


2” sin® — sin 37. „)sinnz, 


die er ebenfalls ausdrücklich für beliebige m in Anspruch nimmt. 


(37) 1 





Ableitung der Formeln bedient, kommt auf einen versteckten Gebrauch kom- 
plexer Größen hinaus; ebenso die von W. W., Cambr. math. j. 4, (1844), p. 176. 
98) Petrop. n. comm. 5, p. 169. Die Formeln für m=—1 erhält er ib. 
p. 203 auch, indem er in den Gleichungen (23), (94) a durch x und x durch 2x 
ersetzt. 
99) p. 170. p. 188 hat er auch Reihen für Produkte von Potenzen von 
cosxz und sin «. 

100) p. 170, 174 (ebenso Lexell, ib. 18, p. 56). Der Beweis, daß diese Glei- 
chungen für jedes positive ganzzahlige m gelten, durch den Schluß von m auf 
m-+1 bei @. $S. Klügel, math. Wörterbuch 2, Leipzig 1805, p. 583 und bei J. 
Ph. Wolfers, Arch. Math. 24 (1855), p. 303. Klügel hat auch den entsprechenden 
Schluß für negative ganzzahlige m, nachdem er den Fall m = — 1 wie Euler be- 
handelt hat. 

101) p. 177. 

102) Petrop. n. acta 7 (1789[93]), p. 91, 97 (von 1776); die BETRETEN 
Reihen mit abwechselnden Vorzeichen, Petersb. mem. 5 (1812[15]), p. 59 (von 


5. Entwicklung der Potenzen von cosx und sin «. 839 


A. J. Lexell!’) gewinnt zunächst die endlichen Summen 


N 
(38) D’a+Dli)l@-+ na), 
n=0 
indem er sie durch Multiplikation mit 2 sin und Umformung der 


Produkte trigonometrischer Funktionen in Summen auf die Summen 
IIA 9a, (4), p. 645 zurückführt; durch Wiederholung desselben Ver- 
fahrens dann auch 





+1)(n+2 
ao Setnetn eat 
Füra=x, N=o here er so die [übrigens divergenten] Spezial- 
fälle der Reihen (82) firm = —2undm=—3. 


J. L. Lagrange') geht, um die Gleichung (32) zu erhalten, davon 
aus, daß die Funktion y = cos” x der Differentialgleichung 
(40) Yy 608% + my sinz = 0 
genügt; er setzt dann für sie eine Entwicklung nach den Cosinus der 
Vielfachen von x an und erhält für deren Koeffizienten eine Rekur- 
sionsformel; den dabei zunächst unbestimmt bleibenden ersten Koeffi- 
zienten bestimmt er durch Benutzung eines speziellen Wertes von x. 
Auch er nimmt die Formeln no. für beliebige Werte von m 
in Anspruch. 

A. Cagnoli') drückt zunächst cos“ x durch cos mx und niedrigere 
Potenzen von cosz aus und setzt dann sukzessive ein; nachdem er 
so die Anfangsglieder der Reihe (32), sowie der entsprechenden Reihen 
für sin”x berechnet hat, glaubt er das allgemeine Gesetz ablesen zu 
können. 

Auf die bei diesen Entwicklungen auftretenden Schwierigkeiten 
hat zuerst $.D. Poisson aufmerksam gemacht!%). Indem er nämlich, 


1780). In unbequemerer Formulierung bei J. Landen, math. mem. 1 (1780), p. 87, 
der auch durch Integration weitere Reihen erhält, die sich aber nicht mehr durch 
„elementare‘‘ Funktionen ausdrücken lassen. 

103) Petrop. n. comm. 18 (1773), p. 67. 

104) Legons sur le calcul des fonctions, 1801 (Oeuvres 10, p. 138). Die glied- 
weise Differentiation, deren sich Zagrange hier bedient, ist nicht ohne weiteres 
zulässig; das bemerkt bereits O. Bonnet, Brux. m&m. cour. in 4°, 23 (1844/50), p. 25. 

105) Mem. soc. ital. 7 (1794), p. 16. Später (trigonometria piana- e sferica, 
24* ed., Bologna 1804; p. 112 der franz. Übersetzung von N. M.Chompre, Paris 
1808) erklärt er das selbst für umständlich und bedient sich der Exponential- 
funktionen komplexen Arguments. 

106) Corresp. &c. polyt. 2 (1811), p. 212?- klarer die Darstel.ung bei Lacroiz, 
traite 3, 2%° &d. Paris 1819, p. 605. 
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um das Binomialtheorem anzuwenden, die Funktion cosz auf die 
beiden Formen 

ter'=(1 Ez N; te*(1 E= " 
bringt, erhält er für 2”cos”x das eine Mal X + Yi, das andere Mal 
X — fi, wo 


X=cosmi+ (7) cos (m — Yc+(, )eosm—N)a+++:- 
= sinmc+ 7) sin (m —2)<+ (5) cs(m— 4) +++: -. 


Für ganzzahlige Werte von m löst sich diese Schwierigkeit dadurch, 
daß sich Y=0 ergibt; für andere meint er, die beiden Formeln 
stellten zwei verschiedene Werte der vieldeutigen Potenz dar und 
Eulers Gleichung (32) sei also dann falsch. Man werde aber alle 
Werte der vieldeutigen m'® Potenz erhalten können, wenn man rechts - 
x durch £-+2rx ersetze, unter r eine beliebige ganze Zahl ver- 
standen. Lacroix'!”) fügt noch die Frage hinzu, wieso die lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung (40) zwei wesentlich verschiedene 
Integrale X und Y haben könne. Deflers'”) und G. Plana'”) bemühen 
sich [durch Rechnen mit divergenten Reihen] zu zeigen, daß Y in der 
Tat in allen Fällen =0 sein müsse — während doch schon Poisson 
gezeigt hatte, daß das füre—=r, m = 4 sicher nicht der Fall ist"!0); 
M. Pagani!"") und M.Ohm!!?) dagegen meinen, Y werde sich von X nur 
durch einen konstanten Faktor unterscheiden. A. L. Orelle‘'?) führt die 
Bemerkung von Poisson, betr. die Ersetzung von x durch «+ 2rz, 


(41) 


107) p. 617. Er steht dicht vor der Schlußfolgerung: also darf man mit 
divergenten Reihen nicht rechnen, kann sich aber doch nicht entschließen, sie 
zu ziehen. 

108) Mitgeteilt von Lacroix, ib. p. 620. Die Benutzung divergenter Reihen 
monieren M. Ohm, Aufsätze aus dem Gebiete der höheren Mathematik, Berlin 
1823, p. 43; E. E. Kummer, Preisschrift, Halle 1832, p. 2 und A. Genocchi, ann. 
sci. mat. fe. 8 (1857), p. 411. 

109) ann. de math. 11, 1820/21, p. 84. Den Fall = schließt er aus. 

110) Lacroix, p. 623, fragt, wie dieser Widerspruch zu heben sei, kann aber 
keine Antwort geben. 

111) ann. de math. 13 (1822/23), p. 96. Sein eigener späterer Versuch zur 
Bestimmung dieses Faktors (bull. Ferussac 5 (1826), p. 9) beruht auf Poinsots 
Formeln (44), (45) schreibt diesen aber irrtümlicherweise Gültigkeit für alle 
Intervalle zu, in denen cos 2>0, bzw. < 0 ist. 

112) Aufsätze aus dem Gebiete der höheren Mathematik, Berlin 1823, p. 15. 

113) ann. de math. 13 (1822/23), p. 218; ausführlicher in einer Note zu seiner 
Übersetzung von „Lagranges mathematischen Werken“ 2, Berlin 1823, p. 321; 
für beliebige gebrochene m Versuch einer Theorie der analytischen denen 
Berlin 1823, p. 321? 
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näher aus: zur Bestimmung der Zusammengehörigkeit der verschie- 
denen Werte von r zu den verschiedenen Werten der m‘ Potenz ge- 
nüge es, einen speziellen Wert von x, etwa x—=0 oder —=x zu 


benutzen. So erhalte man z.B. für m = +: 


| X, (0) = 2” 008 °7”, Y, (0) = 2” sin?7”, 
(42) 
X, (m) — 2m oos IF, Y,(@) = 2m sin @+ De. 

Damit sei zugleich die Frage beantwortet, unter welchen Umständen 
Y oder auch X wirklich gleich 0 sei. M. Ohm!) gibt als den all- 
gemeinen Ausdruck der Potenz: 


(43) (2cosz)"—= (X + iTY) (cos2mkax + i sin 2mkx). 


Dann bespricht er die Summen (37)"5) und bestimmt die Werte, die 
in ihnen der Potenz beizulegen seien, für die verschiedenen möglichen 
Intervalle; dadurch gelangt er dann auch zu einer vollständigen Be- 
stimmung von X und Y'!$), 

Poinsot‘“) berichtigt zunächst die Schlußweise von Lagrange da- 
hin, daß aus ihr nicht die Gleichung (32), sondern 
-H"X 
cosmz 


(44) | (2 cosz)"—= 1" X oder 





folge. Rechts könne man noch z durch &-+ 2rx ersetzen; wenn m ein 
Bruch vom Nenner g sei, erhalte man so rechts scheinbar q? Werte, 
links nur g; diese Schwierigkeit sei dahin zu lösen, daß man, wenn 
man x durch £ + 2rx ersetze, auch in dem zutretenden Faktor das 
0 oder x um 2rz vermehren müsse. Daraus ergebe sich, daß für 


114) Aufsätze aus dem Gebiete der höheren Mathematik, Berlin 1823, p. 47. 
Die Anwendung der Methode der unbestimmten Koeffizienten als Beweismittel 
_ verwirft er überhaupt (p. 39; Bull. Ferussac 5, 1826, p. 251). 

115) p. 94. Er beschränkt sich seltsamerweise auf positive m. 

116) p. 101; die Resultate auch Bull. Ferussac, 5 (1826), p. 251. 

117) Recherches sur l’analyse des sections angulaires, Paris 1825, p. 58 
(von 1823); Referat von S[aigey], bull. Ferussac 4 (1825), p. 340. Er fügt bei 
(p. 74): aus der für -—a/2 <x<n/2 geltenden Gleichung Y=0 könne man 
durch Integration weitere erhalten, u.a. die Gleichungen (409) und (410). Solche 
nur für ein bestimmtes Intervall geltende Identitäten habe man aufzufassen als 
„Gleichungen mit unendlich vielen Wurzeln in arithmetischer Progression von 
unendlich kleiner Differenz“. Im übrigen verweist er bereits auf Fourier. Nach 
den Referaten Bull. Ferussac 7 (1827), p. 353 und 8 (1827), p. 175 findet sich 
eine Darstellung von Poinsot’s Methode auch bei D. Lardner, Analytical treatise 
on trigonometry, Lond. 1826; dagegen Einwände bei Brinkley, Dublin philos. J. 
1826, p. 291. 
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0<a<aß Eulers Formel (32) in der Tat richtig sei; dagegen für 
a/2 <x&< 37/2 erhalte man: 
(45) (— 2 cos 2)" — - NN 1 


coB mr sin mr 





Dem gegenüber bemerkt Poisson'!®): die Schwierigkeit bei der 
Anwendung der Methode von’ Lagrange auf diese Fragen liege darin, 
daß man von ihr aus nicht a priori angeben könne, an welchen 
Stellen der Wechsel in dem Werte des zuletzt zu bestimmenden Fak- 
tors einzutreten habe. Auch das erste Verfahren Eulers führe zunächst 
nur zu der Gleichung 
(46) (cos2mkx + isin2mkx)|2 cos x|” 

=(X -+iY) (cos2mtz + i sin2mtz) 
die Differenz £— k könne und müsse dann von x abhängen, aber die 
Ableitung der Formel gebe darüber keinen Aufschluß. Er leitet daher 
zunächst die allgemeine Formel 


(47) >% „) r*(eos (m — 2n)x + isin (m — 2n)x) 
=|1+2rcos2r + rt im (Cosms + isinms) 
ab, in der s den Hauptwert der Funktion 
(48) s= are tg (1 +7 tg) 
bedeutet, und gewinnt aus ihr die Folgerung: 
12 cosz |" (cosmtr + isinmtz), (0 <a<F), 





(49) X,+ik= 
|12c0sz|"(cosmt+)r-+isinmt-+ be), (F<e<e), 
die mit den Resultaten von Poinsot übereinstimme. | 

‚Dieselbe Folgerung erhält dann auch A. Cauchy aus der von 
ihm 1%) aufgestellten Gleichung: 


(60) D/(})r*(cosnz + i sinnz) 


—=|1+2rcosce + „|? (cosms + i sinms), 
in Br s den Hauptwert der Funktion 


rsinz 
+rcosz 


(51) s=arctg, 





118) Bull. Ferussac 4 (1825), p. 145. Die sich anschließende Polemik zwischen 
Poinsot (ib. p. 221) und Poisson (p. 344) fördert sachlich nichts. 

119). Analyse algebrique, Paris 1821; Oeuvres (2) 3, p. 247. Ebenso A. v. 
Ettingshausen, Vorlesungen über die höhere Mathematik 1, Wien 1827, p. 126; 
auch die Formeln für r—=1, doch ist der Konvergenzbeweis falsch. — Ohne 
Konvergenzuntersuchung auch bei Th. Clausen, J. f. Math. 4 (1829), p. 282. Für 
r=1 hat Clausen nur die Formeln mit k=0, obne Angabe der Gültigkeitsgrenzen. 
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bedeutet, in der übersichtlicheren Form !?°); 
X-+iY = (2c0s0)" (cosmkax + isinmkr), 


(= + ka, — <0<, k ganzz.). 


Er zeigt überdies, daß die Reihen für m>0 in der Tat konvergieren, 
und meint, es werde leicht sein, ihre Konvergenz für -1<m<0 
außer an den Grenzen der Intervalle mit den in seiner analyse algebrique 
entwickelten Methoden nachzuweisen 2), 

Stein?) geht allen Schwierigkeiten aus dem Wege, indem er ein- 
fach sagt: man braucht nur YX?+ ? zu berechnen, die hinzutre- 
tende Einheitswurzel ist in jedem Einzelfall leicht zu bestimmen. 

Ein Anonymus'2®) meint: da X+sY und X—iY zwei Werte 
derselben Potenz seien, müsse es zwei ganze Zahlen k, Z von der Art 
geben, daß 


(52) 


(X E= ıY)etmini (X auße CEyeamin 
oder 


(53) Xsinm(k +D)x = Yeosm(k + I) 


sei, was mit den Resultaten von Poinsot!!?) übereinstimme und die von 
Lacroix'!P”) aufgeworfene Frage beantworte. 

L. Olivier") und van Rees!®) versuchen zu zeigen, daß der Wert 
der bei dem Lagrangeschen Verfahren zuletzt bestimmten Konstanten 
nur an solchen Stellen sich ändern könne, an welchen cos x sein Vor- 
zeichen wechselt; doch sind ihre Schlußweisen unzureichend. 

K. D.v. Münchow'?°) gewinnt die Gleichungen (41) zunächst für 





120) Exerc. d’analyse 1 (1826); Oeuvres {2) 6, p. 18. 

121) p. 21. 

122) Ann. de math. 15 (1824/25), p. 150. 

123) Ib. 16 (1825/26), p. 256. 

124) J. f. Math. 1 (1826), p. 16; reproduziert von C. @. Berling, Diss. Lund 
1830 (respond. L. Torbjörnsson), p. 29, 

125) Corresp. math. phys. 6 (1830), p. 279. Er ist noch der Meinung, die 
durch die Methode der unbestimmten Koeffizienten gelieferten Reihenentwick- 
lungen seien immer richtig, wenn sie nur konvergierten. 

126) Grundlehren der Trigonometrie, Bonn 1826, p. 124; p. 239 verifiziert er 
sie durch die Bemerkung, daß die zu entwickelnden Funktionen der Differential- 
Te y” cos2 + 2my sinzcosz + m (m + 1)y= 0 
genügen. Er macht sich unnötige Schwierigkeiten, weil er glaubt, die Maivre- 
sche Formel, die er aus nur für das Intervall (— #/2..- + x/2) geltenden Reihen- 
entwicklungen ableitet, gelte ebenfalls nur für dieses Intervall; dasselbe Miß- 
verständnis findet sich auch noch in der von H. F. Scherk veranlaßten Diss. von 
Fr. Bredow, Wratisl. 1829, p. 31, der p. 29 dasselbe sogar für die Entwicklungen 
von Sinus und Cosinus nach Potenzen des Bogens behauptet. 


Er 
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das Intervall (—»/2-.- +x/2), geht dann zu den übrigen Intervallen 
über und erhält so schließlich die Formel 
(54) (2coskn cosx)" = X cosmkx + Ysinmkz 


me =. Bee 2) 








A.v. Ettingshausen'?”) hat zwar Bedenken gegen den Grenzüber- 
gang von r<1 zu r= 1, glaubt aber, sie fielen weg, wenn man zu- 
nächst die allgemeineren Reihen 


(55) Dir [nz + 0) 


untersuche. 

Zum Abschluß sind diese Diskussionen erst durch N. H. Abels 
Untersuchung der Gültigkeitsgrenzen der Binomialreihe gekommen, 
von der man wohl annehmen muß, daß sie gerade durch sie angeregt 
worden ist!®#). Abel zeigt, daß die Reihen (37) und die aus ihnen 
weiter abzuleitenden Reihen 


bei m > 0 für jedes x, 
wenn —1<m<O im Innern der nachher anzugebenden Intervalle, 
wenn m <— 1 überhaupt nicht 


konvergieren!?®), und daß die Gleichungen (37) durch die folgenden 


zu ersetzen sind!?®): 


© Zoll @+2mntm]latme) 
(C&k&—Dr<e<@k-+ De). 


Indem er diese Gleichungen kombiniert und 2x für & schreibt, er- 
hält er!#t): 


(57) I’(") eos («a — 2n«) = |2 cosx|" cos (ae — mx +2mkn), 


en <a<!ttt,) 


127) Zeitschr. Math. Phys. 1 (1826), p. 107. In der Verwerfung der Anwen- 
dung der Methode der unbestimmten Koeffizienten auf dieses Problem stimmt 
er ib. p. 378 Poisson zu. 

128) Vgl. die unter 61 zitierten Briefstellen. 

129) J. f. Math. 1 (1826); Oeuvres 1, p. 239. 

130) p. 246. 

131) p. 249. Da er kein Zeichen für den absoluten Betrag hat, muß er jede 
Gleichung noch in zwei zerlegen. Für positive Werte von m gelten die Formeln 
einschließlich, für —1<m<{0 ausschließlich der Grenzen. 
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und daraus endlich '#?): 


X = |2 0087|” cos mkz | 


(58) (kr 5 <a<ia +), 


Y=|2cosz|" sinmkz| 
und für die entsprechenden Reihen mit Gliedern abwechselnder Vor- 
zeichen: 


X, =]|2 sinz |” cosm(k + 4) 


(69) Y, = |2 sin x |" sin m (k + 4)n 


(kr <a <(k+1)m). 
Gleichwohl ist auch später noch darauf nicht immer Rücksicht 
genommen worden. So geht eine neue Abhandlung von Crelle'®) von 


der Formel 
(60) (2 cosz)"—= X, +iY, 


aus, beschränkt sich aber gleich auf die Voraussetzungen 
m>0, —Z<a<?- 


Er fragt dann zunächst'*), wie r gewählt werden müsse, damit Y, = 0 
werde; er schließt, daß die Bedingung hierfür von & nicht abhängen 
könne, und findet als Antwort: cos 2mrx muß =1 sein. Also sei 
Y,=0, X,= (2cosz)”. Von dem so gewonnenen Resultat geht 
er dann zu andern Intervallen über. 

Berling'®) setzt auseinander, daß die Gleichung Y,=0 schon 
deshalb nicht allgemein richtig sein könne, weil sie durch die Sub- 
stitution von + für x in Y, sin mx + X,cos mx = 0 übergehe 
und also dann auch X,=0 sein müßte; im übrigen benutzt auch er 
die Binomialentwicklung von (e'* + e‘*)” unter Berücksichtigung aller 
Werte der vieldeutigen m" Potenz. 

@. Peacock‘?®) behauptet ohne Beweis, es sei 





4 Be en a 
6 Pr cos 2mr x sin mr für cos2>0, 
I PER 
(61) |2 cosz a 


für cosr <0O 





cos (?r + 1)mn — sin (@r+1)mn 


[was nur für — - <z< = richtig sein würde]. 
Daß Y im Intervall (— x/2 <x<.n/2) identisch Null ist, be- 


132) Ein im Nachlaß Abels vorhandener Anfang einer direkten Behandlung 
der Reihen (41) (vgl. Oeuvres 2, p. 286) ist nicht veröffentlicht. 

133) J. f. Math. 5 (1830), p. 197. 

134) p. 201. 

135) Diss. 117, p. 25. 

136) Brit. assoc. rep. 3, f. 1833, p. 262. 
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weist auch E. E. Kummer'?”) durch Differentiation einer seiner hyper- 
geometrischen Reihen. 

J. A. Grunert"®) beweist die Richtigkeit der Gleichungen (58) und (59) 
mit Hilfe der Funktionalgleichungen, denen ihre beiden Seiten genügen. 

‘Auch in der folgenden Zeit werden die Formeln noch zuweilen 
einfach durch Einführung komplexen Arguments in die Binomialreihe 
abgeleitet, ohne weitere Erörterung der Berechtigung zu diesem Ver- 
fahren; so die Gleichung (32) von Barfuß'”) und die Gleichungen (37) 
für negative m von R. L. Ellis.) Meist aber wird die Abelsche Kon- 
vergenzuntersuchung??) mit einer oder der andern mehr oder weniger 
glücklichen Modifikation wiedergegeben, gewöhnlich ohne Erörterung 
der Berechtigung, in den Formeln zur Grenze r = 1 überzugehen; so 
bei E. H. Dirksen“*), bei J. A. Grunert“%), bei J. Dienger‘“*), bei 
Schloemilch'*). Eine ausführliche Erörterung gerade dieser Berech- 
tigung findet sich bei E. J. Bjoerling"); eine kurze Darstellung des 
ganzen Beweises, unter Bezugnahme auf die allgemeine Theorie des 
Verhaltens einer Potenzreihe auf dem Konvergenzkreis, bei O0. Bonnet.'“®) 

Zu einer andern Klasse hierher gehöriger Entwicklungen gelangt 
Poisson‘”) zunächst auf dem Wege, daß er Lagranges Differential- 
gleichung (40) durch eine nach den Cosinus der steigenden Vielfachen 
von & fortschreitende Reihe zu integrieren versucht; er erhält Rekur- 


137) J. f. Math. 15 (1836), p. 166. 

138) Suppl. zu Klügels math. Wörterbuch 2, Leipz. 1836, p. 676. 

139) Arch. Math. Phys. 7, 1846, p. 22. 

140) J. de math. 9 (1844), p. 424, 429 — writings p. 228, 233. 

141) Organon der Analysis 1, Berlin 1845, p. 906; vgl. auch Berl. Ber. 
1845, p. 263. _ 

142) Arch. Math. 8 (1846), p. 288. 

143) J. f. Math. 34 (1847), p. 232; von 1845. Hier ist auch sonst nicht alles 
in Ordnung, z.B. p. 228 unten der Schluß, daß ein unendliches Produkt ver- 
schwinden müsse, wenn jeder seiner Faktoren absolut <(.i ist. Später (ib. 41, 
1851, p. 48; von 1847). summiert Dienger für negative ganzzahlige m erst die 
mit einem bestimmten Glied abgebrochene Reihe und führt dann den Grenz- 
übergang zu unendlicher Gliederzahl aus. 

144) Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 279. Vorher hatte Schloe- 
milch teils nur die Formeln für positive ganzzahlige m (Algebraische Analysis, 
Jena 1845, p. 168), teıls nur diejenigen für r<{1 (ib. p. 219; Differentialrech- 
nung p. 220) gegeben. 

145) Upsala n. a. 13 (1847), p. 156. 

146) Brux. mem. cour. in-4° 23 (1850), p. 113. 

149) Bull. Ferussac 4 (1825), p. 348. Er bemerkt, daß das Integral nur schein- 
bar zwei willkürliche Konstante enthalten könne, daß also P zu Q proportional 
sein müsse. Nur könne der BEOBOT IRRE in jedem Stetigkeitsintervall 
ein anderer sein. 
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sionsformeln für die Koeffizienten, vermöge deren sich alle durch die 
beiden ersten ausdrücken, und damit das Resultat in der Form: 





(62) cos"z=AP-+BOQ, 
m i m (m 2) 
wo Bm cos 254 GISmrn cos4r+:-., 


. 1)(m — 
Q cr +” rer lol, Bet ern wbr+:.. 








Die Rekursionsformeln verifiziert er dann noch, indem er in der (auf 
das Intervall (0 .. 3) bezogenen) Integraldarstellung der Koeffizienten 


partielle Integrationen ausführt; für die Anfangsglieder begnügt er sich 
mit der Bemerkung, daß man sie durch Einsetzen spezieller Werte 
in die Reihen bestimmen könne. A. Cauchy") erhält 


ı _ Tm+nD 2 
gm—i1 Mm ı\\2 

(&+9) 
aus der Integraldarstellung der Koeffizienten. 

van Rees'”') zeigt, daß man zwar diese Entwicklungen, dagegen 
nicht die von cos”& nach den Sinus der Vielfachen von x, nach dem 
Verfahren von Lagrange'%) erhalten könne. 

E. E. Kummer'’*) gewinnt entsprechende, nur durch abwechselnde 


Vorzeichen der Glieder sich unterscheidende Entwicklungen für sin” z, 
indem er die Binomialentwicklungen von 
(1-+ exp iz)" und (1 + exp (— in)” 

miteinander multipliziert; die Koeffizienten bestimmt er zunächst, in- 
dem er durch logarithmische Differentiation Rekursionsformeln für 
sie gewinnt; dann zeigt er'°®), daß sie sich als hypergeometrische 
Reihen mit dem vierten Argument 1 und also als Quotienten von 
Gammafunktionen ausdrücken. 

Fr. W. Newman, mit der vorangehenden Literatur der Frage 
offenbar ganz unbekannt, leitet die Möglichkeit solcher Entwicklungen 
daraus ab, daß man (2 cos x)” nach Potenzen von log (2 cosz) ent- 
wickeln, für diese Funktion die Entwicklung (145) benutzen und 
schließlich die auftretenden Potenzen und Produkte der Cosinus wie- 


(63) cos" = 





150) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 422. 

151) Corresp. math. phys. 6 (1830), p. 283. Die versprochene Fortsetzung ist 
nicht erschienen; van Rees ist nach der Notiz ib. p. 395 infolge der politischen 
Ereignisse ausgewandert. 

152) Preisschr. Halae 1832 (Scherk gewidmet), p. 9. 

153) p. 12; p. 10 weist er auf die Übereinstimmung seiner Resultate mit 
denjenigen von Abel 3°) hin. 
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der durch lineare Funktionen der Cosinus der Vielfachen der Argu- 
ments ersetzen und umordnen könne'%), Zur Bestimmung der Ver- 
hältnisse der Koeffizienten dieser Entwicklung bedient er sich der 
Differentialgleichung (40), zur Bestimmung des Anfangsglieds seiner 
Darstellung (364) durch ein bestimmtes Integral '”?). 

Andererseits können diese Entwicklungen natürlich auch von der 
Integraldarstellung der -Koeffizienten (Nr. 16) aus erhalten werden. 
Zur Auswertung der dabei auftretenden Integrale hat bereits L. Euler 
den Anfang gemacht, indem er einerseits die Identität 


(m + n) [ sin"! sin (n + 1)xdx 


(64) ren 
—= 2sin”zsinne + (n — m) [ sin”- !zsin(n— 1)xdx 


und drei analoge ableitet, die aus ihr durch Vertauschung des einen 
oder des andern Sinus mit einem Cosinus hervorgehen’); anderer- 
seits die folgende!?”): 


(65) (m’—n?) [ cos” z cosnzdz = — n cos" x sinn? 


+ m cos” -!x sinz cosnz + m(m — 1) f eos"? cosnxdz, 


154) Cambr. Dubl. math. j. 3 (1848), p. 61. 

155) Das Bedenken: ob man aus dem Verschwinden aller folgenden Glieder 
der durch die Integration entstehenden Reihe schließen dürfe, daß auch ihre 
Summe verschwinde — sucht er durch eine Untersuchung der Konvergenz der 
durch unbestimmte Integration entstehenden Reihe zu zerstreuen. Dabei benutzt 
er eine nur für positive m geltende asymptotische Darstellung der I-Funktion 
und kommt so zu dem falschen Schlusse, für negative m sei die Reihe stets 
divergent. 

156) Petrop. n. acta 6 (1788[90]), p. 38; 7 (1789[93]), p. 22 (beides von 1776). 
Seine Absicht ist dabei auf die Auffindung algebraischer Kurven gerichtet, deren 
Bogenlänge sich durch Integrale gewisser vorgegebener Formen ausdrücken läßt. 
Für mn fällt das zweite Glied rechts weg; J. Liowville bemerkt dazu (J. de 
math. (2) 19 (1874), p. 189): man könne die Ableitung der so entstehenden For-* 
meln vereinfachen, wenn man je zwei von ihnen unter Benutzung komplexer 
Größen in eine zusammenziehe. Einzelne dieser Rekursionsformeln auch bei 
@. Frullani, Mem. soc. ital. 19 (1820), p. 228 (von 1818); bei $. D. Poisson, Bull. 
Ferussac 4 (1825), p. 350; in anderer Bezeichnung bei E. E. Kummer, Preisschr. 
Halae 1832, p. 16. 

157) :Petrop. n. acta 11 (1793[98]), p. 124 (von 1777). N. Fuß (Petersb. mem. 
4 (1811[13]), p. 210, 212 (von 1806)) leitet aus entsprechenden Formeln Darstel- 
lungen der Quotienten 

rt 


z 
X cos ; cos 
sin" | a Inadz: sin? | > Inadz 
. sin sin 
v 0 


durch Quotienten unendlicher Produkte ab (auch für nicht ganzzahlige m, n, ?). 
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die durch Einsetzen ‚der Grenzen für ganzzahlige n die Rekursions- 


formel: 


(66) Some cosnzdı = — 2 [eosm- ?xcosnzdz 


0 


liefert. Diese führt ihn zunächst, wenn auch m eine ganze Zahl ist, 
zu dem Resultat: 


(67) Ser" x cosnzdx=0 für m<n und für m>n,m—n ungerade; 
0 


 fürm=n wird sie illusorisch, er erhält aber erst für die kleinsten 
Werte von n, dann allgemein durch Benutzung komplexer Größen ®®): 


(68) Ss x co8nxtdx = 5 
0 
und daraus durch abermalige Anwendung von (66): 


n 


(69) Seo” x cosnzdı = (r) Si für m>n, m—n=2r gerade. 


0 
8. D. Poisson'*®) erhält aus seinen Gleichungen (594) speziell für 
Fd)=(1-+ 2)": 


2 72/2 = 
(70) —( REN )/[; cos” x cosmx PE or 
ö 


— 2rcos2x-+r? 








n/2 
4r (’cos”zsinmzsin2x __ fi+r\” 1\m 
(71) ES TE da ( 2 ) Ih 
und durch Entwicklung beider Seiten nach Potenzen von r und 
Koeffizientenvergleichung: 








nı/2 


(72) SR). 
0 


sin mx sin 2nz 


158) p. 130. Er benutzt die Resultate, um die Koeffizienten der Entwick- 
lung einer Funktion nach den Cosinus der Vielfachen von x durch die Koeffizienten 
ihrer Entwicklung nach den Potenzen von cos x auszudrücken. — Die zuweilen 
sich findende Angabe, Laplace habe die Werte der Integrale (69) in seiner theorie 
analytique des probabilites gegeben, ist unrichtig; es finden sich dort (oeuvres 7, 
p-. 240) nur asymptotische Werte derselben für große m. 

159) J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 489; auch conn. des temps pour 1836[33], 


add. p. 7. 
160) Oeuvres 2, p. 79 (zuerst 1839 in der Ausgabe von Holmboe publiziert). 
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N. H. Abel‘) setzt in der Gleichung 


co8 (r arc tg *) d 
(73) TER r t u a 1 
{ vr ze" 140 2 (1+r)” 
die einen speziellen Fall einer in Nr. 103 zu besprechenden Gleichung 
vorstellt, r=1,t=tg x; so erhält er wieder [Eulers] Gleichung (69). 


A. Cauchy'*') gewinnt aus seinen Residuensätzen die Gleichung 








+®© 
s dz _.. x T(a+b-—1ı) 
rn A+ist— in? „er -1. Tor ’ 





die durch die Substitutionen 


z=tgr, a+b—2=m b—ı=n 
in i 


2 
T’(m +1) 

(75) cos" x cosnzdzı = = 
aa lee 


übergeht; sowie die speziellen Gleichungen !#2): 








) 


nz 
2 





(76) fer: cos mıdı = a 
0 
n 
# 
(77) fnzeos (7 ur ma) dx = Free 
0 
24 0 für ungerade m, 
18 feos”: de = 
u ’ ee —D für gerade m. 


Auch erhält er solche Formeln!“®), indem er in den ebenfalls aus Re- 
siduensätzen folgenden Gleichungen: 


(1—r cos«) cos”. - 
(79) N; dx 


MX x 
rsinzsin—|(1—2rcosxc-+ r?) BR n 


® —MmAziti+r®]) (r<l) 


beiderseits nach Potenzen von r entwickelt. 





161) Mem. sur les integrales definies, prises entre des limites imaginaires 
Paris 1825, p. 40; Ann. de math. 17 (1827), p. 109, 127. Ohne Beweis auch Bull. 
Ferussac 3 (1825), p. 221. 

162) Exerc. de math. 1, 1826 — Oeuvres (2) 6, p. 278, 280. Gleichung (76) 
ebenso auch bei M. Ohm, Krakac der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 207. 

163) Ann. de math. 17 (1827), p. 124. 
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Die allgemeinere Formel 





% R g > a RN ar" (m+ 1) 
0) (a + 2r cosx + r?)? cos (nz — my)dz -To+FDrm-nFn 
vu 


rsinz 


(r <1, n ganzzahlig, tgp = ——— ) 


1l—rcosz 
aus der (69) sich für r—=1 ergibt, ist von 0.J. D. Hil'®) ange- 
geben und von Th. Clausen'®) durch geeignete Verbindung des reellen 
und des imaginären Teils der Entwicklung von (1 -+ rexp ix)” be- 
wiesen worden. 
Die Werte der Integrale (75) können auch aus einer Formel von 
v. Schmidten‘®) entnommen werden, der überhaupt das Integral 


(81) Sre cos«) cosnada 


durch die Koeffizienten der Entwicklung von f(£) nach Potenzen von 
t ausdrückt. 

Auch E. E. Kummer‘) geht zur Bestimmung dieser Integrale 
von einer allgemeinen Identität aus; ist nämlich 


S 
9) = Au, 
n=Üü 


so ist: 


— I(m + n)T(p) ö 
(82) “em nl. . 
2 Pm)T(p+n furta—up-m-iau 





Wird in diesen Formeln 
h \ sin (2p —1)x 
u=sin’z, p(u) = cos2px oder — Fe Fr 
gesetzt, so lassen sich die links stehenden Reihen elementar sum- 
ınieren, und es kommt: 


nı/2 


We 2 I’(m) T’(p) (cos | m 
(83) fsin la cosP el me tr) ne 
0 





Wird aber m = 1/2 genommen, p durch p/2 + 1 ersetzt und 


u= sin’z, gl(u) = cosnz, 

164) J. f. Math. 7 (1831), p. 103. 

165) Ib. p. 309. 

166) J. f. Math. 5 (1830), p. 396. 

167) Ib. 17 (1837), p. 215; in anderer Darstellung ib. 20 (1840), p. 2. Vgl. 
auch O. Schloemilch, analytische Studien, 1, Leipz. 1848, p. 155, sowie Oettinger, 
J. f. Math. 38, 1848, p. 217. 
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so kommt: 
f 71/2 
- u. Tp+1) 
9 J cosP« cosnade = ei P@r)r @ =.) 
und daraus: 
(85) frei) =: nade = — ze zung 


J. Binet“®) kommt zu diesen Formeln von ‚der anderen Seite her, 

indem er nämlich den Quotienten 
Bi,t 

(86) Prerh — r) 
in eine Fakultätenreihe entwickelt und diese dann durch bestimmte 
Integrale summiert. 

J. L. Raabe leitet zunächst 169) für unbestimmte Integrale der 
Form 


„ . cos” & 
(87) Ser na ine x da 
Rekursionsformeln ab, ersetzt in diesen n durch ni und trennt Reelles 
und Imaginäres; Einsetzen der Grenzen gibt ihm dann’): 





yg | nz 
(88) Joost" « ad da — 2m ; 
sinn« - N ni? 
fi) \ N— cos =: 


(89) Frower: a [rn }da er Y(n RR 0, | 
sinn R im + = , 


; N sin — 
(90) 7 sin! a [re au FR Ra); 
sin n« n nn 
0 1— N cos u 
70/2 1 a; 
1+-— N, sin — 
: c08 N n 2 
91) feiner [irn8 au — un w) ah 
Ö —N, cos, ® 


168) J. Ec. polyt. cah. 27 (1839) p. 164; er zeigt, daß seine Resultate mit 
denjenigen von Cauchy !*!) und Poisson !°®) übereinstimmen. p. 197 leitet er aus 
ihnen einen asymptotischen Ausdruck für große Werte von m ab. 

169) Differential- u. Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 145. 

170) p. 240. Daß Raabe erst 0 und oo, dann =/2 und oo als Grenzen 
nimmt und sich dabei auf seine in Nr. 30 erwähnten Anschauungen stützt, macht 
die Resultate scheinbar von diesen abhängig; aber nur scheinbar. 
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wobei: 
pn, u) ls. n’) = (2u)l, 
k=1 
u 
vu): ] Jar + m) (2u + 1)!; 
s k=1 
n" Mean) _,,__ Wanda nd)---(2u—9?—n®) 
mars? mer | (Zu)! 
a ee. ee TE n’1—n?)(8’— nn?) --- ((2u — ?—n?) 
u. 1 8! LT WER SV ERURRE RE ER N 


und zwar gilt jede dieser Gleichungen für alle Werte der Expo- 
nenten, für die der Nenner der rechten Seite nicht Null wird. 

J. A. Serret!'") leitet Cauchys Formel (75) durch eine ziemlich 
umständliche und die Einführung komplexer Größen nicht genügend 
begründende Rechnung mit der Integraldarstellung der Gammafunk- 
tionen ab. Für die drei andern Funktionen erhält er eine Darstellung 
durch ein anderes bestimmtes Integral, z. B.!"?) 


n ı m-n m+n 


. T(m + n) ee, 
92 cos" x sinnzdx = —— oe 
h | re+i)r "5 +1) a+Hy"Ha—n 


Für den Fall n=m- 2k, k ganzzahlig, erhält er!’®) durch wieder- 
holte partielle Integration Formeln ähnlicher Art wie die von Raabe (91). 
Auch hat er die Formeln’): 
n2 
(93) Js! . 








(a — p)adz 


“ : 


_2Ben9) 
. Bd 





= 1 
HAN award tert) 


und aus ihnen für 2r=2s=p»--g, wenn noch x durch z/2 er- 
setzt wird: 


eine jesusen 
E 


0) Jenna nn dr 2 Im) Fortan) 
0 








nz 
7] 
a 
n 


171) J. de math. 8 (1843), p. 2; andere Darstellung ib. p. 491. 
172)p 7. 
173) p. 9. 


. 174) p. 12. 
66* 


854 IA12. H. Burkhardt. Trigonometrische Reihen und Integrale. 


OÖ. Schloemilch”®) erhält Ausdrücke für die Integrale 
7/2 
[ cos 


cos Pa cot? & si 
sın 


| pada, 


0 
0/2 


cos uesin (n-+ 1)« 
fort: atg" ia Fe ie \ de, 


lsin ua cos(n + 1)«J 


0 
nı/2 
i 3 1)« 
9 3 gurn—i to RHEIN T- 
(5) fe ad lsinuesinn-+1)« de, 
0 
71/2 


[ cos" +?” & cos uede, 
® 


0 
22 
. 
RE EB 
=] cos esın uatg ade 
0 


in denen m eine gerade, n eine beliebige ganze Zahl, u eine beliebige 
Zahl bedeutet'‘®), durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge in 
den Doppelintegralen 





I N, dedu 
Zn ren y 
®. # 


y” = u” \ U sin ug 


"Puls jrcosug 
l NER dEdu, 
e « 


wer lv sin ug 


unter Benutzung der hier unter Nr. 59b und € besprochenen Formeln, 
und Einführung einer neuen Integrationsvariablen. 

M. Ohm beginnt!'”) mit der Ableitung von Rekursionsformeln 
für die unbestimmten Integrale; indem er dann die Grenzen einsetzt, 
bestätigt er!"®) Raabes Resultate !®). 

Die unter den Voraussetzungen: 


Tr 7 
ee VRRC2 
gültige Entwicklung der Potenzen von cosxz nach den Kosinus der 
175) J. f. Math. 33, 1846, p. 354. 
176) d.h.natürlich nur eine solche, daß die betr. Integrale Bedeutung haben. 


177) System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 36. 
178) p. 48. 
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Vielfachen von «x: 
(96) cos" x 


© 
co8 Nnax 


«Im 1) 1 = 

m + Be mtkne  \/m—na, .\ 

fr (+1) ar r( +) r(’ 4 + | 

erhält A. Cauchy'"®) durch Anwendung der Integraltheoreme auf das 
2 


Intervall (0 .. =): E. E. Kummer") gewinnt diese Reihe sowie die 


entsprechende Reihe für sin” x, zunächst für « = einer Potenz von 4, 
indem er die Entwicklungen von sin"z und cos” x ausmultipliziert, 





P17 . . 
dann x durch x —:; ersetzt und diese Prozedur unbegrenzt wieder- 


holt. Außerdem hat er noch allgemeinere Formeln, aus denen dann 
wieder durch Spezialisierung z. B. die folgende hervorgeht !®"): 
+0 





T(m + ı) cos (2a + 2nz) 
(97) co Kr — — ——— a 
2 then, Ar rarndi)Rennn ) 


R—Ya<a<(h+ Ya; 
in ihr müßte ihrer Ableitung nach « zunächst ein Bruch sein, dessen 
Nenner eine Potenz von 2 ist, Kummer nimmt sie aber dann für be- 
liebige reelle « in Anspruch. 
Später?) erhält Kummer solche Entwicklungen als Spezialfälle 
hypergeometrischer Reihen. 
Die Koeffizienten der Entwicklung 


Gr cosnx für zerade /; 
(98) cos’ x sin'z — >’ RN: | ie 
n 


sinn? „ ungerade /; 


erscheinen bei A. Cauchy (für ganzzahlige j, k) zunächst!®) in der Ge- 
stalt von Summen von Produkten von Binomialkoeffizienten. Später =) 


179) Exerc. de math. 2, 1827, = Oeuvres (2) 7, p. 424. Die Annahme « — 2 
liefert die Gleichung (62) mit B=0. 

180) Preisschr. Halae 1832, p. 16 für «— 4; ib. p. 21 und J. f. Math. 14, 1835, 
p- 110 für «= einer Potenz von 4. Nachdem die Form der Entwicklung auf 
dem im Text angegebenen Wege festgestellt ist, bestimmt er (p. 24 bzw. 114) 
die Koeffizienten auch noch durch ihre Integraldarstellung, indem .er die Inte- 
grale mit Hilfe von Rekursionsformeln auswertet. 

181) J. f. Math. 14, p. 119. 

182) J. f. Math. 15 (1836), p. 165. 

183) Turiner Mem. von 1831, p. 75. 

184) Paris C.R. 11, 1840, p. 474, 505 = Oeuvres 1 (5), p.309, 314. Das Vor- 
zeichen ist an der letzteren Stelle richtig. Noch später (Paris C. R. 12 (1841), 
p- 92 — Oeuvres (1) 6, p. 25 nennt Cauchy N, ;,, das, was er vorher ER, jek 
genannt hatte. 
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schreibt er diese Summen — sie sind „Cauchysche Zahlen“ genannt 
worden — in der Gestalt 


(99) H,;, =m2C 1)#- (( Murion ) 


2 
und gibt für sie die Rekursionsformeln: 
(100) Mn Ir Ralıyoua “ RT 


N ıs a he un RR . 
6. Anhang zu Nr. 5. Anhangsweise sei noch das Integral 


1 sin en ! E 
(101) ıf 1 | eosnade 


” sin 
ag 
2 





0 


erwähnt, durch das. sich der Koeffizient von at” in der Entwick- 
lung von 


u 


(102) (Da) 


vu 
ausdrückt. P. S. de Laplace!®°) gibt dafür mit Hilfe seiner Methode 
(Nr. 109) den folgenden für große Werte von s geltenden asympto- 
tischen Ausdruck ’ 

@u+1’Y3 — 3n? 
(103) Vera. (er 5) 
Ebenso gibt er!%) für ein bei einem ähnlichen Problem auftretendes 
‘Integral den asymptotischen Ausdruck: 


(104) Ne ©) cos nade A VALB exp (=) . 
ö 


Ferner sei hier noch angeführt, daß A. Cauchy '?") die Koeffizienten 





der Entwicklungen von (tg 3) nach den Kosinus oder den Sinus der 


. Vielfachen von & durch Entwicklung beider Seiten der Residuen- 
formeln 


rg: 2 (te 5)'« _. @f sec \8% rl 
m) fd sin « Pe [1-(655)] 


0 





nach Potenzen von r erhält; 

185) Theorie analytique des eier 5; livre 1, Nr. 36 (p. 162 der Aus- 
gabe von 1847). 

186) Ib. Nr. 42 (p. 186). Laplace gibt hier auch noch weitere Glieder der 
Näherungsformel. 

187) Ann. de math. 17 (1827), p. 125. 
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daß E. E. Kummer'**) die Koeffizienten der Entwicklung von 
(106) cos” x cos (2 arctg x) 


durch Grenzfälle hypergeometrischer Funktionen von z ausdrückt; 
daß J. Binet!) für 


(107) fu + 2 c0sa)'da 


einen Ausdruck durch eine konvergente Fakultätenreihe ableitet; 
endlich, daß A. Meyer'?®) die Entwicklungen von 


n x 1 nf? x 
elta. (7 ar 3)» 
mn T m T i 
"7 TAB 
für ganzzahlige m erhält, indem er in den unter ®°) erwähnten Po- 
tenzreihen die Variable durch sinx oder cosxz ersetzt, deren Po- 
tenzen durch die Funktionen der Vielfachen von x ersetzt und um- 


ordnet; die Koeffizienten erscheinen in der Gestalt hypergeometrischer 


Reihen. 


7. Trigonometrische Entwicklung rationaler ganzer Funktionen, 
Die Bernoullischen Funktionen. Zu der ersten hierher gehörigen 
Reihe ist L. Euler zunächst auf einem merkwürdigen Umweg ge- 
kommen"®!): indem er nämlich die höheren Differentialquotienten der 
Funktion are tgy mit Hilfe der Substitution y= cot durch die all- 
gemeine Formel ausdrückt 


(109) a _ m —= (— 1)*"!(n — 1)!sin"zsinnz 


(108) 





und dann arc tg 0 — Zi nach der Taylorschen Formel entwickelt, 
erhält er: 
= 


188) J. f. Math. 17 (1837), p. 285. 

189) J. Ec. polyt. cah. 27 (1839), p. 329. 

190) Brux. mem. 21, 1848, p. 14. 

191) Institutiones calculi differentialis, Laus. 1755, II, $ 87, 91, 92. Euler 
teilt die Formel schon 1744 als Probe der von diesem Buch zu erwartenden 
neuen Resultate ohne Beweis an Goldbach mit, corresp. 1, p. 279. Wenn 
Littrow (Petersb. mem. 7 (1815/16[20]), p. 121) — x/2 anstatt (m — x)/2 als Summe 
der Reihe findet, so beruht das auf einer unrichtigen Annahme über die den 
vieldeutigen Funktionen in der Identität 


rsinz 
SEE ee Se t t 
is yaee ON arctg (+ tg x) 


beizulegenden Werte. 
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Um dieselbe Zeit’) kommt er von der divergenten Reihe (25) durch 
Integration zu: 


(111) Sina — geinda+tgeindg 4-5 
und unter Benutzung der schon früher von ihm gefundenen Formel: 
1 1 ıc* 
1— 745 —-+-.-5 
zu: 
2 2 
(112) cos 8 — 2-608 2% = > 083% le Re 5 7. 


Ebenso gewinnt D. Bernoulli!?®) unter Benutzung der Leibnizschen 
Reihe für x/4 aus (25) die Gleichung a und aus ihr durch weitere 
Integrationen: 


(113) cosa + 2 eos22 + 4083er + +. — —- kt 
(114) sinz + > sin2r +, ‚sind ++ —-7 se en 
(115) os +; Geos2c +. nee 
(116) sina + gina + rt 


Er zeigt, daß man dabei die Summen der reziproken Potenzen der 
natürlichen Zahlen nicht als bekannt vorauszusetzen braucht, sondern 
sie mit erhält, wenn man zur Konstantenbestimmung nicht nur einen, 
sondern zwei spezielle Werte von x herbeizieht. Auch bemerkt er, 
daß diese Gleichungen nur für das Intervall (0...2x) gelten; für 
andere Intervalle seien die Integrationskonstanten anders zu be- 
stimmen 1%), 

In einer derselben Zeit angehörenden Abhandlung über bestimmte 
Integrale'*°) beginnt Euler mit den als rekurrierende Reihen aufgefaßten 
Entwicklungen (2) und (3), deren linke Seiten er bzw. mit P und 
Q bezeichnet. Er zeigt, daß 


(117) : eo — — [ Qdz = — log(1 — 2rcosxc-+r?), 


. (118) I — /[ Paz = arctg a a 

EN rm 1—rcosx 

192) Petrop. n. comm. 5 (1754/55[60]), p. 204. @. Frullani (mem. soe. ital. 
19 (1821), p. 235; von 1818) gewinnt die Gleichung (111), indem er (3) nach r 
zwischen den Grenzen 0 und 1 integriert. 

193) Ib. 17 (1772), p. 6; daraus S. D. Poisson, J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), 
p. 313; 19 (1823), p. 412. 

194) Petrop. n. comm. 17 (1772), p. 8; ebenso Poisson, J. Ec. polyt. cah. 
19 (1828), p. 411. 

195) Petrop. n. comm. 19 (1774) = instit. calc. integr. 4 (1794), suppl. V. $ 32. 
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ist; durch Wiederholung derselben Operationen gelangt er zu Glei- 
chungen zwischen den mehrfachen Integralen von P und Q nach r und x. 
In den nach x genommenen Integralen kann man die Substitution r —1 
schon vor der Integration ausführen; aus P entstehen dabei die Reihen, 
von denen hier die Rede ist. Euler gibt noch die Formeln für 


BaIE ung Spree 
und sagt dann, das allgemeine Bildungsgesetz sei nun hinlänglich klar. 
Für die Konstantenbestimmung schließt er sich jetzt an das Verfahren 
von D. Bernoulli an, das er um so bemerkenswerter findet!®), als er 


früher geglaubt habe, die Summen der reziproken Potenzen ließen 


sich auf keinem andern Wege als dem ursprünglich von ihm ein- 
sinnz 


geschlagenen finden. Außerdem gibt er noch den Satz, daB > 4; 
durch z(x — x) (2x — x) teilbar sei !?”). 

In einer erst aus dem Nachlaß veröffentlichten Abhandlung aus der- 
selben Zeit!?®) gelangt Euler zu der Formel (111) noch auf einem andern 
Wege, indem er nämlich in der Interpolationsformel, welche die Funktion 
2-!sin z durch ihre speziellen Werte firrz=0, +1, +2,::,+n 
darstellt, zu 2= (0 und n = oo übergeht. 

‚J. Landen‘) gewinnt die Formel (111) aus der logarithmischen 
Reihe durch Übergang zu einem komplexen Argument, dann (110) durch 
Vertauschung von x mit m — x, die weiteren Formeln durch Inte- 
gration; die Konstanten a er wie Bernoulli. 

J. Fr. Pfaff‘) will die Formel (111) dadurch beweisen, daß er die 
einzelnen Reihenglieder nach Potenzen von x entwickelt und dann 
die Summationsreihenfolge vertauscht, indem er den dabei auftretenden 
divergenten numerischen Reihen bestimmte Werte zuschreibt. Das- 
selbe Verfahren wendet er dann auf die weiteren Reihen an; er erhält 


196) 8 56. 197) 8 48. 


198) Opuscula analytica 1, Petrop. 1783, p. 166; von 1772. Er leitet aus ihr 
sinn 





noch die Formel (112) und eine weitere für 


199) Math. memoirs 1, London 1780, p. 69—74. a Interesse geht haupt- 
sächlich auf die numerischen Reihen, die man durch Annahme spezieller Werte 
für x erhält. 

200) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 5; ebenso 
J. A. Eytelwein, Grundlehren der höheren Analysis 2, Berlin 1824, p. 687. Das 
Verfahren würde sich wohl in eine strenge Ableitung verwandeln lassen, wenn 
man von der Gleichung (15) ausginge und den Grenzübergang zu r—=1 erst am 
Schlusse vornähme. M.Ohm (Petersb. mem. pres. 1, 1831, p. 127; von 1825) er- 
gänzt es durch eine Betrachtung, die auf der Benutzung des Lagrangeschen 
Restglieds der Taylorschen Reihe beruht. 
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so allgemein: 


(119) sinz — erh Unsinn + mad um 
8 a2k—=3 rer 
ac "ren Ear- mer : +ye- (eK — ji’ 
2 3 
(120) 008 8 — Ser + er + -Dd4nr 


= 2k—2 BE 
2 en a et) ii tz aH' 
Die Substitution = x gibt Rekursionsformeln zwischen den auf- 


tretenden Summen. Zu den Summen der entsprechenden Reihen mit 
lauter positiven Gliedern gelangt er dann mit Hilfe der Identität: 


2... sinn® _ sinnz sin2nz 
pa ae. y De Shan nak-1 9-3 nak-1 


Nachher macht ihm merkwürdigerweise dieser Übergang Bedenken; 
er entwickelt daher”) die endliche Summe 





sin2x sinnz 


BR Ta ehe haar 


nach Potenzen. von x, setzt ne —=z und führt dann den Grenzüber- 
gang zu n = 00 an den einzelnen Gliedern aus; so erhält er Kg Summe: 











g> 25. sinns 7 
+ Zt u nt - u fi 


Das würde für n u.a ‚ also auch z = an n/2 geben; daß er 
doch den richtigen Wert herausrechnet, beruht darauf, daß er erst 


noch > —=Xx 93 + 1 beiderseits addiert und dann nicht > 1l= 


sondern S1+ I +1=n benutzt. 
Die Ableitung der Ausgangsgleichung aus der logarithmischen 


Reihe findet sich auch bei $. F. Lacroix?°?), bei Littrow?%®), bei Stein 2%), 
bei R. Lobatto?®), bei Th. Olausen?®), bei A. de Morgan®””). N.H. 


201) p. 118. Man könnte auch dieses Verfahren durch Einführung eines 

Konvergenzfaktors in einen Beweis verwandeln. 
' 202) Trait&E du calcul differentiel et du calcul integral 1, 2me &d., Paris 

1810, p. 9. 

203) Petersb. m&m. 7 (1815/16[20]), p. 112; daraus dann p. 129 die weiteren 
Reihen durch Integration. 

204) Gerg. ann. 13 (1823), p. 112. 

205) Recherches sur la sommation de qq. series ee Delft 
1826, p. 9. 

206) J. f. Math. 4 (1829), p. 283. 

207) Differential and integral calculus, London 1836—1841 heftweise als 
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Abel®®) gewinnt sie, indem er den Grenzübergang, der bei reellem 
Argument von der Binomialreihe zur logarithmischen Reihe führt, 
auch für komplexe Argumente vornimmt. 

Fourier?®) ergänzt die Ableitung der Ausgangsformel aus der 
divergenten Reihe (25) durch Hinzufügung des Restgliedes: 











’ - Her” 
sine — 5 sin22 + — ++ —y— sin Nz 
(121) 2 | "cosl Nx E= = 
a hs Dr 
. 2085 
0 


und zeigt dann durch partielle Integration, daß das Integral rechts 
mit wachsendem N gegen 0 konvergiert. Nachher leitet er dasselbe 
Resultat auch noch aus der Reihendarstellung?!®) und aus der Inte- 
graldarstellung?!!) der Koeffizienten her. Weitere Reihen gewinnt er 
daraus durch Integration ?'°). 
A.M. Legendre?'?) entwickelt in der Eulerschen Integralformel 
"+r® = sinax 


1 
(122) dr = — 


J 1+2rcsxc+r? sinaz sinxz 
0 








beiderseits nach Potenzen von «a und findet so: 





1 
1 (log r)2* sinzdr ee. 
(123) @Rı.) 14 2rcosatr: Ina” 
‘ 


mal dem Koeffizienten von a®* in der Entwicklung von 


rsinax 

ZSIn ar 
nach Potenzen von a. Das Integral in (123) läßt sich aber mit Hilfe 
der Gleichung (3) auswerten; so erhält auch er die Gleichungen (119), 
(120). Nachher zeigt er noch, wie man sie durch Integration aus der 
ersten erhalten kann; die Werte der Summen der reziproken Potenzen 





Bestandteil der library of useful knowledge erschienen, p. 244; durch Integration 
aus den Gleichungen (25) und dann auch die weiteren durch Integration sich 
ergebenden Reihen, p. 608. 

208) J. f. Math. 1 (1826) —= Oeuvres 1, p. 237, 247. 

209) Paris m&m. 4 (1819/20) |24] (Preisschrift von 1811), p. 273; theorie 
Nr. 182 = Oeuvres 1, p. 161. Ebenso für die Reihe (108) Deflers, bull. philom. 
(1819), p. 163. 

210) Preisschrift p. 295; theorie Nr. 216 — Oeurvres 1, p: 202. 

211) Preisschrift p. 305; th&orie Nr. 222 — Oeuvres 1, p. 213. 

212) Exerc. de calcul intögral 2, Paris 1817, p. 108 (publ. 1814). 
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nimmt er dabei als bekannt an. Weiterhin 213) bekommt er dieselben 
Reihen auch noch, indem er in den unter Nr. 13 zu besprechenden Glei- 
chungen beiderseits nach Potenzen von u entwickelt. 


G. Erullani?"*) gewinnt die Gleichung 
(124) am — td ge, uhr 
+ m(m — 1)(m — 2) (m — 3) (m — 4)”. at: .] cos nz, 


sowie die Entwicklung (111) von 2/2 nach den "Sinus der Vielfachen 
von x aus der Integraldarstellung der Koeffizienten. 
A. Cauchy?'°) erhält die Reihen (119), (120) auch aus der 


wendung seiner Residuensätze auf die Funktionen von z: 
1 mcosxz 1 nzesinzz 


(125) RT ne ern 


8. D. Poisson?'®) verifiziert die Formel (119) für k— 2 durch die 
Integraldarstellung der Koeffizienten (Nr. 16). 

N. I. Lobatschefskij?"") untersucht die Konvergenz der Reihe (110) 
direkt mit elementaren Hilfsmitteln; indem er je zwei aufeinander- 
folgende Glieder zusammenfaßt und diese Operation mehrmals wieder- 


holt, findet er: 











gk gk—1 
sinn sin(2n — 1)x 
En Pa on. co 2nan—ı) 
n=1 
k ar ( REN ) 
E32 BERSR Rn "nn — 418"! _1))z 
E= >" 0052008000824 ... c0s2 % Inan_ 
r=2 n=1 
x N a 
+ cos. cos# cos2x cos 2?*-2z sin "aa & 


213) Ib. p. 169-{publ. 1815); ebenso auch $._D. Poisson, j. €c. polyt. cah. 18 
(1820), p. 313 und A. Cauchy, exerc. d’analyse 2 (1827) (Oeuvres (2) 7, p. 357). 

214) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 61, 67; ebenso J. Dienger, J. 
f. Math. 34 (1847), p. 92, 96 (von 1845). 

215) Exerc. d’analyse 2 (1827) (euvres (2) 7, p. 357). 

216) J. Ec. polyt. cah. 21 (1832), p. 203. Wenn er mecanique 2 (1833), 
p- 337, um die Formel für k=1 zu beweisen, die Integraldarstellung der Koeffi- 
zienten nicht direkt auf die Funktion x, sondern auf x? anwendet und dann 
differentiiert, so beruht das auf den in Nr. 42 erwähnten Bedenken. — Die Ab- 
leitung der Ausgangsformel aus der Integraldarstellung der Koeffizienten steht 
auch bei O. Schloemilch (Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, 
p. 10, 22; analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 46) und bei J. Dienger (J. f. 
Math. 34, 1847, p. 92; von 1845). 

217) Kasan Schriften 1834, p. 167 (russ); eine gekürzte deutsche Über- 
setzung verdanke ich Herm Fr. Engel. 
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Läßt man % über alle Grenzen wachsen, so konvergiert die Reihe in 
der ersten Zeile unbedingt; in,der zweiten Zeile ist der Faktor vor 
dem inneren Summenzeichen absolut kleiner als 


1 





3 
A, ae Aueh 
> kn 

23 


also konvergiert auch ‘diese Zeile unbedingt; die dritte Zeile konver- 
giert gegen Null. 

Daß die angegebenen Werte der Summen (110), (111) --- nur für 
das Intervall (— x ---+ x) gelten, außerhalb desselben aber durch 
diejenigen Werte zu ersetzen sind, die sich aus ihnen durch die Forde- 
rung der Periodizität ergeben, hat bereits D. Bernoulli*"®) bemerkt; 
daß man die richtigen Werte auch durch eine sorgfältige Untersuchung 
der in der Gleichung (15) dem arc tg beizulegenden Werte bestimmen 
kann, hat S. D. Poisson®'?) gezeigt; daß der Grenzübergang von r<1 
zu r—=1 einer besonderen Rechtfertigung bedarf, hat aber erst 
N. H. Abel?) bemerkt und sie durch seinen allgemeinen Satz (Nr. 29) 
gegeben. 

Die in diesen Formeln auftretenden rationalen ganzen Funktionen 
hängen enge zusammen mit den sogenannten Bernoullischen Funk- 


218) Petrop. n. comm. 17 (1772), p. 8. 

219) J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 411. J. R. Young, der diese Stelle 
Poissons nicht gekannt und nur unvollständige Ableitungen der Formel (111) 
vor Augen gehabt zu haben scheint, begnügt sich zu sagen, daB man das bei- 
zufügende Multiplum von x in jedem besonderen Falle bestimmen könne (Dubl. 
proc. 3, 1846, p. 47). 

220) J. f. Math. 1 (1826) = Oeuvres 1, p. 247. Um die Konvergenz der 
Reihen für r = 1 behaupten zu können, beruft sich Abel auf einen Satz, dessen 
Voraussetzungen, wie E. @. Bjoerling (Upsala n.a. 13 (1847), p. 174) mit. Recht 
bemerkt, hier nicht erfüllt sind; doch meint Sylow (Oeuvres d’Abel 2, p. 304), 
es liege vielleicht nur ein Versehen vor und Abel habe sich auf sein „Lemma“ 
berufen wollen, aus dem in der Tat geschlossen werden kann, daß die Summe 
beliebig vieler Glieder der Reihe vom mer an nicht größer als 1/(m cos x/2) 
sein kann. Die Schlußweise von O. Schlömilch, Algebr. Analysis, Jena 1845, 
p- 225 wäre, wie Björling an derselben Stelle bemerkt, nur gerechtfertigt, wenn 
"vorher die gleichmäßige Konvergenz der Binomialreihe als Funktion des Expo- 
nenten „ auch für a—=0 und = +1 bewiesen wäre. Noch unvollständiger ist 
die Darstellung bei J. Dienger, J. f. Math. 34 (1847), p. 230 (von 1845), in Schlö- 
milchs Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 279 („da ferner leicht erhellt“) 
und bei 7. A. Stern, Algebraische Analysis, Leipz. u. Heidelb. 1860, p. 423, obwohl 
letzterer p. IV selbst moniert, daß bei Cauchy die Stetigkeit der Binomialreihe 
als Funktion des Exponenten nicht nachgewiesen sei. — Auch bei A. ( 'auchy, Paris 
C..R. 18 (1844), p. 132 = Oeuvres (1) 8, p. 160 wird die Konvergenz der Lo- 
garithmusreihe auf dem Konvergenzkreis nicht bewiesen. 


# 
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tionen (vgl. IC1, Bachmann, Nr. 11; IE, Seliwanoff, Nr. 10; ILA 3, 
Brunel, Nr. 18), d. h. mit denjenigen rationalen ganzen Funktionen 
einer Variabeln x, die für positive ganze Werte dieser Variabeln die- 
selben Werte haben wie die Summen: 


(127) + 22-3” ...4+0%. 
Das scheint lange nicht bemerkt worden zu sein, obwohl bereits 
Euler??!) gezeigt hat, daß die letzteren [wie die ersteren] die Eigen- 


221) Petrop. n. a. 6 (1788 [90]), p. 4 (von 1776). Erwähnt sei, daß von 
englischen Mathematikern verschiedene Entwickelungen der Summe (127) nach 
Fakultäten, mit Hilfe der „Differenzen der 0“, d.h. der Zahlen (A"u"),_, 
gegeben worden sind; so von J. Fr. W. Herschel collection of examples of the 
applications of the calculus of finite differences, Cambr. 1820 (p. 51 der deutschen 
Übersetzung von C. H. Schnuse, Braunschw. 1859); von H. Breen, treatise on the 
summation of series, Belfast 1827, p. 19. 

A. Cauthy (exerc. de math. 3 (1828) — ÜOeuvres (2) 8, p. 184; in etwas an- 
derer, von den Zeichen der Residuentheorie befreiter Darstellung Resumes ana- 
lytiques Turin 1838, $ 9—= Oeuvres (2) 10, p. 84) gibt für diese Summen die 


Residuenformel: a 
i 2 
Den Bu; (@" #5) 


und zeigt, wie man von ihr aus mit Hilfe der schon früher von ihm gegebenen 
Darstellung der Bernoullischen Zahlen zu der Darstellung der Summen als ratio- 
naler ganzer Funktionen 
ar m 1 /n 1 /n 
Rai lad ER 31 un 27 Mg Ron 
D® es ag MALER Terlart Am EZ +; 6) + 
gelangen kann. 
Damit der Sache nach identisch ist O. Schloemilchs Darstellung 


; dt” 1—e"! =() 
(Arch. Math. Phys. 10, 1847, p. 342). Fr. Arndt @. f. Math. 31, 1846, p. 249) er- 
setzt in der Definitionsgleichung 


I)-fa—)-r 
die linke Seite durch ihre Taylorsche Entwicklung 


ra-Ir@+-...+ Hrn, 


differentiiert dann k mal und setzt = 0; so a er die zur Bestimmung der 
Koeffizienten erforderlichen Rekursionsformeln. . 
Die „elf Darstellungen dieser Summe ohne Bernoullische Zahlen“ von 

F. Schweins (Analysis, Heidelb. 1820, p. 328), die zuweilen erwähnt werden, 
drücken sie durch rationale Funktionen von z, 2<—1, 2 — 2, ---2—m, bzw. 
x, 2+1,2+2,---2-+m aus, mit kombinatorisch [nicht eben einfach] be- 
stimmten Zahlenkoeffizienten. Weitere Formeln dieser Art sind von J. Steiner 
(J. f. Math. 3 (1828), p. 207 — Werke 1, p. 175) angegeben und von Gudermann (ib. 
5 (1830) p. 408) bewiesen worden. Vgl. auch Oettinger, J. f. Math. 16 (1837) p. 181. 
Eine Darstellung dieser Art auch bei P. Puiseux (j. de math. 11, 1846, 
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schaft haben, daß sich f„-ı (x) von df,(x)/dx nur durch einen Zahlen- 
faktor und eine additive Konstante unterscheidet. 

Näher hat sich, so viel ich sehe, zuerst C. G. J. Jacobi???) mit 
diesen Funktionen wenigstens mit denjenigen gerader Ordnung be- 
schäftigt. Er setzt 


(128) Aam+ı(©) = army + 2mtlL... 4 zer) 


zm+2 1 aam+1 zn 

Am +29! tz (2m +1)! ra; (2m)! 
gm— 2 ati, x: 
ag it mt 


wobei die «, durch 
(129) tt -1+®— tab —+— 


definiert sind; macht darauf aufmerksam, daß die für ganzzahlige 
Werte von x geltende Identität 
c+ iym+1 


(130) Yam+ı(® a Ymsı(®) F mtar ; 


da es sich um rationale ganze Funktionen handelt, auch für beliebige 
Argumente bestehen bleiben muß; leitet daraus die von ihm übrigens 
als „abunde nota“ bezeichnete Rälstion 


(131) um +9) 4 — 5) 
' her und beweist endlich auf einem ziemlich indirekten Wege, daß 
._ +1(@) im Intervall — 1<x< 0 das Zeichen von (— 1)”"+1, außer- 
halb desselben das entgegengesetzte hat. 

Ostrogradsky*?°) setzt: 


Ar An a* A, za eh grt3 
Sa a it ARE TE rotem FoGmFD mr’ 
wobei er sich damit begnügt, die Koeffizienten A, [sie sind gleich 


| durch Rekursionsformeln zu definieren. Er zeigt, daß diese 
p. 487); einfacher bei O. Schloemilch (Theorie der Differenzen und Summen, 
Halle 1848, p. 98); noch einfacher bei A. T’hacker (Cambr. Dubl. math. j. 5, 
1850, p. 243). 

222) J. f. Math. 12 (1834), p. 266 = Werke 6, p. 66. Seine Schlußbemer- 
kung läßt vermuten, daß auch er die Identität dieser Funktionen mit den trigo- 
hometrischen Reihen (119), (120) nicht gekannt hat. 

223) Petersb. m&m. (6) 4 [sc. math. (6) 2 (1841), p. 313 (von 1839)]. Ostro- 
gradskys Y,„ ist in der Bezeichnung von Jacobi (dessen Untersuchung Ostro- 
gradsky übrigens nicht gekannt zu haben m 


Ehe RL 
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Funktionen der Rekursionsformel 


genügen, und leitet daraus mit Hilfe der Fourierschen Sätze über die 
Separation der Wurzeln einer algebraischen Gleichung sowohl die 
Eigenschaft ab, daB Y,, im Intervall (0...1) das Vorzeichen von 
(— 1)” hat, als auch die Vorzeichen der A, und nur ein Extremum 
bei 1/2. Dieselben Sätze gewinnt dann auch ©. J. Malmsten’**) auf 
einem umständlicheren Wege. 

J. L. Raabe?”) hat den Namen „Jacob-Bernoullische Funktion“ 


für die Funktion 

m+1 h +, m — B, ‚Mm 
(133) B,(«) = ae — u“ En (1): im Sa es 3 
war, in 5 ——- RE 


eingeführt, wo die B,, die Bernoullischen Zahlen sind; das letzte Glied 
ist bei ihm 
i Bu .. 
(— apa At MH ri für m = 2u, 
u-ı[zut1\ Bus 
= 1) ee X ” m—=2u +1. 


Er kommt zu diesen Funktionen durch die Aufgabe, unter den Be- 
dingungen 
E —= (1 


n) 4 t%+:.+0,=0 


n+p 
den Grenzwert 
x 
14 1 7% ın „N 
lim (n + 1)”a, 
n=0 
zu berechnen; es stellt sich heraus, daß dieser Grenzwert 


r 


(134) - "I uB,(,) 


ke 
ist. Er zeigt mit Hilfe der Rekursionsformeln der Bernoullischen Zahlen, 
daß diese Funktionen den Gleichungen 


ls B,@+1 = B,() + x", 1 B,4 —2)= (- D"B,@), 


7 B, +1 ) \ dB,,@ ®) <B 
a = — 5 au +DB,@), 5 2 Bu dr YB 
224) J. f. Math. 35 (1847), p. 63; verbesserter Abdruck Acta Math. 5 (1884), 
p. 14. Malmstens p(x) ist in Odtopredskp Bezeichnung — A’m Y,,_,(x/h.. 
225) Die Jacob Bernoullische Funktion, Zürich 1848, p. 16. Raabe nimmt 
unzweckmäßigerweise die Zahl m nicht mit in die Bezeichnung auf. 
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genügen, von denen die erste den Zusammenhang dieser Funktionen 
mit den Summen (126) ergibt. Auch beweist er?) die Relation: 


zen, (@)+B,„(@+ „)+t+B, ( +") 
(138) ra 0 für m = 2u; 


ar pr naukt+2_q 





1} Be er B,zı fürm = 2u +1. 

Den Zusammenhang dieser Funktion mit den hier behandelten trigo- 
nometrischen Entwicklungen hat Raabe erst später*?”) aufgewiesen: 
indem er die Euler-Maclaurinsche Summenformel mit dem ersten 
Poissonschen Restglied (Nr. 105) auf die Funktion (sin x)/z und das 
Intervall (0... oo) anwendet [was selbstverständlich einer besonderen 
Rechtfertigung bedürfte] und dann wiederholt integriert, erhält er: 











(139) 0. mn em)! SE 

10) Baal) + age SS. 
Anhangsweise seien noch die Gleichungen - 

De ED 0 

(142) ax cotvn - DZaehye 


erwähnt, die L. Euler®®®) durch einen unsicheren Grenzübergang von 
Interpolationsformeln aus erhalten hat Ihnen kann die von E. E. 
Kummer??®) als Spezialfall einer hypergeometrischen Reihe erhaltene 


ae a x v— ".: m 
er ne eerra 
2 ar 


angereiht werden. 





226) p. 23, 28. 

227) J. f. Math. 42 (1851), p. 348. — Nach einem neuerdings (Bern. Mitt. 
1900, p. 96) publizierten Brief hat Schläfli diesen Zusammenhang , bereits um 
1840 gekannt. 

228) Opusc. analyt. 1, Petrop. 1783, p. 171, 178. Eine Untersuchung darüber, 
ob und unter welchen Bedingungen die Gleichungen richtig sind, scheint nieht 
vorzuliegen. Die zweite schreibt Euler übrigens in der Weise, daß er jedem 
Glied mit positivem n das entsprechende mit negativem n vorangehen läßt. 
Speziell setzt er noch x = x/(2»). 

229) J. f. Math. 15 (1836), p. 166. 
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8. Mit iterierten Integralen rationaler Funktionen zusammen- 
hängende Entwicklungen. Von den Reihen 


sinNnx cosnz (5 zu sin en: (— 1jr tlcosnz 
nik n2k+1? akt 


treten die divergenten Reihen 








1 x 
l* cot 2 


1 © - 
#5 
bereits bei L. Euler *®), die erstere auch bei D. Bernoulli*®') auf. Letz- 
terer bemerkt auch bereits, daß die aus ihr durch Integration hervor- 


gehenden Reihen, mit Ausnahme der ersten „aller Analysis zu spotten 
are er begnügt sich daher mit Angabe dieser ersten *??): 


(86) sinztsin2+sndct++H+t = 





(144) cosc + = Zn er +++. — — —log(2 — 208%) 


1 RM; % 
= —logsinZ —log2. 
. Dieselbe Reihe sowie: 


cos 2x cos3x 


- (145) 2 a 


— > logeos® = +log2 





gibt dann auch ‚Euler®*®) und später R. Lobatto?®). 

Andererseits. hat Euler schon vorher?) die Entwicklung von 
log (1 ++ ncosx) nach den Potenzen von cosx in eine solche nach 
den Vielfachen von Kosinus der x umgesetzt. Die Koeffizienten er- 
scheinen dabei zunächst in der Gestalt unendlicher Reihen, die nach 
Potenzen von n geordnet sind; die beiden ersten dieser Reihen kann 
er direkt summieren, für die folgenden erhält er Rekursionsformeln, 
indem er nach x differentiiert und mit 1 + ncosx multipliziert. So 


230) Petrop. n. comm. 5 (1754/55[60]), p- 202; 18 (1773), p. 30, 34. 

231) Ib. 16 (1771), p. 35; 17 (1772), p. 18. 

232) Ib. 17, p. 17. Ebenso später Tralles, Berl. Abh. 1812/18 [16], p. 232 
Euler hat Petrop. n. comm. ib. 18, p. 35 nur die Reihe (14), aus der (145) für 
r=1 hervorgeht. 

233) Petrop. acta 1? (1777[80]) = instit. cale. int. 4, suppl. 3, 8 122, 126. 

234) Recherches sur la sommation de qq. series ala ae 4 Delft 
1827, p. 9. 

235) Institut. calc. rc 1, 1768 $ 295 — opera (1) 11, p. 179. REDE 
von $. F. Lacroix, trait II, p. 128 der 2. Aufl. von 1814. 
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kommt: Ä 
(146) log(1+ncosa)—= — log =e — ,ycıe COS NT, 
n=1 i 


wo & mit n wie in Nr. 3 zusammenhängt. 

J. Landen?) gelangt zu diesen Entwicklungen direkt von der 
logarithmischen Reihe aus; er gibt auch den Ansatz zur Ableitung 
weiterer Reihen, führt aber rechts die Integrationen nicht aus N. Die 
allgemeine Untersuchung der durch wiederholte Integration aus der 
logarithmischen Reihe hervorgehenden Transzendenten nimmt dann 
W. Spence in Angriff; er definiert:2s) 


u m +1 
(147) It + DENr 
n=1 
und erhält u. a. das Resultat, daß 
(148) LO A+D)+- IP Im (4x) 


gleich einer rationalen ganzen Funktion von logx ist.2®) Durch Ein- 
führung komplexer Argumente erhält er dann noch einige hierher ge- 
hörige Formeln, so") 





(149) ze =_ 3 fo (I+2r cut) 

n=1 

0 
und 
pn +1 on e 

(150) PIE ee 3 flog + 2r 00a +)“ 

a 0 
— I(r + cosz)log(1 + 2r cosz + r?) — sinz aret nl +r 

2 ; 8] +rcosx i 


Auch bemerkt er, daß man durch abermalige Integration 


oo 


r" +2 cosnz 
N PITEI TER 


n=1 


erhalten könne, führt das aber nicht aus. 


236) Math. memoirs, Lond. 1780, p. 81, 104. 

237) p. 94, 112. 

238) An essay on the theory of the various orders of logarithmie transcen- 
dents, Lond. 1809, p. 3. Die 2., von J. Herschel besorgte und mit Zusätzen aus 
Spences Nachlaß vermehrte Auflage, Edinb. 1820, habe ich nicht gesehen. _ 
Landen und Spence interessieren sich übrigens hauptsächlich für die numerischen 
Reihen, die durch Einsetzen spezieller Werte für x entstehen. 

- 239) p. 48. 

240) p. 127. 
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A. M. Legendre”*') zeigt, daß die Integrale 
x“ sinzdx 
(152) y cos © + cosd 
sich durch diejenigen der Reihen 


cosnx cosn® sin n« cosn® 
(153) Der 
. N NT” yn +1 


ausdrücken lassen, für die 2m <u ist. Indem er darin # = 0 setzt, 


erhält er speziell die Integrale **?) 


x 


(154) / x“ cot 5 de. 


J. Fourier*?) gewinnt die Gleichung (143), ähnlich wie (121), mit 
Hilfe der Identität: 


r ; 1 ee & 
(155) cos? — z cos22 + zc 832 — + — + —p c08 Nx 
= log (2 cos 5) u dx 
cos = 
. 2 . 
@. Frullani”*) gewinnt für die Entwicklung von 
nsinz 
1+ncosz 


durch Heraufmultiplizieren Rekursionsformeln; durch Integration nach 
x erhält er daraus die Entwicklung von logfl + n cosz). Nachher*#) 


241) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 193 (publ. 1815). Wenn er durch die 
Spezialisierung <= =/2 einfache Resultate zu erhalten glaubt, so beruht das 
freilich auf den beiden falschen Annahmen, daß so weit die Integrale noch Be- 
deutung und die Reihen, von denen er ausgeht, noch die von ihm angegebenen 
Werte haben. 

242) p. 197. 

243) Preisschrift v. 1811 Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 273; theorie Nr. 183 
—= ÖOeurvres 1, p. 163. — Wegen Abels Andeutungen betr. den Beweis der Kon- 
vergenz der Reihen vgl. man Note 194). Übrigens ist bemerkenswert, daß 
C. F. Gauß (Gott. comm. rec. 2 (1813) = Werke 3, p. 156 und im Nachlaß, 
p. 417) die Reihe (145) ohne weiteres benutzt, obwohl ihre Konvergenz weder be- 
wiesen war, noch mit den damals bekannten Kriterien bewiesen werden kann. 

244) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 15; p. 13 fürn=1. P.14 
benutzt er ebenso die Entwicklung von (1+cosx)-!1, um aus ihr durch zwei- 
malige Integration die Reihe (145) herzuleiten. Er vermeidet es übrigens, die 
divergenten Entwicklungen, die er implizite benutzt, ausgerechnet hinzuschreiben. 
Zur Bestimmung der Anfangsglieder, die zunächst als Integrationskonstante auf- 
treten, bedient er sich der Integralformeln. 

245) p. 18. 
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zeigt er noch, daß die Koeffizienten der Entwicklung 
log (m + cosx) = DA, eos nz 
der Differentialgleichung 
d’ A, m dA, n? 
(156) DET ie med 
genügen, die sich durch die Substitution m = cos u [besser m — Coju] 
vereinfacht. 

Die Untersuchungen von N. H. Abel*®), ©. J. Hil*"), von J. H. 
Grillet”®) und von Schaeffer*®) enthalten nichts, was für unsere 
Zwecke in Betracht käme; auch bei J..J. Littrow®®) bleibt es bei Ver- 
suchen. 

Eine gewisse Rolle spielen diese Funktionen in der Geometrie 
N. I. Lobatschefskijs bei Volumenbestimmungen. Schon in seiner ersten 
Abhandlung®") führt er zu diesem Zwecke die beiden Integrale 


(157) D(x) = — flog cosx. dx 
ö 
und 
1 ; zdx 
(158) Liz, 0) — fl Fe 
0 


ein; er zeigt, daß sich das letztere durch das erstere vermöge der 
Gleichung 


(159) sin 20 L(a, 20) = d(o+8) + d(o—}) — 20(0) 


246) Oeuvres 2, p- 189 (aus dem Nachlaß). Er behandelt nur die Reihe 
En-?r” für reelle Werte von r. 
247) J. f. Math. 3 (1828), p. 112. Es handelt sich bei ihm namentlich um 
die Reduktion allgemeinerer Integrale auf die beiden Formen: 


D: = flog(1+2rcosc+ ne 


E: -[ logr dr 

r ‚J1+?2rcoxe+r? 

(Zusammenstellung -der Resultate p. 144.) Eine weitere Abhandlung Hills, spe- 
cimen exerc. anal., Lond. Goth. 1830, habe ich nicht gesehen; sie scheint weiteres 
über die erste dieser beiden Formen zu enthalten. 

248) J. de math. 10, 1845, p. 238; betr. iterierte Logarithmen. 

249) J. f. Math. 30, 1846, p. 277; betr. die unter ?*°) erwähnte Reihe. 

250) Petersb. mem. 7 (1815/16[20]), p. 127, 130. 

251) Kasaner Bote 1830, p. 617 = Geom. Abhandl. 1, Kasan 1883, p. 59 
(russ.; mir nur durch die Angaben von Fr. Engel zugänglich, N.I. Lobatschefskij, 
Zwei geometrische Abhandlungen, 2, Leipzig 1899, p. 408). [ Lobatschefskijs L(x,®) 
geht durch die Substitution x = logr in Hills | ET" *+) über.) 


und 
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ausdrücken läßt, in der & durch 
tg = Tgrcoto 


definiert ist, und gibt für das erstere die trigonometrische Entwick- 
lung. In späteren Abhandlungen?) leitet er dann durch Betrach- 
tungen seiner Geometrie weitere Relationen zwischen diesen Integralen 
sowie die Reduktion einer Anzahl anderer Integrale auf sie ab. 

Th. Clausen ?®?®) berechnet numerische Werte der Funktion: 


% © 


(159®) x log2 — [og sin z.da — Der 
0) n=1 
mit Hilfe ihrer Entwicklung nach Potenzen von x oder von m — x 
(auf 16 Dezimalstellen). 
E. E. Kummer?°?®) definiert zwei Funktionen zweier Argumente 
durch 








os x) lo 
(159) Da — (Er EL N 
° BR sinzlogr 
(159°) E(r, x) = tet 
0 
oder, nach der Substitution 
i sin % 
(160) nat? 


252) Kasan Schriften 1835, p. 87; 1836, p. 7,63; vgl. die Zusammenstellung 
der Formeln p. 152 = Geom. Abhandl. 1, p. 119, 123, 153, 210 (russ.; deutsch 
v. H. Liebmann, Abhandl. Gesch. Math. 19 (1904), p. 49, 53, 82, 123). 

252*) J. f. Math. 8 (1832), p. 298. Bei dem Gebrauch, den er ib. 7 (1831), 
p- 310 von dieser und der durch einmalige Integration aus ihr hervorgehenden 
Reihe macht, übersieht er, daß die Formeln nur für das Intervall O<x<x 
gelten; sein Resultat ist daher nur für n—=1 richtig. 

252®) Ib.:21 (1840), p. 78. Kummers D(r, x) geht in Hills D: über, abge- 
sehen von einer additiven Konstanten, wenn die Variabeln durch die Relationen 


it re tree, also gde=(cosz-+r)dr 


verbunden werden; Kummer bemerkt selbst, er habe für die Funktion D den 
1830 von Hill gegebenen Resultaten wenig Neues hinzufügen können, nur seien 
bei ihm die Sätze aus einer gemeinsamen Quelle abgeleitet. Übrigens ist zu be- 
achten, daß die von Kummer für negative und für positive r mit demselben Zei- 
chen bezeichneten Funktionen nicht analytische Fortsetzungen voneinander sind. 
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durch 299): 


(161) D[u, 2] = Sreaieraetede 


(162) Elu, 2] = fi log an. 


Er gibt eine Anzahl F De kr an, denen diese Funktionen 
genügen; dann?) die Reihenentwicklung: 


© 


(163) Dfr,2) =logz-logyl—2resz+r+ URE 


n? 








n=1 


(-3<u<?7*,0<a<z), 


sowie eine entsprechende, nach fallenden Potenzen von r fortschrei- 
tende. Die zweite Funktion läßt sich mit Hilfe der Identität?®): 


(164) 2El[u, 2] = E(—1,2u) + E(— 1,22) — E(— 1,24 + 22) 


auf ihren speziellen Fall | 
(165) E—-1lo)= — fiog (2 sin 3) dx 
0 


zurückführen; übrigens gelten für sie die Reihenentwicklungen ®*): 





(166) Elu,2])=—ulogr + Des an 


= (nr —u— e)logr + Da 


sowie noch mehrere ähnliche. 


253) p. 198. Kummer behält auch nach ..Einführung der neuen Variabeln 
dasselbe Zeichen bei, was zu Verwechslungen Anlaß geben kann. 
254) p. 214. 
255) p. 220. 
256) p. 228. Die erste gilt unter den Voraussetzungen 
1 " 
o<ze<z, 0<u+r757 _- 
die zweite für 


0<a2<z, 2 <u+z2<a 
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Als einfachste Funktionen dritter Ordnung führt er 


/ NB tr + cos z)(logr)? | 
(167) Din 2) = iFirse+r@: 
0 
ae rj8 
(168) Eu Se ud 
0 


ein®”),. Er gibt auch für sie Funktionalgleichungen und Reihenent- 
wicklungen, z. B.?®): 


(169) D,(r, x) = (log r)’ log (1+2r cosxc + r?) 
ner _—_gır+l,n 
Bi Iogr I »° Sen 2% >x up: Fr nah...) 


(170) Er, 2) = (log r)* are tg 1 I = > 


_s log se Pre sinnz Be 3 (— Bin sin NE, 


n® 











n=L 


Zum Schlusse bemerkt er?’), es würde auch möglich sein, die hier 
auftretenden trigonometrischen Reihen selbst an die Spitze der Ent- 
wicklung zu stellen. 

J. Kelland, der durch ein physikalisches Problem gelegentlich auf 
die Summe 


(171) PN 


geführt wird, begnügt sich damit zu zeigen?) — was für seine 
Zwecke ausreicht —, daß die durch sie definierte Funktion in der 
Umgebung von z= 0 eine Entwicklung der Form 


: logx + Dx 4 Ar — 120 +.- 





zuläßt. 
Fr. W. Newman hat, ohne Kummers Untersuchung ??®) zu kennen, 
einen graben Teil von dessen Resultaten von neuem gefunden ?®!). ab 


257) p. 331. 

258) p. 350, 359. 

259) p. 370. 

260) Edinb. trans. 15, (1844), p. 523. Der Schluß benutzt die TErRe 
Reihe (26); doch ließe sich das leicht vermeiden. 

261) Cambr. Dubl. math. j. 2 (1847), p. 78. Auf die Untersuchungen Kummers 
hat ihn erst A. Cayley hingewiesen, ib. p. 236; Hill?*”) und Clausen ?°?®) kennt er 
nur durch Kummer. 
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Fundamentalformen führt er neben Spences L(x) (147) und einer 
mit Kummers D(r, x — x) (159°) identischen Funktion A(r, x) noch 
die beiden ein: 


1 Qsi 
(172) 3) — fIogsinzde— zig? +, JM“, 
n=1 


(1173) Al) = n logz log(1— 2rcos2-+r?) — A(r, x) 


— 1 (gl Br eosatmn® - Zr ” nen 
ö 


übrigens sind auch bei ihm die für positive und für negative Argu- 
mentwerte mit demselben Zeichen bezeichneten Funktionen nicht 
analytische Fortsetzungen voneinander. Er gibt die Funktional- 
gleichungen ?*2): 


(179) —>@a0)— (n—1) (4 —2)1og2 + I (e+ ==) 
und 2%); ae 


v‚=0 


und zeigt, wie sie benutzt werden können, um eine Tabelle der Funk- 
tionswerte, von der nur ein kleiner Teil direkt berechnet zu werden 
braucht, zu vervollständigen. Auch gibt er Reihenentwicklungen ver- 
schiedener Art und zeigt, wie deren Konvergenz durch geeignete Um- 
formungen vergrößert werden kann. Auch über die durch wiederholte 
Integration entstehenden höheren Transzendenten 


(176) >0(2) = (>e-1 (a)dz 
0) 
gibt er einige Sätze?*). 
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Punkte nach den Kosinus der Vielfachen der scheinbaren Distanz. 
a) Die Koeffizienten der in Nr. 3 erwähnten Entwicklungen: 


(177) (1— ncose) = 2 AN + Dun cosnx 
n=1 
262) p. 86. 
263) p. 173. 


264) p. 96. 
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oder: 


178) (1— 2a cos2 + a) = > 3,0 + 8,” cosnz 
s n=i1 


erweisen sich als hypergeometrische Funktionen; in der Tat scheint 
die ganze Theorie dieser Funktionen, wie sie von Euler begründet 
ist, hier ihre Wurzel zu haben). Von den analytischen Darstellungen 
dieser Funktionen hat L. Euler*) zunächst die Entwicklungen nach 
Potenzen von n aufgestellt, auch bald bemerkt?”), daß man rascher 
konvergente Reihen erhält, wenn man nicht die A selbst, sondern 
ihre Produkte mit geeigneten Potenzen von 1—n? entwickelt. Die 
Entwicklungen nach Potenzen von « erscheinen zuerst bei J. L. La- 
grange?®), der 1— 2«cosz + «a? in die beiden komplexen Faktoren 
1— ae” zerlegt, die Potenzen jedes Faktors für sich entwickelt und 
dann ausmultipliziert; ohne Benutzung komplexer Größen, mit Hilfe 


265) Die Untersuchung der Eigenschaften dieser Funktionen gehört dem- 
nach eigentlich nicht zu den Aufgaben dieses Artikels, sondern in die Theorie 
der linearen Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten; da sie aber 
dort gewöhnlich nicht besonders behandelt wird, so mag sie hier Platz finden. — 
In den astronomischen Lehrbüchern erscheinen sie als „Koeffizienten von La- 
place“ oder auch wohl unter der Überschrift „über gewisse Funktionen der 
großen Achsen“; die erstere Bezeichnung ist insofern historisch nicht gerecht- 
fertigt, als Laplace hier dem von seinen Vorgängern Geleisteten wenig hinzu- 
gefügt hat. Immerhin ist die Zusammenstellung der Hauptformeln, m&canique 
celeste 1—= Oeuvres 1, p. 307, bequem. Andere solche Zusammenstellungen bei 
S. F. Lacroix, Traite 2, 1798, p. 118, etwas verändert 2° &d. 1814, p. 112; bei 
@.de Pontecoulant, Theorie analyt. du syst. du monde 1, Paris 1829, p. 347; 3 
(1834), p. 66; eine kurze auch bei @. B. Airy, math. tracts, 2° ed., Cambr. 1831, 
p. 103; ein Bericht über die Arbeiten des 18. Jahrhunderts auf diesem Gebiet 
bei A. Gautier, essai historique sur le problöme des trois corps, Paris 1817, 
2° partie, chap. 1—3. Vgl. übrigens auch VI 2, 13, von Zeipel, Nr. 2—10. 

266) Recherches sur les inegalites®®), p. 26; institutiones calculi integralis, 
1, Petrop. 1768, $ 279 = opera (1) 11, p. 165. Für s=—1 erhält @. Frullani, 
ricerche sopra le serie, p. 28 die Reihe durch Heraufmultiplizieren (der [di- 
vergente] Fall n=1 schon p. 14); für beliebige s p. 114 aus der hypergeome- 
trischen Differentialgleichung. Th. Jarrett gibt die expliziten Formeln für be- 
liebige s, Cambr. trans. 3, (1830), p. 93 (von 1827). 

267) Paris recueil des piöces qui ont remport6 les prix 8 (1771) (Preis- 
schrift von 1756), p. 52. 

268) Misc. Taur. 3° (1762/65[66]) und im wesentlichen ebenso Paris, recueil 
des pi®ces qui ont remport& les prix 9 (1766) (ouvres 1, p. 620; 6, p. 88). 
Ebenso A. Cauchy, extrait du mem. pres. ä& l’acad. de Turin, le 11. oct. 1831, 
lith. Turin 1832, p. 90; für ganzzahlige s auch schon Euler introd. in analysin 
infinitorum 1, Laus. 1748, $ 219; für s=— 1 auch bei J. J. Littrow, Petersbourg 
mem. 7 (1815/16[20]), p. 81. 
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der Ausdrücke der Potenzen von cosz durch die Kosinus der Viel- 
fachen von x, erhalten sie @. L. Klügel?®) und Thibaut?"®). Zuler 
gewinnt sie dann auch, indem er die zuerst genannten Reihen nach 
Potenzen von & umordnet?''); @. Frullani?'?) aus den Differential- 
relationen. 

Zu weiteren Darstellungen dieser Koeffizienten kommt Euler 
durch seine allgemeine Theorie der Transformation der hypergeo- 
metrischen Funktionen; sie liefert ihm zunächst einen Ausdruck von X 
durch das Produkt aus «(1 — a?)?*+! in eine hypergeometrische 
Reihe?®). Die Vergleichung der verschiedenen Entwicklungen gibt 
ihm dann den Satz?’*), daß 


(179) gr — ) (1 m ad +1 8, (n) 


sich nicht ändert, wenn s durch — s— 1 ersetzt wird. 


269) Gott. comm. 12 (1793/94[96]), p. 50. 

270) Gött. Nachr. 1893, p. 630 (aus der Zeit um 1798); &uch Gauß’ Werke 8, 
p- 47. Wegen der Autorschaft dieser „dissertatiuncula“ vgl. man Gött. Nachr., 
geschäftl. Mitt. 1902, p. 12. 

271) Institutiones calculi integralis 4, Petrop. 1794, N 4 (von 1778), 
$ 98. Ursprünglich hatte er sie durch Induktion gefunden, 8 82. $ 21 teilt er 
sie ohne Beweis mit. 

272) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 117. Die Differentialgleichung 
(mit 1/n als unabhängiger Veränderlicher) hat er für s= —1 p. 37, allgemein 
p. 113. p. 134 wirft er die Frage auf, wie eine Funktion F’(m -+ cos x) beschaffen 
sein müsse, damit ihre Entwicklungskoeffizienten als Funktionen von m linearen 
Differentialgleichungen II. O. genügen; er findet, daß dazu F selbst und seine 
Ableitungen einer unbegrenzten Reihe derartiger Differentialgleichungen genügen 
müssen, gibt aber nicht an, unter welchen Bedingungen diese miteinander ver- 
träglich sind. 

273) Inst. calc. int. 4, suppl. 4, $ 89. Erläuterungen zur Aufstellung und 
Transformation dieser hypergeometrischen Differentialgleichungen bei N. Fuß, 
St. Petersbourg mem. 5 (1812/15), p. 115 (von 1809). 

274) Inst. calc. integr. 4, suppl. 4 [von 1778], $ 25, 82, zunächst durch Induk- 
tion; $97 Beweis aus der Transformationstheorie der hypergeometrischen Funktioneu 
(Die entsprechende Relation für die X, unter Beschränkung auf ganzzahlige 5, 
übrigens schon inst. calc. int. 1, 1768, $ 290 = opera (1) 11, p.174). 0.@.J. Jacobi (J. 
f. Math. 15 (1836); Werke 6, p. 99) gewinnt diese Relation aus der Legendreschen 
Integraldarstellung; D. Bierens de Haan (Amsterd. Verhandel. 8 (1862), p. 431) 
reproduziert das. A. F.Stanberg, J. f. Math. 18 (1837), p. 67, erhält sie, indem 
er aus den Differentialgleichungen, denen Br und 3” ı genügen, eine elementar 
"integrable Kombination ableitet.. Den konstanten Faktor bestimmt er mit Hilfe 
der Rekursionsformeln. J. Binet, J. de math. 5 (1840), p. 376, beweist sie auf 
Grund des Umstandes, daß die beiden Seiten derselben Rekursionsformel genügen; 
er reduziert die Bestimmung, des konstanten Faktors mit Hilfe der Rekursions- 
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J. Hellins?””®) setzt (1 — ncosz)/(1+ n)= dem Quadrat einer 
neuen Integrationsvariablen; nach Abspaltung algebraisch-logarith- 
mischer Bestandteile erhält er Reihen, die nach Potenzen von 


1—n 1—e\? 
Bu ru 
fortschreiten. 
Die von E. E. Kummer?"®) aus der allgemeinen Transformations- 
theorie der hypergeometrischen Reihen abgeleiteten Entwicklungen 
nach Potenzen von’1 — «? und von 


1— a\2 
Gr | 
versagen, wie er selbst bemerkt, gerade in dem Falle, daß der Expo- 


nent s ein ganzzahliges Vielfaches von 4 ist. 
©. F. Gauß?”) erhält durch die Umformungen: 


(181) (12a + y—(1+ 1 — yon 


= (1— el en a sin?" 


noch Entwicklungen, die nach Potenzen von Te fortschreiten. 


Entwicklungen nach Potenzen von B?= er geben A. M. Le- 


gendre?"®), ©. @. J. Jacobi?"°), O. Schlömilch”®°). 
U. J. Leverrier?®‘) bemerkt, daß man diese Entwicklungen aus den 
nach Potenzen von «? selbst fortschreitenden auch dadurch erhalten 





formeln auf den Fall n—= 0; für diesen gibt eine Transformation der elliptischen 
Integrale die vollständige Formel. 

275) Lond. trans. 1798, p. 535, 557. 

276) J. f. Math. 15 (1836), p. 155. 

277) Gott. comm. rec. 2 (1813); Werke 3, p. 129. Mit einem Spezialfall der 
zweiten ist im Prinzip die Entwicklung von 

(1— e? sin? 27% 
identisch, von der J. B..J. Delambre gelegentlich einer geodätischen Untersuchung 
Gebrauch macht (möthodes analyt. pour la determination d’un are de meridien, 
Paris, an VII, p. 72). 

278) Exercices de calcul integral 2, Paris 1817, p. 278 (publ. 1815); traite 
des fonctions elliptiques 2 (1826), p. 540. Er erhält sie als Entwicklungen nach 
Faktoriellen von n und bestimmt ihre Koeffizienten mit Hilfe der Rekursions- 
formel (193). 

279) J. f. Math. 15 (1836) (Werke 6, p. 96). 

280) Analytische Studien 2, Leipzig 1848, p. 52. 

281) Developpements sur qg. points de la theorie des perturbations, Paris 
1841, p. 36 — Paris observ. Ann. 2 (1856), p. 10; einige Andeutungen auch schon 
Paris C. R. 10 (1840), p. 751. 
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könne, daß man das Eulersche Verfahren zur Verwandlung langsam 
konvergierender Reihen in rascher konvergierende unbegrenzt oft an- 
wende; für die wirkliche Ausführung der Berechnung sei es übrigens 
zweckmäßig, es nur eine begrenzte Anzahl mal anzuwenden. A. Cauchy?®?) 
erhält diese Entwicklungen, indem er in der Identität: 


(182) (1-1 — ae —Br + DB” (are nei + arene) 
n=0 
den Faktor (1 — «?e*') durch 
1-—ei 
(1:,@)) (1 u =) 


ersetzt, zunächst nach Potenzen von (1— exp xi) entwickelt und die 
Koeffizienten von &”” vergleicht; die Vergleichung der Koeffizienten 
von «” gibt ihm noch eine zweite Darstellung, bei der vor der Ent- 
wicklung nach Potenzen von ß? ein anderer Faktor abgespalten ist. 
Später hat Cauchy aus seinen Sätzen über „series limitees“ (Nr. 35) 
noch abgeleitet?®®), daß der beim Abbrechen der nach Potenzen von ß? 
fortschreitenden Reihen entstehende Fehler absolut kleiner als das erste 
vernachlässigte Glied und von demselben Vorzeichen wie dieses ist; 
und zwar auch dann, wenn die Reihe nicht konvergent, sondern nur 
semikonvergent ist, was für + <«a?<1 eintritt. 
In der Zwischenzeit hat er auch einmal vorgeschlagen), auf 
Grund der Identität 
1 —ee)(1 — ae”) 


ee, ei (1 Ser lese)l = 50: } Fe) 


v=—o»© 


oo 


vor der Entwicklung nach Potenzen von « erst den Faktor x?-+ (log «)? 
‚abzutrennen, wodurch die Schnelligkeit der Konvergenz erhöht würde, 
da die Nullstellen aller übrigen Faktoren weiter vom Ursprung des 
Koordinatensystems abliegen; doch hat er damals keine allgemeinen 
Formeln für die Koeffizienten der so entstehenden Entwicklung ge- 
geben und diesen Ansatz auch später nicht weiter verfolgt. 

Wenn « nahezu gleich 1 ist, versagen alle diese Entwicklungen 


282) Paris C. R. 19 (1844), p. 58 = Oeuvres (1) 8, p. 248, ib. p. 160 = 286 
noch die Bemerkung, daß man das Verfahren durch Einführung eines Konver- 
genzfaktors streng machen könne. Das Verfahren, das er p. 1197 —= 340 gibt 
ist mit dem von Leverrier ?®') im wesentlichen identisch. 

283) Paris C. R. 34 (1852), p. 159 = Oeuvres (1) 11, p. 402. 

284) Paris C. R. 20 (1845), p. 919 = Oeuvres (1) 9, p. 175. Vgl. auch die 
vorangeschickten allgemeinen Auseinandersetzungen über die Verbesserung der 
Konvergenz durch Abspaltung solcher Faktoren, p. 907 = 164. 
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praktisch. D’Alembert hat für diesen Fall vorgeschlagen *#), man solle 
die Integraldarstellung von 3, durch Einführung von 


t=1—20cosc + 0? 
als Intl in die Form 


f # di 
oe. Ve —HYE—-g 


überführen, in der ER: der genannten Voraussetzung p nahezu 
gleich 2, q klein ist; und nun für den einen Teil des Integrations- 





intervalls = Entwicklung des Faktors (p — 3 nach steigenden Po- 
tenzen von =, für den anderen Teil die ie des Faktors 


d—u) % nach steigenden Potenzen von —- benutzen.. 


Der Fall eines negativen ganzzahligen Exponenten, der übrigens 
für astronomische Zwecke von geringem Interesse ist, läßt sich mit 
Hilfe der Entwicklung (2) erledigen. G. Frullani?®®) leitet aus ihr für 
den Koeffizienten von cosnx in der Entwicklung von (m+ cosz)-* 
den Ausdruck ab: | 

(—nP-Vg d (m— Vm!’—1)" 
ee) (=). dm. VE m 
Für die niedrigsten positiven ganzzahligen Werte von s stehen aus- 
gerechnete Formeln bei TR. St. Davies?%®). 

b) Die Darstellung der ® durch bestimmte Integrale 





(186) Bm — „fü — 200032 + a®)’ cosnaxdz 


findet sich in versteckter Form schon bei Euler”®”), für n = 0: und 


285) Recherches sur differens points du systeme du monde 2, Paris 1754, 
p- 87. In der astronomischen Literatur scheint keine Veranlassung gewesen zu 
' sein, diese Bemerkung d’Alemberts weiter auszuführen; mathematisch vgl. man 
die aus den Vorlesungen von H. A. Schwarz stammende Darstellung bei H. Burkhardt, 
elliptische Funktionen, Leipz. 1899, $ 82. 

286) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 40. 

286°) Edinb. trans. 154, 1844, p. 579. Er benutzt die Formeln zum Beweise 
einiger der geometrischen Sätze von M. Stewart (vgl. IIA 9a, p.645, Note 6). 

287) Recherches°®) p. 30; an Stelle der Integrale gibt er Näherungsformeln, 

wie man sie durch Anwendung der sog. Rechtecksformeln auf die Integrale oder 
auch durch die Anwendung der Methoden trigonometrischer Interpolation auf 
das vorliegende Problem erhalten würde. Daß Euler den letzteren Weg ein- 
geschlagen hat, dafür scheint die Darstellung inst. cale. int. 1, 8 292 — opera 
1 (11), p. 178 zu sprechen. Er hat von diesen Interpolationsformeln auch tatsäch- 
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n=1 bei J. d’Alembert”®), allgemein bei A. Ol. Clairaut*®), bei 
J. Hellins®®®), bei A. M. Legendre®’') und bei @. Frullami®?). 

Für den Fall s= — 1/2 gibt P. S. de Laplace*®) noch die Um- 
Iomeng der Integraldarstellung: 








| RR a—m""tat 
an u fr Yizetar 
ö 
und A. M. Legendre die damit im wesentlichen identische ®%): 
n 
188 f m _ Zar sin’?zdz ;_ 
er) m JVi=esntz 


Isoliert steht die von ) ohne Beweis angegebene Formel: 


189 Aa AO 1—e?dz 
(189) (1-80 lan zer 
In der Bewehntiehieh Form hypergeometrischer Integrale, nämlich 


1 


(190). BI 2°” sin 2 [are — (1 — dr) dx 


0 








—— 


‚lich bei Störungsrechnungen Gebrauch gemacht (Paris recueil des pi®ces qui ont 

remporte les prix 7 (1769), p.21 (Preisschrift von 1749); Petr. n. comm. 16 (1771), 
p- 448); in andern Fällen (Paris recueil des... prix 8 (1771), p. 53; Preisschrift 
von 1756) bedient er sich der Reihenentwicklungen. An Stelle der Rechtecks- 
formel benutzt J: de Lalande die Simpsonsche Formel. (Paris mem. 1758[63], 
p- 256; 1760[66], p. 315; 1761[63], p. 263; Astronomie 2, Paris 1764, p. 1395; 
2me 6d. 3 (1771), p. 593). | 

288) Recherches sur differents points du systeme du monde 2, Paris 1754, 
p- 66. 

289) Paris mem. 1754/59], p. 549 (von 1757). 

290) Lond. trans. 1798, p. 544. 

291). Exerc. 2, p. 374; trait6 2, p. 531. 

292) Ricerche ?*®), p. 58, 113. 

293) M&canique c&leste, livre 15, Paris 1824 (oeuvres 5, p. 378); der Zahlen- 
faktor berichtigt conn. des temps pour 1828[25], p. 314, (in den Oeuyres nicht 
mit abgedruckt, da die Berichtigung ouvres 5, p. 378 bereits ausgeführt). 

294) Traite?’®) 2, p. 536. ©. @. J. Jacobi gibt Fundamenta nova, Regiom. 
1829, Nr. 9—= Werke 1, p. 67 eine einfache Ableitung von Legendres Formel 
und zeigt J. f. Math. 15 (1836) = Werke 6, p. 94, wie sie sich aus seiner all- 
gemeinen Gleichung (374) ableiten läßt; O. Schloemtlch, analytische Studien 2, 
Leipz. 1848, p. 51 reprodueirt das. 

295) Recueil des pi®ces qui ont remporte les prix 8 (1771) (Preisschrift 
von 1756), p. 53. 
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erscheinen die ® zuerst bei J. Binet?); er erhält diese Form, indem 
er in der Entwicklung nach Potenzen von «* die Koeffizienten durch 
Eulersche Integrale I. Art ausdrückt und dann die Reihenfolge von 
Summation und Integration vertauscht. Eine einfache Umformung gibt 
die Entwicklung nach Potenzen von ß?. Wenn diese nicht konvergiert, 
entwickelt er den Faktor (1— «°x)‘ nach Potenzen von 


(191) Er et 


und die einzelnen Glieder der so entstehenden Reihe nach Potenzen 
von y?, und wiederholt erforderlichenfalls diese Operation mehrmals. 

Mit (190) ist übrigens im wesentlichen die UIESRER Integral- 
darstellung identisch: 


(192) V—-_ fi (1 el — deyerzidz, 
0 


die A. Cauchy?) aus der ursprünglichen Definition (187) durch Ver- 
legung des Integrationswegs in der Ebene der komplexen Größe exp xi 
erhalten hat. 

c) Die Rekursionsformel: 


(193) ns + Bd n(1+MBr+n+s— 1)aB,rD— 0 


(bzw. die entsprechende Formel für die W) findet sich bereits bei 
Euler®®), dann bei Olairaut?”), als Spezialfall allgemeiner Formeln 
bei A. F. Svanberg®®); die Ausdrücke der ®, durch.die ®,,, und um- 
gekehrt — die mit Hilfe von (193) auf verschiedene Formen gebracht 
werden können — bei Euler®!), bei @’ Alembert°”), bei Lagrange®®®), bei 
U. J. Leverrier®%). Auf eine für die numerische Rechnung zweckmäßige 


296) J. &c. polyt. cah. 27 (1839), p. 332; ohne Beweis Paris C. R. 9 (1839), 
p. 44. A. Cauchy (Paris C. R. 18 1844, p. 1083 — «uvres (1) 8, p. 237) formt 
(173) in (175) mit Hilfe seiner Residuensätze um. 

297) Paris C. R. 15 (1842), p. 266 = Oeurres (2) 7, p. 98. 

.298) Recherches®®), p. 28; Preisschrift von 1756 2%”), p. 53; instit. calc. 
int.?°®) 1, 8 279 = opera (1) 11, p. 167. 

299) Paris mem. 1754[59], p. 550 (von 1757); im Anschlusse daran bei J. 
de Lalande, Paris m&m. 1760[66], p. 317; 1761[63], p. 259; Astronomie 2, Paris 
1764, p. 1396; 2me &d. 3 (1771), p. 595. 

300) Upsala n. a. 11 (1839), p. 9. 

301) Recherches°®), p. 44; inst. calc. int.?°®) 8 280 = opera (1) 11, p. 167, 
171, 286, 279. 

302) Recherches?®®) 2, p. 62, 70, 79, 83. 

303) Taur. Misc. 3 (1762/65[66]); recueil des pieces qui ont remporte les 
prix 9 (1766); Berl. nouv. mem. 1781[83] (oeuvres 1, p. 621; 6, p. 91; 5, p. 184). 

304) Developpements sur plusieurs points de la theorie des perturbations 
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Form hat sie Legendre®®) gebracht; daran schließt sich dann die Dar- 
stellung der Quotienten 2 /®” als Kettenbrüche bei P.N. Fuß"), 
bei ©. @. J. Jacobi®”) und bei P. A. Hansen ®®). 

d) Daß die unter b besprochenen Integrale zu den elliptischen ge- 
hören, scheint zuerst J. d’Alembert bemerkt zu haben®®), Die eigent- 
liche Theorie der elliptischen Integrale hat aber erst J. Ivory®!°) für 
die Untersuchung der ® herangezogen. Er führt das Integral 8”, durch 


‚quadratische Transformation in ein Integral derselben Form über, in 
dem an Stelle von «& die Größe 


OR rl A se ie i ) 
(194) A RT, tg z are sin « 
steht; durch Wiederholung dieses Verfahrens erhält er: 
1) PM At it Uta. 


und dazu: 
1) Werten.) 


Dabei begnügt er sich damit, daß er abbricht, wenn «, klein genug 
geworden ist; eine Konvergenzuntersuchung gibt er nicht. Dann er- 
scheint bei K. Fr. Gauß?!!) die Auffassung des reziproken Wertes von 





des planttes, Paris 1841, p. 31; Paris observ. ann. 2, 1856, p.1. Er bemerkt 
übrigens, daß die Benutzung der Rekursionsformel, wenn man mit den niedrigsten 
Werten von n beginnt, zu einer Häufung der Fehler Anlaß geben könne und in 
der Tat oft gegeben habe. 

305) Exerc.?’®) 2, p. 279; trait6?7®) 2, p. 544. 

306) Petersb. mem. 5 (1812[15]), p. 137 (von 1809). Fuß hat auch schon die 
Bemerkung (p. 144), daß es zweckmäßig ist, mit der Berechnung des gr) für den 
höchsten noch zu berücksichtigenden Wert von n zu beginnen. 

307) Astr. Nachr. 28 (1849) (Werke 7, p. 156). — Auch (C. F. Gauß hat, 
wie aus einer nachgelassenen Notiz hervorgeht (Werke 8, p. 84), sich seiner 
Kettenbruchdarstellung des Quotienten zweier hypergeometrischer Reihen_zur 
Berechnung der 8 bedient. 

308) Leipz. Abhandl. 2 (1855), p. 188. Bei Hansen handelt es sich zu- 
nächst um die Q,” oder vielmehr um die Produkte 1 —nY)""Q,” für ganz- 
zahlige s, wie sie bei der Entwicklung der Potenzen des Radiusvektors nach den 
Kosinus der Vielfachen der wahren Anomalie in der Theorie der elliptischen 
Bewegung der Planeten auftreten. 

309) Recherches ?®®) 2, p. 66 „s’intögre par la rectification des sections coni- 
ques‘“. Er meint aber, diese Methode sei „plus curieuse et plus geometrique que 
commode pour le ealcul'. 

310) Edinb. trans. 4 (1798), p. 183 (von 1796); reproduziert von @. B. Airy, 
math. tracts, 2% ed., Cambr. 1831, p. 105. 

311) Gott. comm. rec. 4 (1818) = Werke 3, p. 352; die Beziehung zu dem 
hier besprochenen Problem deutlicher ausgesprochen in der Selbstanzeige Gött. 
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yV als „arithmetisch-geometrisches“ Mittel aus 1+« und 1—.«; die 


Berechnung des Quotienten (196) ist bei ihm, obwohl der Sache nach 
dieselbe, nicht so einfach dargestellt wie bei Ivory, indem es aus- 
sieht, als sei noch die Ausziehung weiterer Quadratwurzeln erfor- 
derlich. 

A. M. Legendre®"?) zeigt, daß die Integrale (188) durch die Sub- 
stitution & = x — 2% in die von ihm gewöhnlich gebrauchte Normal- 
form elliptischer Integrale (UB 3, Harkneß- Wirtinger-Fricke, ‚Nr. 5, 
p. 189) übergehen, mit 


als Modul; er führt sie aber sogleich durch die Transformation (194) 
in solche über, die « selbst zum Modul haben, und wiederholt diese 
Transformation erforderlichenfalls. Für den Fall, daß « nahe an 1 
liegt, schlägt er vor°!?), nach den Vielfachen nicht von x selbst, son- 
dern von demjenigen Argument x, zu entwickeln, das bei der erst- 
genannten Transformation durch die Gleichung 


2a. 78 





eingeführt ist. 
Ausführliche Anweisungen zur Berechnung von 8", und 2, m mit 


Hilfe der Transformationstheorie der elliptischen Funktionen gibt auch 
@G. de Pontecoulant?"*). 


Anz. 1818 — Werke 3, p. 359. Dazu aus dem Nachlaß: der Beweis der Konver- 
genz des Verfahrens ib. p. 361; die Ableitung der Potenzreihen aus der Auf- 
fassung als arithmetisch-geometrisches Mittel p. 367; Tabelle numerischer Werte 
p. 403. Dann 7, p. 384 (von 1802) noch eine Zusammenstellung der Formeln 
und Durchrechnung eines Beispiels. Abgesehen von diesen Notizen und der in 
Note 269 erwähnten scheinen die „vielen eigenen Kunstgriffe“, die Gauß in einem 
Brief an Olbers (Briefwechsel 1, p. 269; zuerst publ. von B. Boncompagni, Linc. 
pontif. atti 1884, p. 49) zu besitzen erklärt, verloren zu sein; ebenso die „ganz 
neuen, auf einem merkwürdigen und sehr geeinen. aus der Theorie der ellip- 
tischen Transcendenten entstehenden Prinzip beruhenden Approximationsformeln“, 
von denen eine nachgelassene Notiz C. @. J. Jacobi's (Werke 7, p. 292) spricht. 
Ein Brief von P. Hansen, Gauß Werke 7, p. 434 (von 1843) gibt die Anwendung 
des Verfahrens des arithm.-geom. Mittels auf Integrale allgemeinerer Form. 

312) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 285 (publ. 1815); Trait& des fon&tions 
elliptiques 2, Paris 1826, p. 547. 

313) Exerc. p. 294; Trait6 p. 555. Er bemerkt, daß der Übergang von x, 
zu x durch die aus (208) folgende Entwicklung geschehen könne. 

314) Trait6 analytique du systeme du monde 3, Paris 1834, p. 87. Ein- 
facher sei es, Legendres Tafeln der vollständigen elliptischen Integrale I. u. 
I. Art zu benutzen (p. 104). 
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e. Den asymptotischen Ausdruck für große Werte von n: 
, (n) 2. 2 n Bi 
(197) ge ld - 


hat bereits A. Cauchy®"°) mit Hilfe des asymptotischen Ausdrucks der 
I-Funktion gewonnen. 

f. Die Ausdrücke der Ableitungen der B durch die B selbst 
finden sich bei Euler®'®), dann bei Luplace®""), bei Lagrange®"®), bei 
Legendre®'), bei Pontecoulant?®®), bei Leverrier’®); ausführlich sind 
diese Ableitungen von W. Scheibner?*?) behandelt. 

4. Cauchy?*) benutzt an ihrer Stelle die durch die Integrale 


27 


(198) 0,,= = fa — es] — ddei)-ttrdat) gg 
ö Ä 


n,l 


dargestellten Funktionen, die sich von ihnen nur durch numerische 
Faktoren unterscheiden; er zeigt, wie sich durch partielle Integra- 
tionen Rekursionsformeln für sie gewinnen lassen 3%), ae 

8) Daß die Formeln dieser Nummer auch zur Berechnung der 
magnetisierenden Wirkung eines elektrischen Kreisstroms auf ein ma- 
gnetisierbares Teilchen benutzt werden können, scheint zuerst Dippe?®) 
bemerkt zu haben. 


315) Turiner mem.°*?), p. 91; Verallgemeinerung für beliebige s, mit anderem 
Beweis, Paris ©. R. 19 (1844), p. 1131 — Oeuvres (1) 8, p. 324. 

316) Instit. cale. int. 1 (1768), $ 282, 287 — opera (1) 11, p. 168, 173; ein 
Spezialfall (in umgekehrter Auffassung, als Ausdruck von ® durch 8, und 


dessen Integral), auch schon in der Preisschrift von 1756°®7), p. 58. 

317) Paris hist. 1772,[76] = Oeuvres 8, p. 437. 

318) Berlin nouv. mem. 1781[83] = Oeuvres 5, p. 185. 

319) Für negative ganzzahlige s exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 373; all- 
gemein ib. 2 (1817), p. 299 (publ. 1815); trait& des fonctions elliptiques 2 (1826), 
P- 559. \ 

320) Trait6®!4) 3, p. 68. 

321) Vgl. Note 304. 

322) Habilitationsschrift Leipzig 1853, p. 10, 14. 

323) Paris C. R. 15 (1842), p. 266 — Oeuvres (1) 7, p. 98. Die Formel ist 
hier durch einen auch in den .Oeuvres nicht korrigierten Druckfehler ganz un- 
verständlich ; ib. p. 480 — 123 steht sie richtig. 

324) Paris ©. R. 15 (1842), p. 483 = Oeuvres (1) 7, p. 126. 

325) Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 195. Er schließt sich an Lacroix *°) an; 
seine Darstellung ließe sich übrigens noch vereinfachen, da die von ihm ent- 


wickelte Funktion 
1— ecosx 


(1— 2a cos + «N? 
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10. Anhang zu Nr. 9. Den Weg zur Übertragung der Methoden 
von Nr. 9 auf allgemeinere Integrale hat 0. F. Gauß®?*) eröffnet, indem 
er zeigte, wie das Integral 


(199) [N *(A+ Boosz + Csinz+ Dos 22 + Esin 2a)dz, 
wo 


(200) N=a+tbesz+tecesinz+tdceo®r + fsin’z 


auf ein Integral derselben Form, aber mit b=c = 0, reduziert werden 
kann; nämlich durch eine lineare homogene Substitution der drei 
Größen 1, cosx, sin x, bei welchen die quadratische Form cos? x 
+ sin? — lin sich transformiert wird. (Das Problem ist also analog 
zum Problem der Hauptachsenbestimmung der Flächen zweiter Ord- 
nung; vgl. IIIC2, Staude, Nr. 9, p. 173.) 

Daran anschließend hat dann C. @. J. Jacobi??") die Aufgabe ge- 
stellt, die Potenzen N’ nach den trigonometrischen Funktionen der 
Vielfachen von x zu entwickeln. Den speziellen Fals= —1,d=f=0 
hat er selbst behandelt®®); dabei läßt er noch zu, daß die übrigen 
Koeffizienten komplex sind, wenn nur N für keinen reellen Wert von x 
Null wird. Er spaltet N in die Faktoren (1— Ce) (1— Ge”), 
zerlegt dann 1/N in Partialbrüche, entwickelt jeden von diesen für 
sich und vereinigt schließlich wieder; dabei muß er zwei Fälle unter- 
scheiden, je nachdem von den Größen C, C, nur die eine absolut 
kleiner als 1 ist oder beide. 

Über den Fall c=f= 0 finden sich einige Andeutungen bei J. 
E. Czwalina®®). Er gibt für die Koeffizienten der Entwicklung von 
mit 1 

2 = 





(1— 2a cc + «nt 
durch die Relation y = z — adz/d« verbunden ist. 

326) Gott. comm. rec. 4 (1818) = Werke 3, p. 334. Die Beziehung zum 
Problem der vorigen Nr. ist deutlicher als in der Abhandlung selbst in der 
' Selbstanzeige Gött. Anz. 1818 — Werke 3, p. 357 ausgesprochen. Eine andere 
Art der Rechnung gibt Th. Clausen (J. f. Math. 6 (1830), p. 290): er transformiert 
erst, durch Auflösung derselben kubischen Gleichung wie Gauß, auf den Fall, 
daB N=(a, +b cos ©)’-+ (a, + c sin x)? gesetzt werden kann, und zeigt, daß 
die weitere Reduktion durch dieselben Formeln geschieht wie der Übergang von 
der wahren zur exzentrischen Anomalie. Noch eine andere Darstellung gibt 
V. A. Lebesgue (J. de math. 2 (1837), p. 360); er führt auch die Reduktion auf 
die Legendresche Normalform der elliptischen Integrale durch. 

327) J. f. Math. 15 (1836), p. 205 = Werke 6, p. 119. 

328) Ib. 32 (1846), p. 11 = Werke 6, p. 156; vgl. auch die Darstellung 
von E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen 1, p. 29, 212 der 2. Aufl. Berlin 
1878. Heine zieht auch andere ganzzahlige Werte von s in Betracht. 

329) Progr. Gymn. Danzig 1842, p. 11. 
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N* nach den Kosinus der Vielfachen von z (nur diese treten hier auf) 
Rekursionsformeln und zeigt, daß sich mit deren Hilfe alle diese 
Koeffizienten aus den 3 ersten ableiten lassen; daß bei speziellen 
Werten der Koeffizienten von N auch zwischen diesen dreien noch 
eine lineare Relation besteht; daß die Koeffizienten für irgendeinen 
Wert von s sich aus den zu dem um eine Einheit größeren oder 
kleineren Wert gehörenden ableiten lassen. 

Czwalina hat auch den allgemeineren Fall: 
(201) N=a+tbcosxz--esinz+dceos®xz-+ ecoszsinz + fsin?z 
in Angriff genommen®®); hier sind im allgemeinen 4 Entwicklungs- 
koeffizienten voneinander unabhängig, die übrigen lassen sich durch 
sie ausdrücken. Als jene vier können das absolute Glied und die 
Koeffizienten von cosz, sinz, sin 2x gewählt werden, nur nicht in 
dem Falle, daß s ein ganzzahliges Vielfaches von 4 ist. Er bestimmt 
sie für s= — 2, indem er N durch Auflösung einer Hilfsgleichung 
3. Grades auf die Form 


(202) («+o,cos2 + 0,sinz)(ß+ ß,cosz-+ ß, sin x) 
bringt®®!), dann tg > als Integrationsvariable einführt und die so er- 


haltenen Integraldarstellungen auf die Legendreschen Normalformen 
elliptischer Integrale transformiert®2). 

Natürlich kann man solche Entwicklungen auch dadurch erhalten, 
daß man den zu entwickelnden Ausdruck, wie oben erwähnt, in zwei 
Faktoren spaltet und jeden der beiden Faktoren dann für sich nach 
den Methoden der Nr. 9 entwickelt. Das umständlichste dabei ist die 
Zerlegung in Faktoren; für ihre bequeme Vollziehung haben sich 
einige Andeutungen im Nachlaß von ©. F. Gauß®??) gefunden; aus- 
führlich ist sie von A. Cauchy®%) behandelt worden. 


11. Entwicklungen der Sphärik. Die Gleichungen (14) und (15) 
können, wie A. M. Legendre?®°) bemerkt, zur Berechnung der übrigen 





330) Ib. p. 6; hierauf bezieht sich wohl die Ankündigung von Jacobi, J. f. 
Math. 15 (1836), p. 206 — Werke 6, p. 119, daß er die Durchführung dieser 
Rechnungen einem Schüler übertragen habe. 

331) p. 20. 

332) p. 28. 

333) Werke 7, p. 595, 599. 

334) Paris C. R. 18 (1844), p. 625 — Oeuvres (1) 8, p. 168. Er diskutiert 
namentlich den Fall e=f= 0, um den es sich handelt, wenn der Hauptteil 
der Störungsfunktion nach den Funktionen der Vielfachen der exzentrischen 
Anomalie des einen der beiden Planeten entwickelt werden soll. 

335) Elements de g&om6trie, Nr. 100 (mir war die 14. franz. Auflage, Brux. 
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Stücke eines ebenen Dreiecks dienen, von dem zwei Seiten und der 
von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind. Von den Aufgaben 
der sphärischen Trigonometrie läßt sich, wie schon J._L. Lagrange®*®) 
bemerkt hat, die „Reduktion auf die Ekliptik“, d.h. die Bestimmung 
von y— x aus der Gleichung 

(203) tg y = coswtgx 


auf die Formel (2) zurückführen, indem sich durch Differentiation 
daraus ergibt: 


dx @ 
(RR) day 1+2rcos22 + r” rm ig! ih 


Einfacher gelangt er dann”) zu demselben Resultat durch direkte 
Einführung kompiexer Größen, die 





3 1 ur Re te 
(205) y—a— zl0g Tegeizi 
ergibt. Erscheint an Stelle von cos® einer der Ausdrücke 
co t 
(206) on  twoigp,; tg’o 


als Faktor, so erhält r bzw. die Werte 


Br, ee, rn, 
Damit lassen sich dann alle Fundamentalaufgaben der sphärischen 
Trigonometrie behandeln:®). Auch cos2y und sin2y lassen sich als 
Funktionen von durch Reihen derselben Art ausdrücken; es ist 


1832 (p. 405) und die 2. Aufl. der deutschen Übersetzung von Crelle, Berlin 1833 
(p. 411) zugänglich). 

' 336) Berlin. nouv. mem. 1776[79] (euvres 4, p. 276). Lagrange gibt an, er 
habe spezielle Fälle ohne Beweis bereits im 3. Bande der ‚tables astronomiques 
de l’acad&mie“ veröffentlicht. — Eine umständlichere Ableitung des Resultats, 
ohne Benutzung komplexer Größen, durch Entwicklung nach Potenzen von 1 — cosz 
und Umordnung, findet sich bei J. H. Lambert, Berl. astr. Jahrb. 5, f. 1780[77], 
p. 69; ist mit ihr die umständlichere Lösung „par des moyens purement trigo- 
nometriques“ identisch, die sich nach dem Bericht von A. Cagno'i, trigonometria 
piana e sferica, 24= ed. 1804 (p. 116 der franz. Übersetzung von 1808) in den 
Effemeridi di Milano für 1785, p. 187 finden soll.? Lambert gibt p. 67 auch die 
Entwicklung von arc sin (esinx). A. de Morgan (calculus p. 124) leitet umgekehrt 
die Entwicklung (2) durch Differentiation aus der von arctg(ktgx).ab, nachdem 
er diese durch Benutzung komplexer Größen gewonnen hat. J. L. Raabe (Diffe- 
rential- und Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 277) gewinnt die Ausgangsformel 
(2), indem er zunächst für die Entwicklungskoeffizienten aus ihrer Integraldar- 
stellung in komplexer Form (388) eine Rekursionsformel ableitet. 

337) p: 278. 
338) p. 285. 


c0s20. 
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nämlich °®°): 
2ix 
(208) er—=r+(il—r), en ie 
Die allgemeinere Gleichung 
_a® sin % 


läßt sich ebenso behandeln*P); sie kann nämlich auf die Form ge- 
bracht werden: , 
210) ante 14 ge“ 

Iitpei 1,98’ 





wobei 


(211) P+Q=;?, PQ=-; 


ist; und Analoges gilt überhaupt, wenn tgy gleich einer [für die 
Konvergenz der sich ergebenden Reihen geeigneten Bedingungen zu 
unterwerfenden] rationalen Funktion von cosz und sin x ist. Lagrange 
führt die Rechnung noch für 


(212) asin2c + bsinz asinz + bcosx 
cws2c+pcosce+g’ cosc-+psinz 


durch. Besonders einfach ist dabei noch der Fall 


sinz-+psin22-+-gcosd3c-+-- 
(N) coBc + pcos22+gcoa3c+:-:-- 


Den speziellen Fall a—= 1 der Gleichung (209) behandelt B. J. 
Delambre*!) direkt mit Hilfe der für ihn geltenden Differentialgleichung: 
day 1+pcosz 
(214). de 1+2pcox-+p? 
und der Methode der unbestimmten Koeffizienten. 
Weitere Ausführungen über die Benutzung dieser Formeln für 
die sphärische Trigonometrie finden sich bei J. J. Littrow®?). Er be- 








339) p. 279. Lagrange gewinnt durch Anwendung des binomischen Satzes 
auf die Gleichung (208) auch die Mittel zur Entwicklung von cosuy und sin uy 
mit beliebigem u. 

340) p. 294; weniger durchsichtig bei A. M. Legendre, exercices de calcul 
integral 2, Paris 1817, p. 239 (publiziert 1815). Die algebraischen Gleichungen, 
von denen die Faktorenzerlegung abhängt, brauchen nicht aufgelöst zu werden, 
. da in den Reihen schließlich nur symmetrische Funktionen ihrer Koeffizienten 
vorkommen. 

341) Methode analytique pour la determination d’un arc de me£ridien, Paris, 
an VII, p. 64. Legendre zeigt (ib. Anhang, p. 3), daß das Verfahren von Lagrange 
auch hier einfacher zum Ziele führt. 

342) Pötersb. mem. 5 (1812[15]), p. 191; ib. 7 (1815/16[20]), p. 135 stellt er 
seine Formeln und diejenigen von Legendre zusammen. 
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handelt auch noch die Reihe für 


esinc+Pßsin?c ++ -- 
RE TRR 


durch Entwicklung von arc tg era nach Potenzen von « und v und 
Umordnung erhält er Rekursionsformeln für die Koeffizienten). Sind 


alle Koeffizienten außer & und 8 Null,.so kann die Gleichung auch 
geschrieben werden ®*): 
Be aß1sinz + P"!sin2z 

(216) 2x yaardig; gg or ET TR 

Legendre®”) behandelt dann auch noch denjenigen Fall der Glei- 
chung (209), in welchem a >1 ist. Wird die Gleichung hier auf die 
Form 

„_14+De 1+Qe: 

(217) en 1+PRe= Irg,8 
gebracht, so fallen die Größen P, Q@ beide absolut kleiner als 1 aus, 
so daß nach Potenzen von ihnen entwickelt werden kann. Er gibt 
noch einige andere Entwicklungen derselben Art: 





(215) y=arctg; 2 








(218) arctg(a +Hbtge)=r +u+ Mae sin (2nz — ni), 
wobei: an 


(219) tu 5: wat: LT 





sin? ri) 
bt b 
(220) are ee — — arctg- „+ are bes + . + re 2]; 
arctg(a sinz + b) 


< 2 . n 
=u-+ 2 D2j00s (2n+1)usin(2n+ 12-42 2 sin2n usin2nz, 
n=1 n=1 
wobei u und r in komplizierterer Weise von @« und b abhängen; daraus 


durch Differentiation die Entwicklung von . 


acosx 
(221) i+(asinz+ Dj’ 





343) Ib. 7, p. 91, 94, 113. Wenn Littrow aus seinen Resultaten schließen 
will, man könne mit Epizykeln nicht ebenso allgemeine Bewegungen darstellen 
als mit trigonometrischen Reihen, so beruht das auf einem Versehen. 

344) Ib. p. 117. Littrow glaubt die beiden aus (204) und (215) sich an nd ah 
Entwicklungen verbinden zu können und kommt so zu einer Reihe für x selbst, 
die noch zwei willkürliche Parameter enthält; indessen sind die beiden Reihen 
nicht gleichzeitig konvergent. 

845) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 239 (p. 1815). 
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ah er 


(222) arctg (tga tg’r) = — — « — arctg Imscpm — cot 2 


sın? « 


J. Fr. Encke®") Be wie die Formeln sich systematisch ausein- 
ander ableiten lassen. Er beginnt mit der Umsetzung der Gleichungen 
(2) und (3) in die Formen 


; cos v 

(223) 1—sinvesa 142 Ye} et 
sin v sin x ’ u. 

(224) 1a 2 93 nl aha 


Integration ergibt ihm dann die Gleichung (15), die auch als Auf- 
lösung der Gleichung 


(225) siny=rsin(«—y) oder tg (u — hd RER an 
angesehen werden kann. Er rechnet dieselben Annahmen (207) für r 


durch, wie Lagrange, außerdem noch einige andere. Die Gleichung (14) 
schreibt er auch:. 


EN tiglkeanme _ Sant name 


v 


con n= 
2 
Auch die von (©. @. J. Jacobi®?) angegebene Entwicklung: „wenn 
(227) cos «= cosy+ = sin? y 
ist, so ist 
(228) ı y-e—--hsnzt, us sin da +.“ 





kann hierher gerechnet werden. 


12. Entwicklungen aus der Theorie der elliptischen Bewegung. 
Auch zur Lösung der Aufgaben, auf welche die Lehre von der un- 
gestörten elliptischen Bewegung der Himmelskörper um ihre Zentral- 
körper führt, sind trigonometrische Reihen frühzeitig herangezogen 


846) Er gibt p. 243 an, daß man überhaupt jede Gleichung der Form: 
y==arctg einer gebrochenen rationalen Funktion von tgx auf diese Weise be- 
handeln könne. 

347) Astr. Nachr. 24 (1846), col. 155; nicht in den ges. Abhandl.? Von Encke 
entnimmt die Formeln Fr. Brünnow, Lehrbuch der sphärischen Astronomie, 
Berlin 1851 (p. 14 der 3. Aufl. von 1871). 

348) J. f. Math. 15 (1836), p. 6 = Werke 6, p. 93. Er beweist die Richtig- 
keit zuerst mit Hilfe seiner Umformung (374) der Integraldarstellung der Koeffi- 
zienten, dann mit Hilfe der Lagrangeschen Reihenumkehrungsformel. 
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worden. Zunächst erscheinen zwar diese Entwicklungen als nach 
Potenzen der Exzentrizität geordnet; so entwickelt z.B. L. Euler‘) 
die rechte Seite der zwischen der wahren Anomalie « und der ex- 
zentrischen Anomalie % bestehenden Gleichung 


(229) Ki 





nach Potenzen von & und integriert dann gliedweise; übrigens ersetzt 
er bereits hier die zunächst auftretenden Potenzen von siv « und 
cos « durch die Sinus der Vielfachen von v. Nachdem er aber dann 
an den Problemen der Störungstheorie (Nr. 3) die prinzipielle Wichtig- 
keit der trigonometrischen Reihen erkannt hatte, ordnet er auch diese 
Entwicklung sogleich nach den Vielfachen von «. Er setzt die Ent- 
wicklung mit unbestimmten Koeffizienten an, bestimmt den ersten 
Koeffizienten direkt, leitet für die übrigen eine Rekursionsformel ab 
und erhält so®®): 

(230) w=u+ DI: RP RINR gms Pe 


€ 





Bei den gleichzeitigen französischen Mathematikern erscheinen dann 
die ersten Glieder der Reihenentwicklungen der elliptischen Bewegung 
mit denjenigen der Störungstheorie verquickt®')., Namentlich hat 
A. Clairaut schon bei seiner ersten Behandlung des Problems der 
Mondbewegung®”?) gesehen, daß die Methode der-Integration durch 
sukzessive Approximationen „Kreisbogen“, d. h. Säkularglieder, ein- 
führt, wenn man nicht schon in erster Annäherung die Bewegung der 





349) Petrop. comm. 7 (1734/35[40], p. 70; das Resultat auch Berlin. hist. 
2 (1746[48]), p. 231. Abweichend vom astronomischen Gebrauch bezeichne ich die 
numerische Exzentrizität nicht mit e, sondern mit e, da e hier doch für die 
Basis der natürlichen Logarithmen reserviert bleiben muß.. Im übrigen bediene 
ich mich der jetzt bei den Astronomen üblichen Bezeichnungen und rechne 
namentlich die Anomalien vom Perihel an, während sie im 18. Jahrhundert meist 
vom Aphel an gerechnet wurden. 

350) Berlin. hist. 3 (1747[49]), p. 114. Im Grunde handelt es sich übrigens 
nur um eine andere Schreibweise der Gleichung (15). 

351) Vgl. auch die Darstellung von Clairauts und d’Alemberts Mondtheorien 
bei F. Tisserand, TraitE de m&canique celeste 3, Paris 1894, p. 4b. 

352) Sie stammt aus der ersten Hälfte des Jahres 1747, ist aber erst 1760 
und 1761 im Journal des sgavans- veröffentlicht. Die Gründe, die ihn zur Ein- 
führung und Wahl dieser ersten Annäherung bewogen haben, setzt er ib. 1761, 
p- 844 bei Gelegenheit einer späteren Polemik mit d’Alembert noch einmal aus- 
führlich auseinander. Bei d’Alembert, Recherches ?®®) 1 (1754), p. 36 erscheint die 
Einführung des Faktors m abstrakt mathematisch durch eine Umformung Wer: 
Differentialgleichung der Bahn. 
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Apsiden berücksichtigt; er benutzt daher®) als solche erste Annähe- 
rung eine Gleichung zwischen Radiusvektor r und wahrer Anomalie w 


der Form: 
1 


x — +. (1— scosmu), 

in der m eine (wenig) von 1 verschiedene Zahl bedeutet. Aus ihr ent- 
wickelt er die Werte der benötigten Potenzen von r bis zu Gliedern 
mit & einschließlich; die Rechnung, die von ihnen zum Ausdruck der 
mittleren durch die wahre Anomalie führt, skizziert er hier nur®*). 
Die zweite, zuerst veröffentlichte Redaktion ®®) gibt dann diesen Aus- 
druck bis zu Gliedern dritter Ordnung 


231) = w+ um sinmw—+ nn sin2mw + Be sin 3mw 

und führt auch die Berechnung der Potenzen von r weiter; eine 
dritte®®) fügt die Ausdrücke der trigonometrischen Funktionen der 
Elongation zweier Planeten durch die wahre Anomalie des einen 
hinzu. Eine vierte endlich®”) wiederholt das noch ausführlicher und 
fügt zu der Entwicklung (231) noch die beiden Glieder vierter Ord- 
nung’): 


(232) 


= sin2mw + Be sin dmw; 
4m = 32m. ? 


außerdem erscheinen hier®°®) ohne Beweis die Anfangsglieder der Auf- 
lösung der Gleichung 
(233) S=w-+esinmw, 

353) J. des scavans 1761, p. 13. 

354) p. 20. 

355) Paris mem. 1745 (49), p. 347, 357; ebenfalls von 1747, aber durch be- 
sonderen Beschluß der Akademie (p. 390) in diesen Band aufgenommen. Eine 
sich anschließende Abhandlung von d’Alembert (ib. p. 365) enthält solche Ent- 
wicklungen jedenfalls nicht explizite. 

356) Ib. 1748 (52), p. 422 (d6pos& 1749, lu 1752); vgl. auch die übersicht- 
lichere Darstellung ib. 1754 (59), p. 533, 539 (von 1757). 

357) Theorie de la lune, Preisschrift Petersburg 1752; p. 18, 45 der zweiten 
Auflage, Paris 1765. Um so merkwürdiger ist, daß er in einer noch späteren 
Abhandlung (Paris m&m. 1754 (59), p. 543, 555; von 1757) behauptet, um aus der 
„Korrektion des Ausdrucks der Zeit‘ die „Korrektion des wahren Ortes ausge- 
drückt durch den mittleren“ zu bekommen, brauche man nur in ersterem die 
Vorzeichen der Koeffizienten zu ändern und überall statt der mittleren Anomalie 
die wahre zu setzen; was doch nur für die erste Annäherung richtig ist. 

358) p. 47. 

359) p. 59. p. 56 ist ausdrücklich gesagt, daß das alles unverändert aus 
der ersten Auflage übernommen sei. Daß hier die wahre, nicht wie in der eigent- 
lichen Keplerschen Gleichung (236) die exzentrische Anomalie auftritt, liegt daran, 
daß Clairaut von Anfang an nach den Vielfachen der ersteren entwickelt. 
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nämlich: 
(234) rn sinm& + —me? sin 2m& 


+ °_ m? sin 3m$. 


J. @’Alembert’®) setzt dann allgemein auseinander, wie eine solche 
Umkehrung geschehen kann, wenn man bei Gliedern bestimmter Ord- 
nung stehen bleiben will; auch gibt er ohne Beweis die Anfangs- 
glieder der Entwicklung der Mittelpunktsgleichung d.h. der Differenz 
zwischen w und der mittleren Anomalie & nach den Vielfachen der 
mittleren Anomalie®®?): 


(235) w=$— 2: sine + sing + % 


Dann hat Jeaurat?®) die Anfangsglieder der ee 
auf einem ziemlich umständlichen Wege Srualten, indem er nämlich 
in der Keplerschen Gleichung 


(236) g=u—esin“ 


die linke Seite nach Potenzen von sin £, die rechte nach Potenzen 
von sin « entwickelt, daraus durch Reihenumkehrung die Entwick- 


lungen von sin“ und cos« nach Potenzen von sin & ableitet, hierauf 
die Gleichung . 


(237) we nm 


e+cou 








benutzt, um tgw und dann w selbst nach Potenzen von sin $ zu 
entwickeln, schließlich diese Entwicklung in eine solche nach den 
Sinus der Vielfachen von & umsetzt. Dabei bricht er überall mit s® ab. 
Weiterhin®®) gewinnt er auch noch die Entwicklung des Radius 


860) Recherches **®) 1, p. 80. p. XLIII ist angegeben, daß alles nicht in 
Klammern Gesetzte schon aus dem Jahre 1751. stammt. 

361) lb. p. 89. Ebenso führt er ib. 2, Paris 1754, p. 107 die PA 
der Entwicklung (231) ohne Beweis an. 

362) Paris mem. pres. 4 (1763), p. 530. Er gibt an, daß er damit nur den 
von A. Clairaut in der Theorie der Mondbewegung ®??) gegebenen Ansatz weiter 
ausführe; dieser habe aber die Rechnung nur bis zu Gliedern mit s° getrieben, 
was dort ausreichend gewesen sei. -— Die Anordnung der Entwicklung nach den 
Funktionen der Vielfachen des Winkels erscheint bei Jeaurat bereits als etwas 
so selbstverständliches, daß er darüber kein Wort weiter verliert. — Eine Ge- 
schichte der Lösungen des Keplerschen Problems [in der übrigens z. B. gleich 
Jeaurat nicht erwähnt wird] gibt C. P. Burger, Diss. Lugd. Bat. 1851; biblio- 
graphische Angaben bei J. H. Graf und E. Gubler, N in die Theorie der 
Besselschen Funktionen, 1, Bern 1898, p. 7. 

368) p. 603. 
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Vector r nach den Potenzen von sin $ mit Hilfe der Gleichung 
(238) =1-—ecosu 


und setzt sie in eine solche nach den Kosinus der Vielfachen von & um. 
J. J. de la Lande®*) gibt eine ihm von Clairaut mitgeteilte 
Methode, bei der zuerst mit Hilfe der Gleichungen: 





r’dw 1— e? 
(239) Tre r ng pe: 


die Entwicklung des Radiusvektor nach den Kosinus und der Mittel- 
punktsgleichung nach den Sinus der Vielfachen von w aufgestellt wird. 
Die Entwicklungen von &— w nach den Sinus der Vielfachen von £ 
werden dann mit unbestimmten Koeffizienten angesetzt, daraus Aus- 
drücke für die Sinus der Vielfachen von w abgeleitet und diese in 
die zuerst genannten Entwicklungen eingeführt; Koeffizientenverglei- 
chung liefert schließlich die erforderliche Anzahl Relationen zur Be- 
stimmung der eingeführten Unbekannten. 

Allgemeine, nicht mit einer bestimmten Potenz von & abbrechende 
Ausdrücke für die Koeffizienten der Entwicklungen: 


(240) u—t— D4,sinnt, 
n=1 . 
(241) r=1+ . -” B,cosn& 
n=1 


864) Astronomie 2, Paris 1764, p. 1308; 2° 6d. 8 (1771), p. 492. Ein ähn- 
liches Verfahren gibt auch Bossut in einem Anhang zu seiner Preisschrift von 1762 
(Paris recueil des pi®ces qui ont remport& les prix 8 (1771), p. 61), den er p. 55 
als „composs depuis longtemps“ bezeichnet. A. Cagnoli, trigonometria piana 
e sferica (schon in der 1. Auflage von 1786; p. 422 der 2. franz. Auflage von 1808) 
führt die Rechnung bis zu Gliedern mit s? weiter; er bedient sich dazu seiner 
Methode der Umkehrung trigonometrischer Reihen (Nr.19). Auch P. S. de Laplace, 
Me6canique c6leste 1, Paris, an VII= Oeuvres 1, p.179 beginnt mit der Entwick- 
lung der Mittelpunktsgleichung nach den Cosinus der Vielfachen der wahren 
Anomalie; die weiteren Entwicklungen behandelt er als solche nach Potenzen 
von &. Ebenso @. B. Airy, mathematical tracts, p. 8 der 2. Aufl., Cambr. 1831. 
Ein. weiterer Aufsatz von Bossut gibt auch noch die Anfangsglieder der Ent- 
wicklung der exzentrischen Anomalie nach den Vielfachen der wahren (Paria 
mem. 1777[80], p. 59), sowie (p. 63) die von A. Clairaut, (Theorie de la Lune, 
Petersburger Preisschrift von 1752, p. 61 der 2. Aufl., Paris 1765; vgl. Note 369) 
mitgeteilte Auflösung der Gleichung 


£=u-+asinmu—+bsinpu-+ csingu 


(von der die Keplersche Gleichung ein spezieller Fall ist), nach u; beides mit 
Hilfe des in Nr. 19 zu besprechenden Verfahrens. 
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a . (1m t24-1 7g12krn 
(242) BER ie kin + R)! (5) ? 





” © (— 1)" (n + 2Kyn"+?%-? g\2k+n 
(243) B,— nen de) 





hat erst J. L. Lagrange®®) mit Hilfe der seinen Namen tragenden 
allgemeinen Umkehrungsformel gewonnen, indem er zuerst nach Po- 
tenzen von & entwickelt und dann umordnet. Auf demselben Weg 
erhält er auch einen ziemlich umständlichen Ausdruck für die Koeffi- 
zienten der Entwicklung von w — & nach den Sinus der Vielfachen 
von £. 

Dann stellt J. H. Lambert die bis dahin gefundenen Entwick- 
lungen zusammen und fügt zu ihnen noch die Entwicklungen von 
&— u nach den Sinus der Vielfachen von w und von & bei?®®). 

Die Darstellung der Koeffizienten durch bestimmte Integrale ist 
zuerst von W. Fr. Bessel?®‘) für diese Entwicklungen herangezogen 
worden; indem er in ihr « als Integrationsvariable einführt und partiell 
integriert, erhält er für die Koeffizienten B, die Formel: 

2rı 


(244) 5b,= Zi u sin (nu — ne sin u)du; 


und für die Koeffizienten CO, der Mittelpunktsgleichung, d. h. der Ent- 
wicklung (235) von w — & nach den Sinus der Vielfachen von £: 





n an 
(245) Er p cos (mu —nesinu) 7, 
“ NT 1—.cosu 
Dieselben beiden Formeln, dazu noch 
ar 
(246) A,= "il, (nu — ne sinu) du 


e 
0 





365) Berl. hist. 25 (1769[71]) (von 1770) = oeuvres 3, p. 132. 
366) Berl. astr. Jahrb. 5 (1780[77]), p. 72. Die erstgenannte Entwicklung 
ergibt sich aus der Keplerschen Gleichung (236) und der Relation 


vi riih sin w 
— esinu=: —; 
1-+8scosw’ 





von den Koeffizienten der zweiten gibt er ohne Beweis ein Rekursionsgesetz. 
8367) Berl. Abhandl. (1816/17[19]) (von 1818) — ges. Abhandl. 1, p. 19; Zeit- 
schrift f. Astr. 5 (1818), p. 369. 


12. Entwicklungen aus der Theorie der elliptischen Bewegung. 897 


erscheinen dann auch bei $. D. Poisson®®). Bessel zeigt weiter), 
daß sich auch die Koeffizienten der Entwicklungen von 


c08 


(247) logr, ae g” re pu, ad sa pw 


durch die A, und die C, ausdrücken lassen. Auch untersucht er die 
ersteren, die seitdem seinen Namen behalten haben?’®) noch näher: 
er gibt die Rekursionsformel zwischen je drei aufeinander folgenden 
von ihnen, die daraus entspringende Kettenbruchentwicklung, die 
lineare Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten, der sie als 
Funktionen von & genügen usw. Für die CO, gibt er eine Entwicklung 
nach Potenzen von (1 — Y1 — ?)/s, deren Koeffizienten Summen von 
A, sind. Poisson gibt noch?’!) die Gleichung: 


(248) a EIN, 


die Koeffizienten der Entwicklungen der A, nach Potenzen von & be- 
stimmt er°'?) mit Hilfe seiner Integralformeln (246). 

.A. F. Svanbery®"®) schreibt den halben allgemeinen Koeffizienten 
in der Entwicklung der Ableitung der wahren Anomalie nach der 


368) Conn. des temps pour 1825[22], p. 383. Er gibt an, der Ausdruck 
für die C, sei ihm von Frullani mitgeteilt worden. — Daß er die Integrale nur 
von 0 bis = erstreckt und einen Faktor 2 vorsetzt, ist unwesentlich. Er bemerkt 
noch (p. 384), daß man beim Einsetzen der Werte der Koeffizienten A, und 
B,„ in die betreffenden Reihen und Vertauschung der Reihenfolge von Integra- 
tion und Summation zwar unter dem Integralzeichen Reihen erhalte, die sich 
mit Hilfe von (110) bzw. (308) summieren lassen, daß das aber zu nichts führe, 
da zur Bestimmung der Stellen, an denen diese Reihensummen sich unstetig 
ändern, die Auflösung der Keplerschen Gleichung selbst erforderlich sei. 

369) Berl. Abh. (1824[26]), p. 26 = Ges. Abhandl. 1, p. 92. C. P. Burger, 
Diss. Lugd. Batav. 1851, p. 13 führt die Entwicklungen von r und von logr bis 
zu Gliedern mit s® und gibt an, daß letztere bis zu solchen mit s® bereits bei 
J. de Gelder, Differentiaalrekening 2, p. 379 stehe. 

370) Vgl. IA 10, Wangerin, Nr.41, p.748. Ein von F[rancoeur?] verfaßter 
Auszug, bull. philomat. 1825, p. 33 hebt richtig hervor, daß Bessel eben durch 
die nähere Diskussion der durch die Integrale definierten Funktionen über Poisson 
hinausgeht. — Ergänzungen dazu, betr. die Entwicklungen der Cosinus und Sinus 
der Vielfachen der exzentrischen Anomalie nach den Funktionen der Vielfachen der 
mittleren und umgekehrt, bei ©. G@.J. Jacobi, J. f. Math. 15, 1836, p. 12 = Werke 
6, p. 100. 

871) Conn. des temps pour (1836[33]), add. p. 6; der Zahlenfaktor berichtigt 
von F. Lefort, J. de math. 11 (1846), p. 43. 

372) Ib. p. 9. 

373) Upsala n. acta 11 (1839), p. 18. 


898 IA12. H. Burkhardt. Trigonometrische Reihen und Integrale. 


mittleren: 
rt 
(249) A,= 4 Ge cos nede 
in die Form 
nz 
(250) A,= 1 [eos ngdw 


i | 
um, aus der ersichtlich ist, daß er mit dem Absolutglied der Ent- 
wicklung von y==cosn& nach den Vielfachen der wahren überein- 
stimmt. Diese Funktion genügt in ihrer Abhängigkeit von w und der 
Exzentrizität & den beiden partiellen Differentialgleichungen: 


(251) | (1-+&cos u _ 2esinw(l-+ ecos u) 3 +n?(1—2)y—0, 
0 ’ j 
| la—e) 3% + (2einw-+ &sin 20) 4 — 


Sie liefern Rekursionsformeln für die Koeffizienten der Entwick- 
lungen von y und seinen Ableitungen; aus diesen erhält er durch 
Elimination der höheren Koeffizienten schließlich”) eine Differential- 
gleichung für den Koeffizienten von cosw in der Entwicklung von y 
und eine Relation, die A, und seine erste und zweite Ableitung nach 
& mit diesem Koeffizienten verbindet. Diese Gleichung integriert er 
durch Potenzreihen und gewinnt für deren Koeffizienten Rekursions- 
formeln; die absoluten Glieder lassen sich aus der Integraldarstellung 
berechnen. Er führt die Rechnung bis zu Gliedern zwölfter Ordnung 
durch. 

S. 8. Greatheed?”) führt einen Hilfswinkel 9 ein, der mit der 
mittleren Anomalie ebenso zusammenhängt wie die wahre mit der 
exzentrischen, also durch 


(252) = 2arctg ( V ie tg =) : 


(253) 5: 1-2 N aroosnt, 1- ne 
n=1 








definiert ist; das multipliziert er mit der Entwicklung von sin? $ nach 
den Kosinus der Vielfachen von &, bildet von dem Produkt die 
(p — 1)* Ableitung und setzt in die Auflösung der Keplerschen Glei- 
chung durch die Lagrangesche Reihe ein; das gibt ihm schließlich: 

n - -n - un: 
(254) w—2 >] exp (Fa 1) + A’"exp (5 '—2)) ze 


374) p. 23. 
375) Cambr. math. J. 1, (1839), p. 208. 
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was so zu verstehen ist: die Exponentialgrößen sind nach Potenzen 
von A zu entwickeln, alle Potenzen von A mit negativen Exponenten 
sind wegzulassen, und von dem von A freien Glied ist nur die Hälfte 


zu nehmen. 
Daran anknüpfend zeigt dann A. Cayley?”®) allgemein: ist 


+® 
(255) f() eos (na) = Da,” (—a_, 
also wenn ae 
(256) 6 = ı(expi u) 


gesetzt wird: 


(257)  f(expi u) cos (ny (ezpiW)= a, + 2 Da, cos mu, 
m=1 

so ist der Koeffizient von cos»& in der Entwicklung von 

(258) yi—:! ‚ _f(expi u) 


1—2cosw iy’(expi w) 





nach den Kosinus der Vielfachen von & gleich 


2) a +2 Do,ın 


was mit Greatheeds Regel übereinstimmt. Er gewinnt diesen Satz, 
indem er den Integralausdruck jenes Koeffizienten durch partielle Inte- 
gration in 

1 nr 
(260) 2/7 Zus DSEN (nx (expi u)) du 

0 


— 8 c08% ix (expi u) 


, 





umformt und dann die Entwicklungen beider Faktoren ausmultipliziert. 

4. Cauchy führt die Bestimmung der Koeffizienten der in der 
Theorie der elliptischen Bewegung vorkommenden Reihenentwicklungen 
auf die Bestimmung der Funktionen 

an 
(261) &, ,,= fa — & 008 u)’ (& cos u)* expi (— hw — n£)du 
ö 

zurück ®””); er entwickelt diese in dreifach unendliche Reihen, deren 
Koeffizienten von den Zahlen N,,; (99) abhängen. In späteren Ar- 


876) Ib. 3, (1842), p. 162 = papers 1, 19. Als Beispiele behandelt er die 
Entwicklungen von cos kw und sin kw. 

377) Paris C.R. 11 (1840), p. 473 = Oeuvres (1) 5, p. 308. p. 510 — 320 
gibt er entsprechende Darstellungen für den Fall, daß nach den Vielfachen der 
wahren Anomalie entwickelt wird. 

Encoyklop. d. math. Wissensch. II 1. 59 
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beiten?”®) bedient er sich der Bezeichnung: 
27 

(262) &,= — |expi (— ku + ne sin u)du. 

”< 
Auch hat er den allgemeinen Satz?"®): der Koeffizient von expi n& in 
der Entwicklung irgendeiner Funktion f(w) nach den Funktionen der 
Vielfachen von & ist gleich dem Koeffizienten von expi nu in der Ent- 
wicklung jeder der beiden Funktionen 


(263) (1—ecosu) expi (ne cos u)f(u), - expi (ne sin u)f (u). 


Die Entwicklungen der Produkte von Potenzen von Cosinus und 
Sinus der exzentrischen Anomalie erscheinen bei A. Cauchy®®°) zunächst 
nach Potenzen der Exzentrizität geordnet; nachher ordnet er sie nach 
den Funktionen der Vielfachen der wahren Anomalie um. Daran 
schließt er dann°®®!) die Entwicklungen von 





(264) cosu —E cos w sin u eo sin w 


A-ecou® r ’ A-scou? fr 


F. Lefort erhält für die Koeffizienten der Entwicklung der Mittel- 
punktsgleichung den Ausdruck: 


nz 


265) ,=4+ & Dar foot (nu — ns sinu) cosmu du, 


einmal, indem er für w— u ihre Entwicklung nach den Funktionen 
der Vielfachen von einsetzt und partiell integriert®®?), dann, indem 
er den Faktor (1— e cosu)-! entwickelt ®#?). 

Einen asymptotischen Ausdruck für einen der hier besprochenen 
Entwicklungskoeffizienten, nämlich für (243), hat zuerst Fr. Carlini®**) 


378) Paris C. R. 13 (1841), p. 686 = Oeuvres (1) 6, p. 345. 

379) Paris C. R. 12 (1841), p. 88 = Oeuvres (1) 6, p. 21; mit der Symbolik 
der Rechnung mit Residuen und „moyennes isotropiques“ (nr. 35) Paris C. R. 38 
(1854), p. 912 und (für einfachere Fälle, mit der Taylorschen statt der Laurentschen 
Reihe) p. 949 = Oeuvres (1) 12, p. 150, 154. 

380) Turiner mem. von 1831°?”), p. 74. 

381) p. 77. 

382) J. de math. 11 (1846), p. 144. f hat hier dieselbe Bedeutung wie 
in (230). 

383) Ib. p. 152. Daß er nachträglich die Potenzen von. f noch nach Po- 
tenzen von e entwickelt, ist keine Vereinfachung. Noch umständlicher sind die 
auf einem ähnlichen Weg von C. P. Burger, Diss. Lugd. Bat. 1851, p. 26 erhal- 
tenen Entwicklungen. 

384) Ricerche sulla convergenza della serie che serve alla soluzione del 
problema di Keplero, Milano 1817 (auch als app. zu den effem. di Milano 1818; 
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angegeben. Er führt die Reihe (245) auf (242) zurück, zeigt, daß 
diese einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung genügt, 
integriert deren Riccatische Resolvente durch ein bestimmtes Integral 
und ersetzt dieses für große Werte von n nach der hier in Nr. 109 
besprochenen Methode durch einen asymptotischen Ausdruck, erhält 
aber dabei infolge von Rechenfehlern ein falsches Resultat. Das 
richtige 
2 Vie? / sexp ee 

RN ORT Tyanız ern 
ist zuerst aus dem Nachlaß von P. $. de Laplace veröffentlicht wor- 
den°®®); er erhält es, indem er seine Methode (Nr. 109) zunächst auf 
die Integraldarstellung der Zylinderfunktionen rein imaginären Argu- 
ments anwendet und das Ergebnis „sans crainte“ auch für reelle Argu- 
mente benutzt. ©. G. Jacobi hat dann gezeigt), daß Carlinis Verfahren 
nach Richtigstellung der Versehen zu demselben Resultat führt. 

Carlini hat die entsprechende Aufgabe auch für die Koeffizienten 
der Mittelpunktsgleichung (245) in Angriff genommen ®”). Indem er auf 
die Funktion w= F(u) die Lagrangesche Reihenumkehrungsformel 
(IB 1, Osgood, Nr. 15, p. 45) anwendet, und die Potenzen von sin & 





mir nur durch die gleich zu nennende Bearbeitung Jacobis zugänglich). Auszug 
Giorn. di fisica 10 (1817), p. 458. 

385) Suppl. & la me&c. cel., Paris 1827 = Oeuvres 5, p. 489. Er bemerkt, 
er habe sich „par une autre analyse“ von der Richtigkeit des Resultats über- 
zeugt; darüber scheint nichts weiter bekannt zu sein. 

386) Astr. Nachr. 28 (1848) = Werke 7, p. 177. Auch Jacobi deutet an, daß 
er eine Methode zur Behandlung solcher Aufgaben besitze, „deren Eigentümlich- 
keit aber die anderweitige Bestätigung ihrer Resultate wünschenswert gemacht 
habe‘. Er hat daher Carlinis Untersuchung neu bearbeitet (Astr. Nachr. 30 (1850) 
= Werke 7, p. 239). Im Laufe seiner Rechnung bestätigt Carlini (p. 214 bei 
Jacobi) ein von Graf Oriani gegebenes Resultat: der Koeffizient von s” in der 
Entwicklung von C,, nach Potenzen von e ist 
n 
r) 


Orianis eigene Veröffentlichung (Milano effem. für 1805) war mir nicht zu- 
gänglich. 

887) Vgl. Jacobis Bearbeitung, Werke 7, p- 191. — Bei Gelegenheit der 
über die Aufnahme der Untersuchung Jacobis in die Astr. Nachr. geführten Ver- 
handlungen teilt ©. F. Gauß im Dez. 1849 und Febr. 1850 Schumacher mit, er 
sei seit mehr als 40 oder 50 Jahren im Besitz eines Verfahrens, die Aufgabe 
„auf eine ohne allen Vergleich kürzere Art“ aufzulösen. Nähere Mitteilungen 
darüber zu machen lehnt er ab (Briefwechsel zwischen Gauß und Schumacher, 
6 (1865), p. 51, 58; im Auszug abgedruckt auch bei L. Koenigsberger, ©. G.J. 
Jacobi, Leipz. 1904, p. 471, 472, 476). 

59* 
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nach (35) und (36), die Funktion F’(£) mit Hilfe von (230) ent- 
_ wiekelt und ausmultipliziert, erhält er zunächst Darstellungen der ge- 
suchten Koeffizienten durch Summen von Gliedern, die sich teils durch 
Zylinderfunktionen selbst summieren lassen, töils Funktionen, die 
Differentialgleichungen genügen, die aus der Differentialgleichung der 
Zylinderfunktionen durch Hinzufügung eines zweiten Gliedes hervor- 
gehen. Im Schlußresultat heben sich die Glieder mit n-? weg, und 
es bleibt: 


267 EN. ee oe ) 

N) On 1+y1—» ” 3Y2nzf® 

Das Verfahren von Carlini versagt, wenn die Exzentrizität selbst eine 

kleine Größe von der Ordnung E ist; Jacobi zeigt aber”®), daB das 
j n 


Schlußresultat auch für diesen Fall gültig bleibt. 

Bei A. Cauchy®®®) finden sich Andeutungen, daß man derartige 
Probleme, zunächst für ganze Funktionen von cosw und sin u, auch 
mit Hilfe seiner in Nr. 109 zu besprechenden Methoden behandeln 
könne: man solle als Integrationsweg in der Ebene der‘ komplexen 
Größe z = exp iu den Kreis um den Ursprung nehmen, dessen Radius 
gleich der kleineren Wurzel der Gleichung 


- (268) 1-64) 0 


sei. Für 1 fallen. die beiden Wurzeln dieser Gleichung in den 
Punkt z == 1 zusammen; Cauchy gibt für diesen Fall für den Koeffi- 
zienten A, den asymptotischen Ausdruck ®®): 


. 7 1 
6289) 4-V3 TG) 
und deutet an°®!), daß man ihn erhalten könne, indem man den Inte- 
grationsweg aus zwei Bogen logarithmischer Spiralen zusammensetze. 


13. Entwicklungen von trigonometrischen und von Exponential- 
funktionen. Derartige Entwicklungen hat, soviel ich sehe, zuerst 
J. Landen °??) veröffentlicht: er entwickelt in der Identität: 


20) Su+tararta- [+ ar atr-1de 


388) Astr. Nachr. 30 = Werke 7, p. 241. 

389) Paris C. R. 38 (1854), p. 990 == Oeuvres (1) 12, p. 161. 

390) p. 994 = 164. — Die Gleichung (236) mit e=1 tritt auch bei dem 
Problem der homalographischen Projektion auf; vgl. VIı 4, Bourgesis und Furt- 
wängler, Nr. 8, p. 250. 

391) p. 1084 — 166 („Sur les services que la spirale logarithmique peut 
rendre & l’astronomie‘*). 
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beiderseits nach Potenzen von z [was jedenfalls für z2]|=1, v>0 
erlaubt ist], multipliziert mit #°?*-1, integriert noch einmal zwischen 
denselben Grenzen, multipliziert noch mit 2“ und setzt dann z— ei: 
so erhält er: 


(271) Csin ua— ) “ end 
n=0 


und durch Integration eine entsprechende Formel für cos ux. Die 
dabei zunächst durch eine unendliche Reihe dargestellte Integrations- 
konstante C drückt er noch durch ein bestimmtes Integral aus. 

Im wesentlichen dieselbe Formel, mit der Bestimmung der Kon- 
stanten: a 

ms B-u—n, —e—n 
(272) C FTP gern 
hat auch Euler®®) durch einen von ihm selbst nicht als ausreichend 
betrachteten Grenzübergang aus Interpolationsformeln erhalten; außer- 
dem hat er noch °%): 
+» 
x sin» n)z 

(273) C, sın uX > @+nt— ur’ 
wo (, sich ebenfalls durch Betafunktionen ausdrückt. 

Ferner hat L. Euler die linke Seite der Identität 





1 
y r" dr (Hr! M)dr 
(274) Een 1+2rcooxr+r? 
0 0 








für rationale Werte von u direkt durch Partialbruchzerlegung aus- 
gewertet, in der rechten unter dem Integralzeichen mit Hilfe der 
Gleichung (2) nach Potenzen von r entwickelt und so erhalten ?®): 


, = gn+l 
(275) a DI? sin nz. 
n=1 








2 sinun n’— u 


392) Math. memoirs 1, Lond. 1780, p. 83. Auch von dieser Reihe aus ver- 
sucht Landen durch Integration zu weiteren zu kommen; vgl. Note 53. — Von 
Landen scheint die Formeln auch E. Waring zu haben, med. analyt. ed. 2, 
Cantabr. 1785, p. 693. 

393) Opusc. analyt. 1, Petrop. 1783, p. 186. Sein Interesse ist auf die für 
spezielle Werte von x sich ergebenden Darstellungen von Betaprodukten durch 
Reihen gerichtet. Grenzübergang zu u = 0 gibt die Formel (111). 

94) p. 192. Unter welchen Bedingungen ist die Gleichung richtig? 

395) Opuscula analytira 2, Petrop. 1785, p. 73 = instit. calc. integr. 
4 Petrop. 1794, suppl. V, p. 376 (von 1775). Bei Euler erscheinen die Formeln 
zuerst in etwas unbequemer Form, er führt sie dann aber in die im Text ge- 
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Daraus gewinnt er noch durch Differentiation die [divergente] Ent- 
wicklung: 

n+i 
(276) u li ee en Du cosnz 


2 sin un 





n=ı 


und durch Integration die [konvergente]: 
u s cos ux 1 ke  Pirhukt, 
(277) Ban u SENSE N . Sys 008 NZ. 
n=1 


Bald darauf?) ersetzt er, wenngleich nicht ohne Bedenken, in (275) 
u durch ui und erhält so 





"a Sin(un—ur _ neinnz 
19 ey 
J. Fr. Pfaff?”) geht umgekehrt von den Summen 
| ns nam+i En 
(279) 2 w- N Bang sin nX, 2 ee, cos nX 


aus, entwickelt die einzelnen Glieder nach Potenzen von x und ordnet 
dann mit Hilfe der Formel für die Partialbruchzerlegung der Kose- 
kante um. Von den so erhaltenen Entwicklungen trigonometrischer 
Funktionen geht er dann ohne weiteres zu den hyperbolischen über. 
Durch Differentiation nach u erhält er noch weitere Formeln, so daß 
er die Werte von I'p(n?) cosnz, Iny(n?) sin nz angeben zu können 
meint, wenn @ irgendeine rationale Funktion bezeichnet). 

Als Beispiele dafür können die von P.@. Lejeume-Dirichlet auf 


gebene über („pulchriorem accipiet faciem‘). (275) wird übrigens aus (271) für 
v=—-1 erhalten; jene Gleichung bleibt demnach auch für diesen Wert richtig, 
für den man nicht ohne weiteres sieht, ob Landens Schlüsse sich noch recht- 
fertigen lassen. 

396) Petrop. n. acta 3 (1785[88]), p. 22 (von 1776). 

397) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 42. Er 
sieht, daß man die Formeln auch als Partialbruchreihen auffassen kann, hat aber 
Bedenken, ob das bei transzendenten Funktionen erlaubt ist (p. 47). — Für m = 0 
gehen Pfaffs Formeln in die von Euler über; für positive Werte von m diver- 
gieren die Reihen. — Die zweite Entwicklung mit m = 0 ebenso auch bei @. Frul- 
lani, mem. soc. ital. 18, 1820, p. 515 (von 1818). 

398) p. 52. (Ebenso Poisson, J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 419). Daran an- 
schließend bemerkt er, D)(n + «)"?cosnx könne man nicht angeben, wohl aber 


In er a) 2 cos (nz En =) (p. 61). 
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anderem Wege®®’) gefundenen Reihen 





(280) Eoj (ax + um) cos (ux — un) — Cof(ux — un) cos (ux + ur) 


ECoj2ur — cos 2um 
© 
2 > u 
= vi; n’L Aut sın NT, 
n=1 


(281) Sin (ux + un) sin (ux+ ur) — Sin (ur — ur) sin (ux — ur) 
Cof 2ur — cos 2um VE EgE: 





an (— 1)"n ; 
= Da sin me 


n=1 


dienen. 

Die Auffassung der Formeln als Partialbruchentwicklungen ihrer 
als Funktionen von u betrachteten linken Seiten ist später von A. M. 
Legendre*®) formuliert worden. Auch er nimmt den Übergang zu 
imaginären u vor und findet so: 








Si et. 
(282) m —)! en „7 sin nz, 
} x» Cojuz 1 S (— 1)" 
(283) 2u Cinum ut Dr cos nT. 
n=1 


Ihre Rechtfertigung findet diese Anwendung der Partialbruch- 
zerlegung auf transzendente Funktionen erst durch A. Cauchys Residuen- 
rechnung. Cauchy gewinnt auch die Reihen (282) und (283) gleich in 
seiner ersten Abhandlung, indem er seine Sätze auf die Halbebene der 
4 mit positiv imaginärem Bestandteil und auf die Funktionen 


’ sinux 1 vcosux 1 
(284) sinur 1+ u? sin un 1+u° 





399) J. f. Math. 5 (1830), p. 293 = Werke 1, p. 170. Er benutzt den Um- 
stand, daß jeder der beiden Ausdrücke sich von der zweiten Ableitung des 
andern nur um einen konstanten Faktor unterscheidet, um vermittelst partieller 
Integration Relationen zwischen den beiderseitigen Entwicklungskoeffizienten ab- 
zuleiten, die zusammen mit den Grenzbedingungen zu ihrer Bestimmung hin- 
reichen; übrigens schreibt er die Reihensummen selbst nicht explizite hin. 

400) Exerc. de calc. integral 2, Paris 1817, p. 166 (publ. 1815). Er führt 
(276) durch Benutzung der ebenfalls divergenten Reihe (25) in (277) über (ebenso 
4A. de Morgan, differential and integral caleulus,: Lond. 1836/41, p. 668). Er 
untersucht nicht, ob die Reihen konvergieren und die zu entwickelnden Funk- 
tionen wirklich darstellen; doch bemerkt er p- 170, daß die Formeln (277) und 
(283) jedenfalls nur für |x| <<, (275) und (282) nur für |z | <# gelten können, 
obwohl eine derartige Einschränkung aus seinen Raisonnements in keiner Weise 
folgt. Vgl. die nächste Note. 
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anwendet‘'!); dabei muß er die Werte der zwischen den Grenzen — oo 
und + oo genommenen Integrale dieser Funktionen — die übrigens, 
wie er selbst bemerkt, nur als „Hauptwerte“ Sinn haben — als be- 
kannt voraussetzen. Nachher erkennt er, daß das nicht notwendig 
ist, wenn man die Sätze gleich auf die ganze Ebene bezieht?). 

Andererseits gewinnt Cauchy die Gleichung (283) auch aus seiner 
allgemeinen Relation (Nr. 106) zwischen zwei reziproken Funktionen, 
indem er in ihr 


-uz 2 u 
2) Hair ae Fa Vita 
setzt*®), | 
Ferner erhält er sie noch, indem er aus der allgemeinen Glei- 
chung) 


- F Y,Y++5 
(286) f@y:5)=-E 270) i 





die Entwicklung einer beliebigen Funktion „nach Funktionen der- 
selben Art“ ableitet. Die Annahme*®): 


(287) Fr)=e"—1, fa;s)=e" 
gibt die Entwicklung von exp(sx) nach den Cosinus und Sinus der 
ganzzahligen Vielfachen von x; die Annahme *®): 


(288) F(r)=cosrz oder 'sinrz, f(x;8) =cossz oder sinsz 


die Entwicklungen von cossx und sinsz nach den Cosinus bzw. den 
Sinus der ganzzahligen Vielfachen von x. 
Endlich erhält er noch”) aus der Integraldarstellung der Koef- 








401) Paris mem. pres. 1 (1827) (von 1814) = Oeuvres (1) 1, p. 472. Die 
auf Verlangen der akademischen Kommission [Legendre] beigefügten Nachträge 
erläutern noch ausführlich das Verhalten der Reihen an den Gültigkeitsgrenzen 
der Formeln und darüber hinaus (r&sum6 p. 503). 

402) So in einer der eben genannten Stelle beim Druck beigefügten Note; 
dann mem. sur les intögrales definies prises entre ‘des limites imaginaires, Paris 
1825, p. 43 = Darb. bull. 8 (1875), p. 44 (deutsch von P. Stäckel, Leipz. 1900). 
Die Reihen erscheinen auch in den späteren Abhandlungen Cauchys wieder, in 
denen die Bedingungen für, die Ausdehnung der Residuensätze auf unendliche 
Gebiete schärfer angegeben sind, als es zuerst der Fall war; so exerc. de math. 
1 und 2 (1826/27) = Oeuvres (2) 6, p. 145 und (2) 7, p. 356, 384. p. 46 des mem. 
von 1825 zeigt er, wie der Grenzfall = x sich einordnet. 

403) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 192. 

404) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, v. 367. 

405) p. 372. 

406) p. 380. 

407) p. 421. 
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fizienten Entwicklungen von exp (sz) nach den Cosinus allein oder 
den Sinus allein. 

Fourier gewinnt‘) die Entwicklung von Sinz als Beispiel seiner 
allgemeinen Darstellung der Koeffizienten einer trigonometrischen Ent- 
wicklung in Reihenform (Nr. 15). 

Die Darstellung der Entwicklungskoeffizienten durch bestimmte 
Integrale hat die Möglichkeit gezeigt, auch einen Sinus in eine Cosinus- 
reihe oder einen Cosinus in eine Sinusreihe zu entwickeln; so sind 
die Formeln 


; 1— cosur 2u —1-+ (— 1)" cosur 
(289) sinue= er a Hr 2: ag ET cosnz, 
n=1 





(290) al leer De Lt ee a 2 
von @. Frullani erhalten worden °). 

8. D. Poisson*'°) gewinnt die Formeln, indem er in seiner Glei- 
chung (970) unter dem Integralzeichen nach Potenzen von exp (— a) 
entwickelt und gliedweise integriert; nachher*!!) leitet auch er sie aus 
der Integraldarstellung der Koeffizienten ab. 

Auch erhält er, indem er die beiden Seiten der Gleichung (2), 
nachdem beiderseits 4 subtrahiert ist, mit e”“* dx multipliziert und 





408) Preisschrift von 1811, Paris m&m. 4 (1819/20[24]), p- 298; theorie de 
la chaleur, Nr. 218 = Oeuvres 1, p. 206. Er benützt übrigens dabei die diver- 
gente Reihe (25). — E. E. Kummer (Preisschrift Halae 1832) erhält diese Formel 
als Spezialfall seiner Entwicklung (152) von sin” x. 

409) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 75, 82. Wenn u eine ganze 
Zehl ist, fällt ein Teil der Glieder weg; diese Fälle behandelt Frullani p. 68, 
72, 79 direkt. Die beim Grenzübergang zu u =0 zu beobachtende Vorsicht be- 
spricht er p. 73. Der Fall a=1 auch bei Fourier, Preisschrift von 1811, Paris 
mem. 4 (1819/20[24]), p. 306, 310; theorie Nr. 223, 225 = Oeuyres 1, p. 214, 217. 
— Frullani hat übrigens p. 77,83 auch die Ableitung der Formeln (275) und (277) 
aus der Integraldarstellung. Später (mem. soc. ital. 19 (1821), p. 231; von 1818) 
erhält er die Formel (289) für «= 1 als Spezialfall einer Umformung von (63) 
für m=1. 

410) J. &c. polyt. cah. 18 (1820), p. 311. 

411) Ib. p. 426; 19 (1823), p. 54 (an letzterer Stelle die Entwicklung von 
Sinu® +”) nach den Cosinus der geraden und den Sinus der ungeraden Viel- 
fachen von x); chaleur p. 280. Ebenso @. Frullani, mem. soc. ital. 18, 1820, p. 514 
(von 1818); @. S. Ohm, die galvanische Kette, Berlin 1827 = ges. Abhandl. p. 149; 
R. Murphy, Cambr. trans. 5, (1835), p. 379; A. de Morgan, differential and integral 
caleulus, Lond. 1836/41, p. 611, 614. Ph. Kelland, theory of heat, Cambridge 1837, 
p. 77; J. Dienger, J. f. Math. 34, 1877, p.99; O. Schloemilch, Beiträge zur Theorie 
bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 18, 20, 22, 23; analytische Studien 2, Leipzig 
1848, p. 43, 47; M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnberg 1852, p. 329. 
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von 0 bis x integriert, dann zur Grenze r—=1 übergeht, die Gleichung*'?) 


1—e-#* FE innz 1— cosnz) 
2) + 2er ne re 








n=0 
und indem er sie mit derjenigen kombiniert, die aus ihr durch Ver- 
tauschung von u mit — u hervorgeht, wieder (282) und (283). Auch 
hier ersetzt er dann u durch wi. Außerdem ersetzt er noch*!?) in der 
allgemeinen Gleichung (vgl. Nr. 106) 


292) 40 + Dr@—/r&as+2 > [r®eos2nztat 


cos z& * 
f($) durch MESSE 


rechts lassen sich dann die Integrationen ausführen*!*) und die Reihe 
summieren; so erhält er abermals die Gleichung (283) und aus ihr . 
wie früher die übrigen. 

E. E. Kummer*"?) erhält die Formeln für u = einer Potenz von } 
als Spezialfälle seiner allgemeinen Formeln für die Entwicklung der 
Potenzen von Kosinus und Sinus. Später?!®) leitet er sie für beliebige u 
aus der Transformationstheorie der hypergeometrischen Reihen ab. 
Auch sei noch die Entwicklung 


2“ Var (4) x 


w+nr(—&-2) . mp (9 erszn 


erwähnt, die er ebenfalls als Spezialfall einer hypergeometrischen 
Reihe erhält*!”); sowie die allgemeine Formel ®'®): 
1 


(294) Be ode; — | log u)? "Ir cose—r? u)du 


n=1 tn? Tr 1— 2rucosz + ru” 
Eu f) 


O. Schlömilch*'?) zeigt unter Benutzung der Gleichung (110), daß 


(293) 








412) J. &c. polyt. 19 (1823), p. 414. 

413) Paris mem. 6 (1823[27]), p. 593 (von 1826). 

414) Eben unter Benutzung der einen Hälfte der reziproken Beziehung 
zwischen den Funktionen (285). 

415) Preisschrift Halae 1832, p. 15, 25. 

416) J. f. Math. 15 (1836), p. 171. 

417) Ib. p. 166. 

418) J. f. Math. 17 (1837), p. 213. 

419) Neue Methode zur Summierung endlicher und unendlicher Reihen, 
Greifswald 1849, p. 15 = Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 144. [Die gliedweise 
Differentiation ist hier tatsüchlich zulässig.) 
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die Summe der Reihe 


5 I RR 
(295) m ee 
der Differentialgleichung 

” E17 
(296) Bat de > 


genügt, und integriert diese. Auch erhält er, indem er x der Reihe 
nach durch h, 3h, 5h, ... ersetzt und dann summiert*?): 


® 27 Sinne = E (—1)”" sinnz 
(297) Sinum Sinuh 2uh +# 2 u’+n? sinnh 
(—a<ae+rh<a, —a<h<e). 
Anhangsweise seien hier noch die Entwicklungen von 


(298) cos (m arc cos (cos + «)) 








nach Potenzen von « und den Cosinus der Vielfachen von x erwähnt, 
die A. Cauchy“*') durch Anwendung der Lagrangeschen Reihenumkeh- 
rungsformel und Umordnung erhält. 


14. Andere spezielle Reihenentwicklungen. a) Von andern 
speziellen trigonometrischen Entwicklungen mögen zunächst einige schon 
von Fourier*??) gegebene und seitdem oft wiederholte Beispiele von Funk- 


420) Theorie der Differenzen und Summen, Leipz. 1848, p. 130. [Gilt die 
Formel auch noch, wenn x kein ungerades ganzzahliges Vielfaches von A ist?] 

421) Paris C. R. 15 (1842), p. 411 = Oeuvres (1), 7, p. 114. 

422) Paris mem. 4 (1819/20), p. 306 (von 1811); theorie de la chaleur Nr. 223 
== Oeuvres 1, p. 123. Die Formeln sind bei Fourier mit Hilfe der Integral- 
theoreme (Nr. 16) abgeleitet; sie können aber auch durch Kombination der in den 
vorhergehenden Nummern besprochenen Formeln gewonnen werden. Die dritte 


reduziert sich für «= - auf (409). Ph. Kelland (Theory of heat, Cambrige 1837, 
p. 59) hat statt der ersten Gleichung 


@ sinn« 1—cosn«a . a für Oo <xe<e 
HD TE os na+ I — "8 sin nx = fe für PDS 
und auch (p. 64) statt der dritten Gleichung eine andere, kompliziertere. Vgl. 
darüber Note 619. Die Gleichung (300) ist bei Fourier verdruckt; berichtigt von 
Lord Kelvin, Cambr. J. math. 2, (1841), p. 262 = math. phys. papers 1, p. 6. 
W. Hopkins (Cambr. trans. 8,, p. 71) gibt die Entwicklung einer Funktion, die 
gleich sin x für 0o<x=<x, gleich 0 für #<x<2x ist (unnötig umständlich). 

Die Formel für ein beliebiges Dreieck 


u. ; Er 4(@ — b)e für Oo <e<b, 
sin na | bz fürb<e<a, 
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tionen angeführt werden, die in verschiedenen Intervallen verschiedenen 
Gesetzen gehorchen: 


7 
es — für O<zr< 
(299) >14 cos n« A un | 2 &, 
0 füra<x<xz; 





er ? 
(300) Den Be ne für O<x<e, 
2.3 
er 0 für a<ı<z; 


er! 

















ar; für O a e, 
sin (2n + 1)a sin (2n +1)x ma es 
(301) >= eo; -—! 7 füre<ı<ana, 
(> für m —a<a2<z; 
7 (— 1)" cos (2n + 1)x 1 (— 1)* cos enz _ 
(302) 12 T na (2n + 1)? .. 4n? 


2 
= | ——r für 0<2<5 
| 0 für “ z<x 
A. M. Legendre®??) hat die ähnlichen Gleichungen 


(303) a—ıx" a sinnz con na 
n 





n=1 


(304) log (2 cos& — 2 cos«) = — 2 > ee 


n=i 


durch Rechnen mit komplexen Größen erhalten und die erstere auch 
dadurch verifiziert, daß er in (110) und (144) x erst durch x + «, dann 
durch 2—« ersetzt; doch gibt er die Gültigkeitsgrenzen falsch an, ob- 
wohl sie auf beiden Wegen richtig erhalten werden können. 

Die Summation der zweiten dieser Reihen (mit abwechselnden 
Vorzeichen, was aber nichts Wesentliches ändert) ist dann auch noch 
in Gergonnes Annalen**) als Aufgabe gestellt und von Querret*?) auf 
dem zweiten, von W. H. Talbot“*) auf dem ersten der von Legendre 


erhält @. Piola (mem. soc. ital. 20, (1831), p. 594) sowohl aus der Integraldar- 
stellung der Koeffizienten als aus der Gleichung (113). Die Gleichung (801) auch 
bei J. M. ©. Duhamel, 2, Paris 1840, p. 171. 

423) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 198 (publ. 1815). 

424) Ann. de math. 13 (1828), p. 247. 

425) Ib. p. 357. 

426) Ib. 14 (1824), p. 9. 
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eingeschlagenen Wege erledigt worden. Ersterer gibt auch noch?) 


c0o8x + cos « 


+coe(@+e) 





(305) „er sin nz sinne = — log; 
n=1 
sowie Formeln für entsprechende Reihen aus Produkten von noch 
mehr Faktoren“2®), Alle vier Formeln (303), (304) und die aus ihnen 
durch die Substitution z | x -F x hervorgehenden stehen auch bei 
R. Lobatto*®). Eine Angabe der Gültigkeitsgrenzen fehlt bei allen 
drei Autoren. 
b) Die Entwicklungen 


6} 


(306) ers cos (rsina)=1 +2 — cos RT, 
n=1 
C08 x 51 1 _— E er 
(307) es sin (r sin ©) -) „sin nz 
n=1 


sind von Tralles‘?), Cauchy“°'), M. Ohm*??), R. Lobatto**?), Clausen **) 
und 0. Schloemilch*”) aus der Entwicklung von e‘ durch Substitution 
eines komplexen Wertes von z und Trennung des Reellen und Imaginären, 
also durch die allgemein in Nr.2 besprochene Methode, gefunden worden. 
Die Aufgabe, die Reihe (306) zu summieren, ist um dieselbe Zeit auch 
in den Annales von Gergonne gestellt*?) und von M. Pagani, M...s, 
C.@., Stein und Querret*?”) ebenfalls unter Benutzung komplexer 
Größen gelöst worden. C©.G@. bemerkt dazu, daß man das Resultat 
auch durch Ausmultiplizieren der Entwicklungen der beiden Faktoren 
nach Potenzen von r, unter Benutzung des Ausdrucks von cosnz 
durch die Potenzen von sin x und cos x verifizieren könne; Stein und 
Querret fügen auch (307) hinzu. Dirksen‘®) erhält die Formeln mit 


427) Ib. 13, p. 359. 

428) Ib. p. 381. 

429) recherches ?®) p. 21. 

430) Berl. Abbandl. 1820/21[22], p- 138. 

431) Analyse algebrique, Paris 1823, IX, $ 2 = Oeuvres (2) 3, p. 251. 

432) Aufsätze aus dem Gebiete der höheren Mathematik, Berlin 1823, p. 80. 

433) recherches ?®) p. 15. 

484) J. f. Math. 4 (1829), p. 283. 

435) Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 222. 

436) Der Quotient beider Formeln steht übrigens schon bei J. Littrow, 
Petersb. mem. 7 (1815/16[20]), p. 93; 12 (1821/22), p. 321. 

437) Ib. 13 (1822/23), p. 105. Querret stellt sein Verfahren ib. p. 374 noch 
besonders dar. 

488) Astr. Nachr. 1 (1828), col. 4056. Die Darstellung durch Exponential- 
funktionen komplexen Arguments benutzt er zur Verifikation. 
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Hilfe der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, denen die 
Reihen als Funktionen von r genügen, J. A. Grunert*?”) aus den Entwick- 
lungen von e*” cos br, e®" sin br nach Potenzen von r, O. Schloemilch*") 
durch Grenzübergang aus den Binomialentwicklungen, J. Dienger**') mit 
Hilfe von Funktionalgleichungen. 

Will man die Entwicklungen (306) und (307) aus der Integral- 
darstellung der Koeffizienten ableiten, so bedarf man der Gleichungen 
a fee nn na 

0 
diese gewinnt S. D. Poisson“®?), indem er in seinen allgemeinen Glei- 
chungen (594) F(x) = e'* setzt und dann beiderseits nach Potenzen 
von r entwickelt. 

J. Dienger*?) stellt die Aufgabe, die Formeln 


er BL 
(309) > “+ ni Il A ni ein 


+ — Eof(r sin z) sin (r cos a)[%n } © 

+ — Sin (r sinz) cos (r cos 2 [ x 

+ 4 of (r sin z) cos (r cos) m }« 
= „Sin (r sin) sin (r cos lee \2z 


zu beweisen. Auch ne er selbst‘), daß 


(310) > an ln Tr) + eos [© | (sinz— 2) 


_ (n+ 1)! lsin —+ sin x sin 
ist, 
e) Die Frage nach den trigonometrischen Entwicklungen von 
(311) ie (r cos x), 2 (r sin x) 


439) J. f. Math. 25 (1843), p. 264. Die Ableitung von e*” cosbr nach r 
läßt sich schreiben: Ae*” cos (br +6), wo 4 cos0# = a, A sind = b; usw. 

440) Handbuch der algebraischen Analysis, Jena 1845, p. 21; mit weniger 
vollständiger Begründung auch J. Dienger, J. f. Math. 41 (1851), p. 53; O. Werner, 
Arch. Math. 22 (1854), p. 341. 

441) ib. 34 (1847), 2. 220 von 1845). Durch Differentiationen und Inte- 
grationen nach r und ıaclı & erhält er weitere Formeln. 

442) J.&c. polyt. cah. 19 (1823), p. 493. 

443 a Math. Phys. 9 (1847), p. 455. 

444) J. f. Math. 38 (1849), p. 350 (von 1845). 
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ist schon von A. Cagnoli“) aufgeworfen worden; doch begnügt er 
sich mit der Angabe der Anfangsglieder in den Entwicklungen der 
niedersten Koeffizienten nach Potenzen von r. Dagegen leitet @. Frul- 
lani“*) für die Koeffizienten der Entwicklung 


(312) ER = DI) cos nz 
n=0 


aus ihrer Integraldarstellung die Differentialgleichung 








I Il, n: 
en ter l+tn)n=0 
oaer 
(814) nl _- nn a. — (r"J,) = 0 


her und integriert sie durch eine nach Potenzen von r fortschreitende 
Reihe. 

d) Die Summation der Reihe: 
(315) cosc + ae en Ei: 
ist in den Annales von Gergonne als Aufgabe gestellt worden *'?); 
Querret zeigt‘'?), daß sie gleich dem reellen Teil von are sin ee), 
also ‚gleich 





$ arc cos (sin 22 — 1) 
ist. 

Th. Clausen“®) gibt dann die Reihen explicite an, die entstehen, 
wenn man in den Potenzreihenentwicklungen von cosz, sin 2,tgz, 
arc sin 2, aretgz an Stelle von z eine komplexe Größe setzt. 

J. Dienger*°) stellt die Aufgabe, die Gleichungen 





1-3.5-.:.(2n — 3) „ [08 
(316) ey 


- 2) Fayigrosstr[en) (4 Pins) 


| injie tg 1—rcox 


Inz 





2 


445) Trigonometria piana e sferica, 1786, p. 274 der 2. franz. Ausgabe 
von 1806. 

446) Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 503 (von 1818). Wird r durch ri ersetzt, 
eo erhält man die von W. Fr. Bessel (Berl. Abhandl. 1824 — Ges. Abhandl. 1, 
p: 92) gegebenen Entwicklungen; vgl. Nr. 12. 

447) Ann. de math. 13 (1823), p. 247. 

448) Ib. p. 356, p. 380 hat er noch entsprechende Formeln für Produkte mit 
beliebig vielen Faktoren. W. Talbot glaubt ib. 14 (1824), p. 91, 94, 1— sin 2x 
statt sin 22 — 1 schreiben zu sollen, nimmt das aber ib. p. 188 selbst zurück. 

449) J. f. Math. 4 (1829), p. 283; ebenso später J. Dienger, ib. 34 (1847), 
p- 237 (von 1845), mit Angabe der Konvergenzbedingungen. Die Reihe (315) so- 
wie die aus der Entwicklung von sinz und arctgz hervorgehenden Reihen auch 
schon bei R. Lobatto, recherches *®), p. 11, 12. 

450) Arch. Math. Phys. 11 (1848), p. 337. 
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und 
_ 1 1-3.5...(2n — 5) c08 

(817) N ae 
f—4 cos] 4 3 (cos 3 rsinz 
—| 0 I+ Ir lie +5 Vi—2reosctr 216 arc tg, ) 
zu beweisen. 

e) Für die Reihen 
(318) De [elnz,  (% ganzzehlig) 


n=0 
erhalten M. Ohm“°*) durch die Methode von Nr. 2, J. A. Grunert*2) durch 
Differentiation von (2) und (3) nicht eben einfache Ausdrücke. 
f) Reihen, in welchen die Koeffizienten die reziproken Werte der 
Prodrıkte von mehreren ganzen Zahlen sind, treten schon bei J. Landen 
aut dem er nämlich das Integral: 


(319) 2 [2 fs feettnan 
1 1 2 


sowohl nach steigenden als nach fallenden Potenzen von z entwickelt, 
dann beide Entwicklungen verbindet und z= e'* setzt, erhält er*®) 





2 3 . 
(320) 1. 3 — nr + = s: Bi 


und daraus: 


cos 3x cos4x 


321) Fate rrr.. 








n—E. a! o m: , x: 8 1 
7 eoinat (7 t+ sn) Wr -5 
und durch Verbindung beider Resultate noch: 
a 
z 


er a 
= zen + ,,(2 —-2)cos 





ei 
eye) 
Entsprechende Behandlung eines analog gebauten fünffachen Integrals 


451) Petersb. mem. pres. 1 (1830), p. 118 (von 1825); Auszug bull. Ferussac 
15 (1831), p. 226. 

452) J. f. Math. 25 (1843), p. 468. 

453) Math. memoirs 1, Lond. 1780, p. 76. 
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gibt ihm die Werte der Reihen‘#): 








3 4 5 
(323) an at + =. Fi + sn nt + B= +- er 
und: 
(324) 0082 x 3% co83x * c08 4x + R% 29 
1°. 23. 33 22. 8°. 4? 3:. 4°. 5? 


Ähnliche: Reihen, in denen die Nenner der Koeffizienten allge- 
meinere rationale ganze Funktionen des Index sind, erscheinen bei A. 
M. Legendre®®°); er erhält aus (2) und (3) durch Multiplikation mit 
r“dr und Integration: 


1 


( za l sin ınz r"dr 
(325) Zerie = sin ren 


1 
(— 1)" cos nz (1—Adr!ar "Sof xt E&dt 
(326) 4 DZ eenn at+n 3%) iFereosatr ) Einst a’ + £t 











und daraus weiter: 
ı 


g (—1)**!sin nz sin x (1 —dr"tar 
e. Denen 1+2rcosz+r!’ 
n= f 














1 1 cos © = (— 1)" +! cosnz 
(928) ar5 Tarderat > @FR—Satnafnfs) 
1 
sin? x 1—drtar . 
7 ; 1+2rcoxc+r? 





Für rationale Werte von a lassen sich die Integrale durch Logarithmen 
und zyklometrische Funktionen ausdrücken. Die einfachsten dahin 
gehörigen Formeln hat J. J. Littrow*°®) durch Kombination der Ent- 
wicklungen (111) und (145) erhalten; nämlich zunächst: 


(329) sinz-log (2 cos 3) _ - sin © = nn. 


n=2 


454) p. 79. 
455) Exerc. de calc. int, % (1817), p. 163, 188 (publ. 18156). Daß sich Reihen 


der Form 
u Anje+en+ nd) 
AUEETT TUE ET) 


elementar summieren lassen, bemerkt auch O. Schrader (Comm. de summa seriei, 
Vimarise 1818, p. 31); doch führt er die Rechnung nicht aus. 
456) Petersb. m&m. 7 (1815/16[20]), p. 136 (von 1814). 
Eneyklop. d. math. Wissensch. IL1. 60 
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} 1°. nd BE ; 
(330) & osx +4 sin zZ CMrane 
n=2 
(331) cos x-log (2 cos 3)— + a = m, 
n=2 
(332) ln oy Yun 


n=2 


und daraus noch durch Integration: 


(— 1)" sinnz 


x 3, < 
(333) = (1+ cos Dr A rn, 








1 3 z (— 1” cosnz 
(334) ——zez+t2c0’7 log (2 nr =, -> R—dna+n 


n=?2 


Reihen, die mit (330) und (332) im wesentlichen identisch sind, er- 
hält A. Cauchy*°) durch Anwendung derjenigen Form (630) der Integral- 
darstellung der Koeffizienten, bei welcher nur bis zu dem gerade in 
Betracht kommenden Werte von x integriert wird, auf die Funktionen 
cos x und sinxz; G@. Frullani*®) erhält (332) einmal mit Hilfe der 
Identität: 





(335) — sin _—Z log (I+e) + iu lg ii+e”); 
dann5®) aus der Integraldarstellung der Koeffizienten, endlich“) durch 
Multiplikation der Entwicklung von x nach den Sinus der Vielfachen 
von & mit sin x; O. Schloemilch**‘) (330) und (332) aus der Integral- 
darstellung der Koeffizienten, (333) durch Kombination von (330) mit 


der Entwicklung von e ,‚ später noch“) (332) durch Kombination 


von (14) und (15). 
M. A. Stern**?) gibt für 





(— 1)” sinnz 
(836) 2 aFm-Hjlarm—DdanD) 





457) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 400. 

458) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 695. 

459) p. 696. 

460) p. 697. 

461) Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1845, p. 19, 23. 
462) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 128. 

463) J. f. Math. 10 (1833), p. 216 (von 1831). 
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einen Ausdruck durch eine Summe von bestimmten Integralen, der 
Littrows Formel (333) als Spezialfall enthält. Noch allgemeiner erhält 
O. Schloemilch*°*), indem er die Koeffizienten durch Betafunktionen 
ausdrückt und dann die Reihenfolge von Summation und Integration 
vertauscht: 


(337) 





Be ‚u | cosnz 
— (ptrm(o+nm+1)...(p+nm+kl\sinn+ 1x 





1 E 
-4/ GG Arr! ea 
kl) 1 — Br" cosc + r?” sin © £ 


speziell frrp=m—=k=1: 
2 in 3 f — E 
(338) E= u u En -- n +... =sinz Be tg = — log (2 sin 3} 


Diese letztere ist andererseits auch als Spezialfall in der einen 
der beiden von J. Dienger*®) gegebenen: 


(839) Se mr) 


2 sinz } aretg  ®®_ ed IE RR og(1+ 2reosz + 7°) 


r + cosx Ii+rcooe — 2r sinz 





enthalten. Erwähnt seien auch hier noch die von O. Schlömilch*®®) ge- 
gebenen, mit (325) und (326) verwandten Gleichungen: 


1 & 
Py 1 ) . r dt 
(340) jr | Helen! sin Be | (at — zb) ar) Sinzt’ 


sowie die von ©. J. Malmsten*®"): 


> n+1 
(341) > ui — sinsz 
N 


n=1 
85% ä re — 
-- sin —- I'(s) 2 r PS es (en +1a+ 1 ; 


8) E. E. Kummer hat darauf hingewiesen“), daß die meisten be- 
kannten trigonometrischen Entwicklungen elementarer Funktionen 

















464) Arch. Math. Phys. 4 (1844), p. 34. 

465) J. f. Math. 38 (1849), p. 351 (von 1845). 

466) Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 147; aus den allgemeinen in Nr. 106 
zu besprechenden Formeln. 

467) J. f. Math. 38 (1849), p. 17 (von 1846); aus einer Gleichung zwischen 
zwei bestimmten Integralen. [Die Substitution von x — x für x würde die Formel 
vereinfachen.) 


468) J. f. Math. 15 (1836), p. 157. 
60* 


918 IIA12. H. Burkhardt. 'Trigonometrische Reihen und Integrale. 


sich als hypergeometrische Reihen [auf dem Konvergenzkreise] auf- 
fassen lassen. -Die Theorie der linearen Transformation der hyper- 
geometrischen Funktionen gibt, wenn mit C,(«, ß, y) der Koeffizient 


(a +1)... e+n—1)- PP +1)... +n— 1) 
(842) 1-2...2n- 97H)... y+nr—D 








—_ _Te+wr$E+mIm 
TE)TAIY+HWIn+1 
bezeichnet und 
rsınz 
(343) 1—2rcoss + =, az tgw 


gesetzt wird, die Doppelrelation: 
(344) I) C,(e, B, y)r" cos (nz + 0) 
n=0 


= re DI 0, ya, y—B,y)rt con (na— 7—a—Aw+) 


=D 0,7 —B,) (E) sine +nw+aw +8). 


Fürr=1 wird: 


(345) oe—=2sint, da FR 


ee a eg 


h bedeutet dabei eine ganze Zahl, deren Wert verschieden sein kann, 
je nach dem Intervall, in dem x liegt. Die übrigen linearen Trans- 
formationen der hypergeometrischen Funktionen geben Umformungen 
einer trigonometrischen Reihe in eine Summe von zwei andern. 
Kummer hebt unter ihnen diejenigen hervor, welche derartige Reihen 
in Potenzreihen reellen Arguments überführen“®). Lassen sich diese 
letzteren elementar summieren, so erhält man neue Entwicklungen 
elementarer Funktionen in trigonometrische Reihen, z. B.*'0): 


cos u—-2n)z "yr(1-5) 
Ne nn 
| uyzr[ie = 
a De 
re) 


und daraus durch Grenzübergang zu u—=0 die Entwicklung von 
— sin - — - nach den Sinus der Vielfachen von x und aus ihr durch 


Differentiation nach x die Gleichung (277) für u= 4. 


489) p. 161. 
470) p. 166. 
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Umgekehrt kann 
(348) F(a, B, 7, 009° 5) 
in eine nach den Cosinus der Vielfachen von x fortschreitende Reihe 
transformiert werden“’!); für die Koeffizienten der letzteren ergeben 
sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung dreigliedrige Rekur- 
sionsformeln, die sich, wenn 2» — a — ß—1=0 ist, auf zwei- 
gliedrige reduzieren, so daß sich die Koeffizienten in diesem speziellen 
Falle durch I-Quotienten ausdrücken lassen. Die Annahme = — « 
liefert die Entwicklung von cos «x nach den Cosinus der Vielfachen 
: von 2x2). 
h) E. E. Kummer gewinnt ie Formel*"°): 


(349) log I'(x) = —- > log (2%) _. co8 Anzx 


n=1 


+ E04 gm) Dirtsnee, 1 PIE (O<r<1); 


n=1 n=1 





die Koeffizienten der Cosinusglieder bestimmt er mit Hilfe a. Re- 
lation zwischen I'(z) und I(1— x), die der Sinusglieder durch Be- 
nutzung einer Integraldarstellung von log I“(x) und Umkehrung der 
Integrationsreihenfolge. Er schreibt sie noch um in: 


(350) log I’(@)——1og (2x) + log (2sinxz)— (C+log(2m))(1— 22) 


[e +) 
1 lo i 
= — > ER sin Anz. 
a” n 
„=1 


In etwas anderer Gestalt, nämlich: 





2 T4+2 
— z2(C + log2n) 
erscheint dieselbe Formel bei CO. J. Malmsten*"*). 
i) Von Entwicklungen, deren Koeffizienten höhere Transzendente 
vorstellen, sei erwähnt die von 0. Schlömtlch*'”) gegebene: 


 (—_qy+1 o 
(351) > eı. logn sin 2nrz = Au log EN de), 
n=1 


(352) 5 - > sinz sinzE, 
n=\ 
471) p. 168. 
472) p. 171. 


473) J. f. Math. 35 (1847), p. 1. C ist die Eulersche Konstante 0,577.-- 
474) J. f. Math. 38 (1849), p. 25 (von 1846). Er erhält sie durch Vergleichung 
zweier verschiedener Ausdrücke eines bestimmten Integrals. 
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in ihr ist die Transzendente „Integralsinus“ durch 


(353) in hi: -— de 
0 
definiert. 


15. Darstellung der Koeffizienten durch unendliche Reihen. 
Der Gedanke, eine gegebene trigonometrische Reihe dadurch zu sum- 
mieren, daß man ihre einzelnen Glieder nach Potenzen der Variabeln 
entwickelt und dann die Reihenfolge der Summationen vertauscht, ist 
‘ bereits von J. Fr. Pfaff*‘*) formuliert, zunächst allerdings auf Reihen 
angewendet worden, von denen die meisten divergieren. Die Um- ' 
kehrung dieses Verfahrens, d. h. seine Anwendung auf die Entwick- 
lung einer gegebenen Funktion, verlangt die Auflösung eines Systems 
von unendlich vielen linearen Gleichungen mit unendlich vielen Un- 
bekannten; also erstens die Auflösung desjenigen Gleichungssystenas, 
das aus jenem entsteht, wenn man nur die N ersten Gleichungen 
und in ‚ihnen nur die N ersten Unbekannten beibehält, und zweitens 
den Grenzübergang zu N= oo. In dieser Weise hat J. J. Fourier 
zunächst die Aufgabe behandelt, die Funktion 1 nach den Cosinus 
der ungeraden Vielfachen von x zu entwickeln?”). Die Anwendung 
desselben Verfahrens auf die Entwicklung einer beliebigen ungeraden 
Funktion in eine Sinusreihe liefert ihm dann für deren Koeffizienten 
den allgemeinen Ausdruck durch die unendliche Reihe®'®): 


—— ı)rtı = (— 1)” fm (r) ı 
n2m 





(354) . B= 


m=0 


475) Theorie der Differenzen u. Summen, Halle 1848, p. 128. Er hat auch 
die aus (352) durch endliche Summation hervorgehende Reihe. 
476) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788. 

477) Schon in der Preisschrift von 1811, Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 262; 
dann theorie analytique de la chaleur, Nr. 171 = Oeuvres 1, p. 149. Geringe 
Modifikationen des Ausdrucks würden hinreichen, um die Schlußweise den gegen- 
wärtigen Anforderungen an Strenge genügend erscheinen zu lassen, bis auf den 
letzten Punkt: daß die durch den Grenzübergang zu N= 00 erhaltenen For- 
meln wirklich dem vorgelegten Gleichungssystem genügen. In der Tat würde 
man durch ihr Einsetzen divergente Reihen erhalten. 

478) Preisschrift p. 297; theorie Nr. 217, p. 205. Es würde nicht ohne 
Interesse sein, zuzusehen, wie und unter welchen Voraussetzungen (die Konver- 
genz der Maclaurinschen Entwicklung von ‚f(x) bis x = x würde zwar notwendig, 
aber nicht hinreichend sein) die Schlüsse durch die jetzige Theorie der Funk- 
tionen von unendlich vielen Variabeln gerechtfertigt werden können. Ein Teil 
der dazu erforderlichen Abänderungen ist übrigens bereits von @. Darbour in 
den Anmerkungen zu seiner Ausgabe der Oeuvres angegeben. — Reproduziert 
ist Fouriers Verfahren von U. J. Leverrier, Paris observ. ann. 1 (1355), p. 119. 


15. Darstellung der Koeffizienten durch unendliche Reihen. 991 


Ein anderes Beispiel einer derartigen Rechnung, nämlich die Auf- 
lösung des Gleichungssystems 


RR 
(855) Zum Hum—1,2,3,:) 
durch: 
(856) 2, m 4 FF n= Sam Tr TE], 


m? cosnn n?) cosmz 





findet sich bei @. Piola*'®); er schließt daran eine Umrechnung der 
Koeffizienten der Entwicklung einer Funktion nach den Vielfachen 
von «2 in die der Entwicklung derselben Funktion nach den Funk- 
tionen der Vielfachen von x selbst. 

Zu einem anderen Ausdruck der Koeffizienten durch unendliche 
Reihen gelangt @. Frullani*°°) von der Voraussetzung aus, daß die zu 
entwickelnde Funktion in der Gestalt F(m + cosx) gegeben sei; in- 
dem er nach Potenzen von cosx entwickelt und diese Entwicklung 
dann in eine solche nach Potenzen von e'* bzw. nach den Cosinus 
der Vielfachen von x umsetzt, erhält er: 


(357) ,=rt| a. m) 

wo: 2 
rk Fb (m) 

(358) Se: 


Später“!) schlägt er noch einen anderen Weg ein: er schreibt sym- 
bolisch: 


(359) F(m + cosz) = F(m) —1- exp (cos 
Damit ist die allgemeine Aufgabe auf die spezielle der Entwicklung 


von exp(r cosx) zurückgeführt. Da die Koeffizienten dieser letzteren 
der Differentialgleichung (313) genügen, schließt er“*®), daß die Koef- 





en). 


479) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 605; vgl. auch die Bemerkungen p. 629. 
480) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 41—47. p. 46 zeigt er, daß 


amt A. mim Fnsırı 


ist. Er zieht übrigens aus seinen Formeln nicht den Schluß, daß eine derartige 
Entwicklung immer möglich sei, sondern meint (p. 60), man müsse sich vor ihrer 
Anwendung auf anderem ‚Wege von der Möglichkeit der Entwicklung überzeugen; 
sonst würde man unendliche oder imaginäre Werte für die Koeffizienten erhalten, 
wie bei der Taylorschen Entwicklung in denjenigen Fällen, in welchen sie „in 
difetto“ sei. 

481) Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 502 (von 1818). 

482) Ib. p. 508. 
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fizienten der Entwicklung jeder analytischen Funktion erhalten wer- 
den können, indem man in den Entwicklungen der Zylinderfunktionen 
die Potenzen von r durch die entsprechenden Differentialquotienten 
der Funktion F ersetzt. Daran schließt er die Frage, wie diese Funk- 
tion F' beschaffen sein muß, wenn ihre Entwicklungskoeffizienten einer 
linearen . ep F= Form 


(360) p@& + g%=_(R— m) 4,—0 





genügen sollen; er findet, daß man damit auf den vorher behandelten 
Fall zurückkommt“®). Außerdem gibt er noch eine andere sym- 
bolische Darstellung, indem er 
oF 

(361) F(m+»)=F(m) — 1 + exp (u 5,7) 
setzt und dann die Entwicklung (291) der Exponentialfunktion be- 
nutzt“), 

In ähnlichem Gedankengang zeigt A. F. Svanberg*®), daß die 
Koeffizienten der Entwicklung irgendeiner Funktion f(r cosz) nach 
den Cosinus der Vielfachen von x der Rekursionsformel 





(362) a +m4A4, = Phein.  B (m — 2) A„_, 


dr 
und die einer Funktion f(w-+vcosz), wo u und v Funktionen von 
r sein sollen, nach denselben Cosinus der Formel “*®) 


(363) vidn + mA, 2 4 2(m— a a 


+ (m—2)4„- - ver 


genügen; sowie für beide Fälle, wie sich die Koeffizienten der Ent- 
wieklungen von f’, f',... aus denjenigen der Entwicklung von f ab- 
leiten lassen *®), 


16. Darstellung der Koeffizienten trigonometrischer Reihen 
durch bestimmte Integrale. Integralausdrücke für Koeffizienten tri- 
gonometrischer Entwicklungen (zunächst für die unter 3 besprochenen) 
sind soviel ich sehe zuerst von J. d’Alembert“*®) veröffentlicht worden: 


488) p. 518. 

484) p. 517. 

485) Upsala n. acta 11 (1839), p. 5. 

486) p. 18. 

487) p. 13, 16. 

488) Recherches sur diff. points du systöme du monde 2, Paris 1754, p. 66. 
Über die Möglichkeit, daß auch Euler die Formeln damals schon besessen hat, 
vgl. man Note 8 von II A 9a, p. 646. 


16. Darstellung der Koeffizienten durch bestimmte Integrale. 923 
den Ausdruck 


1 1 
(364) 14-1 [fa)dz 
0 
für das absolute Glied der Entwicklung 


(365) f@)=+4 + D) 4, cos nz 

n=1 
erbält er durch gliedweise Integration, unter Berücksichtigung des 
Umstandes, daß 


(366) Ss nzdz = 0 


ö 
ist für jeden ganzzahligen von Null verschiedenen Wert von n; die 
entsprechende Formel für A, gibt er ohne Beweis. Die allgemeine 
Formel: 


(367) 4,= ® Ir@) cos nzdr 


hat zuerst A. Olairaut“?®) durch Grenzübergang zu m = 00 aus der Inter- 
polationsformel (Ila 9a, Nr. 3) abgeleitet. J. de La Lande‘®) gewinnt 
sie von Olairauts Bemerkung“?!) aus, daß das absolute Glied in der 
Entwicklung von f(x)cosnz gleich 3A, ist. Die heute geläufige 
Ableitung dieser Ausdrücke durch gliedweise Integration der als 
richtig angenommenen Reihe (365), unter Berücksichtigung der Re- 
lationen: 
- 0 fürrmH#n, 


(368) [eos max cosnzıdı = = frm—n=#0, 

: zfürm—en=(, 
findet sich zuerst in einer nachgelassenen Abhandlung L. Eulers*”). 
Dieselben Formeln sowie die entsprechenden 


(369)  fla) Ss B,sinnz, B—2 il f(z) sin nede 


n=1 


489) Paris m&m. 1754[59], p. 548 (vom Juli 57). 

490) Paris mem. 1760[66], p. 315. Ebenso G. Plana, Torino mem. 1811/12, 
p. 373. 

491) Paris m&m. 1754, p. 547. 

492) Petrop. n. acta 11 (1793[98]), p. 115 (vom Mai 1777; im unmittelbaren 
Anschluß an die II A 9a, Note 20, p. 651 zitierte Interpolationsabhandlung) — 
Euler macht übrigens darauf aufmerksam, daß sich die Sinusreihen ebenso be- 
handeln lassen. 
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gewinnt G. Frullani“‘”) indem er zunächst unter Benutzung der 
Gleichungen für seine Hilfsfunktion z(358) den Ausdruck 


(370) mt fEn + Vronnar 


ableitet und dann die mehrfachen Integrale durch partielle Integration 
auf einfache zurückführt; nachher verifiziert er sie ebenfalls durch 
gliedweise Integration. J. Fourier‘*) gelangt zur Integraldarstellung, 
zunächst für die Sinusreihe, indem er zeigt, daß die Funktion (vgl. 354) 


(371) I —. n?m pam) (2) 
der Differentialgleichung 

1 a?’ 
(372) +47 =t@) 


genügt; nachher bedient auch er sich der gliedweisen Integration. 

Verlegt man mit $. _D. Poisson*®) in diesen Formeln den An- 
fangspunkt der Abszissen um eine Viertelperiode, so erhält man 
Reihen, die nach den Cosinus der geraden und den Sinus der un- 
a Vielfachen des Arguments, bzw. umgekehrt, fertschreiten. 

Daß und wie man aus der Entwicklung von f(x) sinz nach den 
Sinus der Vielfachen von x die Entwicklung von f(x) selbst nach den 
Cosinus ableiten kann, bemerkt M. Ohm‘). 

Auf eigentümlichem Umweg gelangt &. Piola‘”) zur Integral- 





493) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 53, 65; mem. soc. ital. 18 
(1820), p. 459 (von 1818) gibt er gleich die gliedweise Integration. Vgl. übrigens 
Note *8%). — Über das von Poisson wiederholt gegen Fourier ausgespielte angeb- 
liche Anrecht von Lagrange auf die Gleichung (369) vgl. man II A 9a, Note 10, 
p. 647, sowie hier Note °3°), 858), 858), 

494) Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 301 (von 1811); thgorie de la chaleur 
(Oeuvres 1, p. 210). An anderer Stelle (Paris m&m. 8 (1825[29)); Oeuvres 2, p. 174) 
erwähnt er, daß ihn Lacroix auf Eulers Abhandlung*°*) aufmerksam gemacht habe, 
gibt aber nicht an, ob er die Formeln schon vorher gekannt habe. In dem von- 
Ploisson] verfaßten Referat über Fouriers Abhandlung von 1807, n. bull. philo- 
mat. 1 (1808), p. 115 = Oeuvres de Fourier 2, p. 219 stehen nur die Formeln 
für die Entwicklung nach den Cosinus der ungeraden Vielfachen des Arguments. 

495) J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 428; 19 (1823), p. 53. Er glaubt dabei 
die zu entwickelnden Funktionen ähnlichen Beschränkungen unterwerfen zu 
müssen wie die in Note 1083 erwähnten. — Die so erhaltenen Formeln stehen 
auch bei J. Dienger, J. f. Math. 34 (1847), p. 88 und bei M. Ohm, System der 
Mathematik 9, Nürnberg 1852, p. 320. 

496) System der Mathematik 9, Nürnberg 1852, p. 320. 

497) Mem. soc. ital. 20 (1831), p. 621. 
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darstellung der Koeffizienten der Sinusreihe: indem er aus der Glei- 
chung (369) die folgenden ableitet: 


rn x nz 
. h&- N . he 
ro sin — de = BB Rue sin "« de, 
n= 0 


erhält er für die B, ein unendliches System linearer Gleichungen der 
in Nr. 15 besprochenen Art, dessen Auflösung unter Benutzung der 
Entwicklung (275) die gewünschten Formeln für die B, liefert. 

C. @. J. Jacobi*”®) macht darauf aufmerksam, daß die Integraldar- 
stellung (367), sobald man über die kleinsten Werte von n hinaus- 
geht, kleine Zahlwerte 'als Differenzen von großen liefert und also zu 
numerischer Berechnung wenig geeignet ist. Er leitet daher aus ‘den 
Formeln von Nr. 5 die folgende 


m(m —1)...m—n-+1) ? 


m—n in 2n 3 
1.3...(2% — 1) cos” =" «x sin" ada 





(813) | eos" acosnadae = 
ö 


und mit ihrer Hilfe die allgemeine 





\ nt = 
(374) [rteos 0) cosnada— .—, — me sin?" ade 
r 0 


ab. Von dieser letzteren gibt er dann noch einen andern Beweis, in- 
dem er aus einer von Lacroix gegebenen Darstellung der (n — 1)‘ 
Ableitung einer Potenz das Lemma**°): 








2n—1 
wi SE in—1 
(375) ze a 2. = SE (n arc cos 2) 
und aus ihm: 
2n—-1 
3 
(376) ee) dz = (—1)"-1.1.3...(2n—1) cosnzdz («=cs2) 





d;" 

498) J. f. Math. 16 (1836), p. 3= Werke 6, p. 86; reproduziert von O. Schloe- 
milch, Analytische Studion 2, Leipz. 1848, p. 48. — J. Liouville, der J. de math. 
1 (1836), p. 195 über aiese Untersuchung Jacobis berichtet, bemerkt nicht ohne 
Berechtigung, ihre Anwendung werde in den meisten Fällen an der Komplika- 
tion der Ausdrücke der höheren Ableitungen scheitern. 

499) Jacobi’s Beweis dieses Lemmas auch bei D. F. Gregory, exdmples of 
the processes of the diff. and int. calc. p. 501 der 2. Aufl. Cambr. 1846 und bei 
O. Schloemilch, Differenzialrechnung, Greifswald 1847, p. 90; J. Liouwville, J. de 
math. 6 (1841), p. 69 gibt noch zwei andere Beweise, einen davon reproduziert 
J. A. Grunert, Arch. Math. Phys. 4 (1844), p. 104; noch einen andern, durch 
Entwicklung beider Seiten nach Potenzen von z, gibt M. Ohm, System der Mathe- 
matik 9, Nürnberg 1852, p. 331. 
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ableitet; wiederholte partielle Integration gibt dann wieder die Glei- 
chung (374). Auch erwähnt er°®), daß in der Gleichung 


(377) Pleoe &) cosnada 


ei [af (&) — bfe+Dla) + cfe+9(a)— + — -: ]da 


die Koeffizienten a,b,c,... von der Funktion f unabhängig sind, 
sich also durch irgendeine spezielle Annahme dieser Funktion, z. B. 
f(z) = cos kz, bestimmen lassen. 

Bei @. Boole‘®') erscheint Jacobis Formel (374) als Spezialfall 
allgemeinerer Formeln, die entstehen, wenn in Relationen zwischen 
B- und I-Integralen die Variablen durch Differentialsymbole ersetzt 
werden. 

E. E. Kummer‘) beweist durch Entwicklung beider Seiten nach 
Potenzen von r die Umformungen: 


a 


El 1 
(378) [» (2re* cos «)e!"'*da = sin nz / (1 — u"!p(ru)du, 
nz 0 


Bo; 
n 


FE 1 
(379) = cos na [pre cos a) wet"i@da — (1 — u)"!p(ru)du; 
n 0 


2 
die erstere gilt für beliebige, die zweite, aus ihr durch Grenzübergang 
erhaltene, nur für ganzzahlige Werte von n. Beide setzen übrigens 
voraus, daß die Taylorsche Entwicklung von p(r+o) bs e=r 
konvergiert. 

Auch eine von A. Cauchy°®) aus seinen Residuensätzen (Nr. 35) 
abgeleitete Umformung sei hier noch erwähnt: Ist die Funktion f für 
r<r<r, und für alle x stetig, außer für einen Wert = x,(r), 
für welchen f(a, + 0) — f(%— 0) gleich einer endlichen Größe A 
ist, so ist: 


(380) | 1 Were‘) ne de —i 4 A =. 


500) J. f. Math. 15 (1836), p. 26 = Werke 6, p. 117. 

501) Cambr. Dubl. math. j. 3, (1843), p. 216. 

502) J. f. Math. 20 (1840), p. 1, 4. ' 

508) Paris C. R. 18 (1844), p. 1079 = Oeuvres (1) 8, p. 233. Die Anwendung 
auf die in Nr. 9 besprochenen Entwicklungskoeffizienten gibt deren Darstellung 
in der gewöhnlichen Form hypergeometrischer Integrale. 


17. Reihen, die Cosinusglieder und Sinusglieder nebeneinander enthalten. 927 


17. Reihen, die Cosinusglieder und Sinusglieder nebeneinander 
enthalten. Entwickelt man im Intervall (0... x) eine gerade Funktion 
p(x) nach den Cosinus oder eine ungerade Funktion %(x) nach den 
Sinus der Vielfachen von z, so gelten die Entwicklungen von selbst 
auch im Intervall (—x...0). Infolgedessen kann man, wie J. Fourier°%) 
zuerst bemerkt hat, eine für das ganze Intervall (—x...x) gültige 
Entwicklung einer beliebigen Funktion f(x) dadurch erhalten, daß 
man sie als Summe der geraden Funktion 


(881) On 
2 

und der ungeraden 

(382) Y(e) = A 


darstellt und jeden dieser Bestandteile für sich entwickelt. Die Inte- 
gralformeln für die Koeffizienten können dann vermöge der Identitäten 


n a 
Sv® sinnzdz - /v@) coonzde=(0, 
—- 1 ein 

’ 3 
Sr @ cos nzdz - (po) cosnxdz, 

-n 0 


0 z 
Sv@ sin nz dz - /[v@) sin nxzdx 
ei 0 
in die Gestalt: 


(383) 2): frolan). 


sın NT 


übergeführt werden, in der nur noch die gegebene Funktion f(x) auf- 
tritt; und in dieser Gestalt können sie auch direkt durch gliedweise 


504) Theorie Nr. 283 = Oeuvres 1, p. 227. In der Preisschrift von 1811 ist 
diese allgemeine Auseinandersetzung weggelassen, doch werden ihre Resultate 
benutzt. Thöorie Nr. 396 = Oeuvres 1, p. 462 gibt er an, daß und wo das auf 
(384) beruhende Integral der Gleichung der Wärmeleitung in einem linearen Leiter 
sich bereits in seiner ersten Abhandlung von 1807 finde; @. Darboux konstatiert 
Oeuvres 2, p. VII, er habe alle solche Angaben mit Hilfe des inzwischen wieder 
aufgefundenen Manuskriptes von 1807 nachgeprüft und, wie nicht anders zu er- 
warten gewesen sei, richtig befunden. Die Schlußgleichung ist in der. Form 


fi&) = — ı 5 [re cos (nz —nE)d& 


Pont 0 


bereits ann. chim phys. 8, (1816), p. 361 mitgeteilt. 
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Integration der Reihe 
(384) fi) =44,+ D/A,cos nz + I B,sin nz 


n=1 n=1 
unter Berücksichtigung der Identitäten: 
e 0 fürrm#n, 


[eos mz cos nedz = x frm—=n=+(, 


En 27 frmen=(; 
r 

(385) [ eos mz sin nadz — 0 (auch für m—n); 
_n 
fe os ee, 
yan'nz I mm 


erhalten werden ®). 

Dieselben Formeln finden sich bei Fr. W. Bessel”°®), in einer dieser 
Zeit angehörenden, erst kürzlich veröffentlichten Niederschrift von 
C. F. Gauß"), sowie bei G. Plana?®). 

In noch einfacherer Gestalt erscheinen diese Sätze bei Benutzung 
komplexer Größen: Läßt sich eine Funktion f(x) durch eine Reihe 
der Form 


+» . 
(386) fa) De" 
darstellen, so folgt aus der Relation: 
2 0 
(887) 'E Emmi dr — | Be 
ee X, =n 


505) p. 230. In der Literatur der nächsten Zeit wird meist nicht diese, son- 
dern die erste Ableitung Fouriers reproduziert; so bei A. de Morgan ?”) p. 777; 
bei A. A. Cournot, theorie des fonctiors 2, Paris 1841, p. 215; bei O. Schloemilch, 
Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 26; Analytische Studien 
2, Leipzig 1848, p. 55; bei M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnberg 1852, 
p. 308. 

506) Berl. Abhandl. 1816/17[18] (ges. Abhandl. 1, p. 17); Zeitschr. f. Astron. 
5 (1818), p. 367. In einem Briefe an Olbers (Briefwechsel 2, Leipz. 1852, p. 85) 
wundert er sich darüber, daß die Sache nicht bekannt sei. 

507) Werke 8, p.469. Der Herausgeber erwähnt p. 603 eine Tradition, nach 
der Gauß die Formeln vor Fourier gehabt habe. In einem andern Nachlaß- 
fragment (Werke 3, p. 436; vom Herausgeber p. 494 ins Jahr 1808 gesetzt) stehen 
nur die Formeln für die Cosinusreihe. Vgl. übrigens die Tagebuchnotiz von 1797, 
Nr. 87. Gauß’ Bekanntschaft mit der Integraldarstellung für A, geht auch aus 
dem zu Beginn der „determinatio attractionis“ ausgesprochenen Satze hervor 
(Gött. comm. rec. 4 (1818) = Werke 3, p. 333). 

508) Torino mem. 25, 1820, p. 142; Ableitung wie bei Fourier. 
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daß 
(388) m F fla)e"=dz 


sein muß. In dieser Form erscheint der Satz bei P. $. de Laplace: 
zuerst?) für das von e‘* freie, dann®!) auch für ein beliebiges Glied 
einer nach beiden Seiten abbrechenden Reihe bei der Darstellung des 
mittelsten bzw. des allgemeinen Gliedes einer Binomial- oder Poly- 
nomijalentwicklung für die Zwecke von Wahrscheinlichkeitsunter- 
suchungen, weiterhin°!!) für eine nur Glieder mit positivem n ent- 
haltende Reihe als ein Mittel, um aus der Darstellung der Lösung 
einer Differenzengleichung mittelst einer erzeugenden Funktion ihre 
Darstellung durch ein bestimmtes Integral abzuleiten. Später ist diese 
Darstellung von A. Cauchy viel benutzt worden"); selbständig scheint 
sie auch A. Qu. Gregan-Craufurd®"?) gefunden zu haben. 
H. G. v. Schmidten?“*) erhält die Formel in der Gestalt 


0m u J terre) +ereflen))as 


bei Gelegenheit von allgemeinen Untersuchungen über die Berechnung 
bestimmter Integrale durch Reihenentwicklung, durch Grenzübergang 
von Potenzen zu Exponentialfunktionen. 

Von den Formeln dieser Nummer kommen Deflers?"’) und 


509) Paris mem. 1782[85] = Oeuvres 10, p. 270; reproduziert theorie ana- 
lytique des probabilites, Paris 1812, p. 162 der Ausg. von 1847 = Oeuvres 7, 


n 
r 1 
p: 140. Da er mit einer geraden Funktion zu tun hat, schreibt er e f statt 
0 


3 

510) Paris m&m. 10, 1809[10] = Oeuvres 12, p. 309; probab. p. 149. 

511) Probab. p. 84. Er findet aber, wegen der komplexen Form könne man 
doch nichts damit anfangen, und wendet sich wieder anderen Darstellungsformen 
zu. Übrigens hat er hier (— =----+ =) als Integrationsgrenzen. 

6512) Z. B. Paris C. R. 11 (1840), p. 468; 12 (1841), p. 89; 13 (1841), p. 318, 
851; 15 (1842), p. 264 = Oeuyres (1) 5, p. 303; 6, p. 22, 282, 356, 7, p. 9. 

513) Essay on the development of functions, Lond. 1844, p. 28. 

514) Ann. de math. 12 (1822), p. 216; in wenig veränderter Gestalt disqu. 
de seriebus et integr. def., Havniae 1825 (nach dem Bericht Bull. Ferussac 6 
(1826), p. 105). Er geht von der Auffassung der Integration als einer distribu- 
tiven Funktionaloperation (II A 11, Pincherle, Nr. 6, p. 768) aus. 

515) Bull. philomat. 1819, p. 165. 
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Poisson®!*) zu denjenigen der vorigen zurück, indem sie die ersteren 
auf eine Funktion anwenden, die im Intervall (0... x) mit f(x), im 
Intervall (—x...0) mit O identisch ist, und die so erhaltene Glei- 
chung mit der entsprechenden Entwicklung von f(— x) verbinden. 

Einfacher kann dieser Rückweg dadurch gefunden werden, daß 
man die ersteren auf eine gerade bzw. ungerade Funktion anwendet. 
Mit dieser Auseinandersetzung hat W. Thomson (Lord Kelvin), der 
eine Bemerkung darüber bei Fourier vermißte, seine wissenschaftliche 
Tätigkeit eröffnet 1”). 

Daß man, wenn man in den Integralen (383) statt von 0 bis 2” 
nur von 0 bis x integriert, die Entwicklung einer Funktion erhält, 
die von O bis x gleich f(z), von x bis 2x gleich O ist, verifiziert 
A. de Morgan®"®) noch mit Hilfe derjenigen für das Intervall (0... x 
geltenden Entwicklungen von f(x), die nur Sinus- oder nur Cosinus- 
glieder enthalten. 


Ersetzt man in den Gleichungen (383) die Variable x durch T 


also die Integrationsgrenzen durch + !, und schreibt dann für f (5) 
wieder f(x), so erhält man die für -l1<z<-+I gültige Formel: 


(389) W=z4 +2 [A, eos "7= + B, sin "7 |, 
mit: 
(390) 4 fi fo ( 


Man kann auch noch den Anfangspunkt der Abszissen verlegen 
und dann schreiben: 





ELIDNIOE ER +D’[Ae cos "= + B,siny" |, a<a<b, 


mit: 
(392) I frei En ni 


Die erste Umformung ist von Fourier°!) angegeben; sonst?®) werden 








516) J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 424; 19 (1823), p. 436; chaleur p. 191. 

517) Cambr. math. j. 2, (1841), p. 258 (P.Q.R. gezeichnet) = Math. phys. 
papers 1, p.1. Die Sache ist bei ihm etwas umständlicher ausgedrückt, da er 
nicht — x und + x, sondern 0 und 2x als Integrationsgrenzen hat. 

518) Diff. and int. calce, London 1836/42, p. 777. 

519) Preisschrift von 1811, p. 329; theorie Nr. 234 = Oeurvres 1, p. 231. 
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die Formeln auch vielfach gleich in dieser Gestalt abgeleitet; in der 
zweiten Gestalt erscheinen die Formeln bei A. Cauchy'). 


18. Entwicklung nach den Funktionen der uugeraden Viel- 
fachen des Arguments. a) Die Reihen von Nr. 5 enthalten nur un- 
gerade Vielfache des Arguments, wenn der Exponent eine ungerade 
Zahl ist. Ist er eine positive solche Zahl, so brechen sie ab; ist er 
eine negative, so divergieren sie; so schon die beiden von L. Euler 
gleich bei seiner ersten Beschäftigung mit solchen Reihen ange- 
gebenen°??): 


83) or — 3er + ads t—..  — 


2 cos Fr 
(394) sinc+ sind + sind ++. 
Dieselben Reihen und außerdem die beiden ebenfalls divergenten: 


(395) cos +csd3r +csdör +++... =(, 
(396) sinz —sndre+snde— + —. . =(0 


erhält er auch noch, indem er in den Gleichungen (4), (5) 2—= 2a setzt’®). 
In der Literatur der folgenden Jahrzehnte treten sie dann häufig auf; 
so bei A.J. Lexell5*), bei Klügel%#), bei Tralles5?°), bei $. D. Poisson ?"), 
bei J. A. Eytelwein’®), bei H. Breen’*), bei R. Lobatto®?). 

b) Allgemein treten nur Funktionen der ungeraden Vielfachen des 
Arguments auf, wenn eine der Gleichung f(x — x) = — f(x) ge- 
nügende Funktion nach den Cosinus, oder eine der Gleichung f(x — x) 
= f(x) genügende nach den Sinus der Vielfachen des Arguments ent- 
wickelt wird. Derartige Entwicklungen können also dadurch erhalten 





520) Z. B. bei Poisson, J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 433. 

521) Exerc. de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 410; vgl. dazu die Be- 
merkungen 'p. 429. Bei O. Schloemilch, analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 57 
ist zwar b auch beliebig, aber a gleich Null genommen. 

522) Petrop. n. comm. 5 (1754/55[60]), p. 169, 172. 

523) Ib., p. 208, 

524) Ib., 18 (1773), p. 44, 49. 

525) Mathematisches Wörterbuch 2, Leipz. 1805, p. 588. 

526) Berlin Abhandl. 1812/13[16], p. 239. 

527) J. 6c. polyt. cah. 18 (1820), p. 315; 19 (1828), p. 409. Die Reihe (396) 
erscheint auch in der 2. (nicht in der 1.) Auflage von Poissons trait& de mecanique 1, 
Paris 1833, p. 638 als Entwicklung einer Funktion, die im Intervalle (0... =) 
überall gleich Null ist, außer bei x = #/2. 

528) Grundlehren der höheren Analysis 1, Berlin 1824, p. 451. 

529) Treatise on the summation of series, Belfast 1827, p. 83; vgl. aber 
Note 84). 

530) Recherches '®), p. 3, 5. 
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werden, daß die Entwicklung irgendeiner Funktion f(x) mit der von 
fix — x) durch Subtraktion bzw. Addition verbunden wird. In 
dieser Weise hat bereits J. Landen aus der Gleichung (110) erhalten ®"): 
: in 8 in ö 

(397) ae + + +++ 1:07 
aus der Gleichung (113)°®®): 
38 rt +++ 7-3); 
aus der Gleichung (14)°®°): 

(399) r cosx +7 cos 37+ T cos Bst ++. = - Rp ht A 


4 B1-—2rcoxc+r? 
und aus (320) und (323)°®%): 





cos5x c0o8 7x 


cos3x 
(401) warteten +++ 
—4(2 —2)sine+ (5 — 2a2 + 22° — 3) cos, 
( 402) cos 3x cosdx c08 7x 


12. 3°. 52 + 33. 5°. 7? nw Fr ++ 


88 . n (= y " 
— sin 2 + (5 — 7) 0m 22 — zes + 5 (® — 22). 








Andere Reihen dieser Art erhält er durch Anwendung des Ver- 
fahrens der Nr. 2 auf Potenzreihen, die nur Glieder mit ungeraden 
Exponenten enthalten, s0 aus der Reihe für arc tg 2°°°): 











3 5 
(403) cs Er LM +5; 
und in ähnlicher Art°®): 
zu a 
(404) rsine — rsnde + rsinde — + — = are 
(405) r cos2e — rreosdxr + r?csde — + — A+neosz 


An? +ircosz 





531) Math. memoirs 1, Lond. 1780. p. 70. 

532) p. 74. 

533) p.104; für r=1 schon p. 81, aus Gleichung (144). Vertauschung von z 
mit m — x ist hier gleichbedeutend mit Vertauschung von r mit — r. Fürr=1 
steht die Reihe auch bei Tralles, Berlin Abh. 1812/13[16], p. 283. 

534) p. 78, 79. | 

535) p. 80. | 

536) p. 100, 102. Die Reihe (407) ebenso bei L. Euler, Petersb.'me&m. 5 
(1812[15]), p. 65 (von 1780), die Reihe (406) bei Querret ann. de math. 13 (1822/23), 
p. 354 (ihre Summation war ib. p. 247 als Aufgabe gestellt worden). Bedenken, 
die man gegen das Rechnen mit trigonometrischen Funktionen imaginären Argu- 
ments haben könnte, glaubt er p. 393 dadurch beseitigen zu können, daß er in 
die Integraldarstellung der cyklometrischen Funktionen eine komplexe Variable 
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und daraus durch Integration: 

2rcosz 
1—r!’ 
1+2r|cex|+r*, 
1— 2r|cosz|+ r?’ 


(406) r 000 — "00832 +" cs5z— + —— Laretg 





(407) reine— Zsindc+ " sinde — + —— 1 log 


oder durch eime geeignete Modifikation des Verfahrens, das ihn zu den 
Reihen (320)—(324) führt, so aus dem Integral 


5 uf og Ad+2, 
| 2 ds 
1 2: 8 
die Reihe°®”): 


in 3 in 5 in 7 s 
(408) 7 ante tlg 2043) sin a — du cosz. 











1?.2?3 
e) Die Formel: 
r in 3 in 6 
(409) Zesinı "+. + 


hat L. Euler°®) durch Spezialisierung von » aus seiner allgemeineren 
Gleichung (141) erhalten; Differentiation gibt ihm die Gleichungen 


(410) Two Mm _L—.. 
und (396), Integration: 


2 3 5 . 
(411) 6 -) =(0080 — er De —+—... 


Fourier leitet die Gleichung (410) zunächst auf dem in Nr. 15 
zu besprechenden Wege ab; nachher verifiziert er sie noch mit Hilfe 








einführt. Die Reihen (406) und (407) stehen auch bei J. Dienger, J. f. Math. 34 
(1847), p. 241 (von 1845); (407) auch bei M. Ohm, System der Mathematik, 8, 
Nürnb. 1851, p. 126; 9 (1852), p. 323. 

537) Landen p. 75. 
538) Opusc. analyt. 1, Petrop. 1783, p. 173 (von 1772). Daß die Gleichung 


nur für 
B7 
=EIDE 
richtig ist, während für 
3 
7e<7 
der Wert der rechten Seite 
Te 
zz x) 


ist, bemerkt erst Fourier Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 314; ann. chim. phys. 3 
(1816), p. 362; theorie dela chaleur Nr. 228 = Oeuvres 1, p. 221, ebenso Poinsot ''") 
und Peacock, Brit. assoc. rep. 3, f. 1833, p. 253. 


6 
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der Gleichung °®?) 








pr | 
(412) coox — —_ + u —_— +... in cos (2N—1)& 


z 
1 sin 2 N 
far 
2 co8 «& 
End 
2 


und mit Hilfe der Arcustangensreihe). Die Reihe (398) gewinnt 
er mit Hilfe der Integraldarstellung der Koeffizienten‘). Durch Inte- 
gration erhält er noch (409)°4). 

Sonst werden alle diese Reihen vielfach aus der Integraldarstel- 
lung der Koeffizienten abgeleitet; so bei D. F. Gregory*®), J. M. C. Du 
hamel’“), O. Schloemilch®®), M. Ohm’*). V. A. Lebesgue”*') beweist 
die Richtigkeit von (397) für x/x = einem irreduzibeln Bruch mit 
durch 4 teilbarem Nenner direkt mit Hilfe der Partialbruchzerlegung 
der trigonometrischen Funktionen und der Summenformeln II A 9a (3). 


6539) Paris mem. 4 (1818/20[24]) (Preisschrift: von 1811), p. 270; Theorie 
Nr. 179 — Oeuvres 1, p. 159. — Er bemerkt (Preisschrift p. 273; Theorie Nr. 184 
— Oeuyres 1, p. 164), daß man auch die Gleichung (397), — die er irrtümlicher- 
weise für neu hält — so gewinnen könne; die Ausführung dieser Rechnung 
findet sich bei Deflers, Bull. philomat. 1819, p. 163. Das Gültigkeitsintervall 
bestimmt sich, wie Fourier bemerkt, bei diesem Verfahren dadurch, daß nicht 
über eine Unendlichkeitsstelle weg integriert werden darf; $. Earnshaw (Cambr. 
trans. 8,, 1847, p. 267) bestimmt es durch Grenzübergang von der Reihe 


y” 
> + — cosnz her. 
N 


540) Ann. chim. phys. 3 (1816), p. 360; Theorie Nr. 189 = Oeuvres 1, p. 169. 
Er benutzt übrigens nicht die Entwicklung von arctg z selbst, sondern die von 
arctg 2 + aretg 2°! obwohl er selbst bemerkt, daß diese für alle reellen z 
divergiert. Die Ableitung aus der Arcustangensreihe auch bei R. Lobatto, Re- 
cherches ?%), p. 9 und bei M. Ohm, System der Mathematik 8, Nürnberg 1851, 
p- 126. 

541) Preisschrift p. 305, 310; Theorie Nr. 222, 225 — Oeuvres 1, p. 212, 216; 
ebenso G@. Frullani, Ricerche sopra le serie, Firenze 1815, p. 61. Mem. soc. ital. 
18 (1820), p. 517 (von 1818) gibt Frullani die Reihe als Beispiel für die zweite 
seiner hier in Nr. 15 besprochenen Methoden. 

542) Preisschrift p. 272; Ann. chim. phys. 3 (1816), p. 362; Thöorie Nr. 181 
= Oeuvres 1, p. 161. 

543) Cambr. math. J. 1,, 1838, p. 117. 

544) Cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 170. 

545) Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 18, 22; ana- 
lytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 43, 45. 

546) System der Mathematik, 9. Nürnb. 1852, p. 322. 

547) J. de math. 15 (1850), p. 288. 
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Indem er dann x durch + > und durch 2 + = ersetzt, erhält er 
die Summen der Reihen, | 


© n(n+1) ; © 49 
‚2 sin(2n = 
413 an r a 
x AD una +1) 
2 n x 
En ce rue 


Daß die Summen der Reihen 


sinn +1)e IN oosan tie 
(414) “> (nt ıim > = (anyyimti 








für jedes positive ganzzahlige m gleich rationalen ganzen Funktionen 
von x sind, zeigt J. Fr. Pfaff°) auf dem in Nr. 7 erwähnten Wege, 
4. M. Legendre”“®) durch Entwicklung beider Seiten der Gleichungen 
(437) und (438) nach Potenzen von u und Koeffizientenvergleichung. 
A. L. Cauchy gewinnt die ersten von ihnen aus der Integraldarstellung 
der Koeffizienten; allgemeine Ausdrücke ihrer Summen durch Residuen- 
formeln erhält er®®), indem er die Formeln (119), (120) (vgl. (125)) 
mit den aus ihnen durch die Substitution von.2x für x entstehenden 
verbindet. Daß. die Koeffizienten dieser ganzen Funktionen von x sich 
durch die Summen 


(415) 1m — 2m + 3m — 4m — ... + gm 
ausdrücken lassen, scheint zuerst J. Dienger®°!) bemerkt zu haben; 
wird zur Abkürzung 


1 1 1 
(416) 1 ar + un OO mdm+1 Tan eh 








548) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 38. 

549) Exerc. de calcul int. 2 (1817), p. 170 (publ. 1815); ebenso $._D. Poisson, 
J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 313, der es übrigens bequemer findet, sie von der 
divergenten Reihe (395) aus durch sukzessive Integrationen zu erhalten. Später 
(me&canique 1, p. 651) bestimmt er die Koeffizienten für 2m —=2 mit Hilfe der 
Integraltheoreme und integriert erst dann. Wenn er ib. 2, p. 345 die Reihe für 
2m -+1=1 nicht direkt aus dem Integraltheorem ableitet, sondern dieses erst 
auf die Funktion x anwendet und dann differentiiert, so beruht das auf den 
unter 108%, erwähnten Bedenken. Die aus diesen Formeln sich ergebenden Ent- 
wicklungen der Potenzen von x direkt aus der Integraldarstellung der Koeffi- 
zienten bei W. R. Hamilton, Dubl. trans. 19 (1843), p. 297. 

550) Exerc. de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 420. 

551) J. f. Math. 34 (1847), p. 95; in anderer Form p. 97. 
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gesetzt, so lauten seine Gleichungen: 











m 1" cos an +1)e ee zem—2 
41). 1) nt im 4 Gm! EEE imo 
. zm—d 
Tr Fam 91 2 (2m — 4)! u Ri 
m -N"sin@n+lz = zam-1 zem-3 
(418) (—1) = ann TE Amen + Frames 
n gm- 5 


se 5)! un ul -+-F m-ı*7- 


Die Summen lassen sich ihrerseits aus den in Nr. 7 besprochenen 
Bernoullischen Funktionen und den Summen 


aa In + 3r Hm +. + [2] 


ableiten. Für die letzteren geben J. Fr. W. Herschel®®?) und H. Breen’®®) 
Ausdrücke vermittelst der Differenzen der Null; für die ersteren selbst 
gibt Oettinger®°“) kombinatorische Ausdrücke. 

O. Schloemilch’®) erhält aus den Formeln von Nr. 7 durch end- 


liche Summation 





n [m Pe % cos(2n +1)x 
ne 2 2) =2 cos(2n + 1)h 
0<(@+h<m, —,<h<zZ 


d) Die Entwicklungen der Potenzen von cos x oder von cos 2% 
nach den Cosinus der ungeraden Vielfachen von x erhält A. Cauchy?®*) 
durch geeignete Kombination von speziellen Fällen seiner r allgemeinen 
Formel (421). 


Für die Potenzen von cos © und sin — =. finden sich derartige Ent- _ 


wicklungen bei E. E. Kummer°®”). 

e) A. Cauchy°®®) erhält durch Kombination der Entwicklung (96) 
mit derjenigen, die aus ihr durch Ersetzung von « durch 2« hervor- 
geht, die folgende Entwicklung der Potenzen von cos” x nach den 


_—— 


(420) 


552) Collection of examples (221), p. 52 der Übersetzung. 

553) Treatise (221), p. 21. 

554) J. f. Math. 16 (1837), p. 187. 

555) Theorie der Differenzen und Summen, Halle 1848, p. 129. Muß x ein 
ganzzahliges Vielfaches von h sein? 

556) Exerc. de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 424. 

.557) J. f. Math. 14 (1835), p. 119. 

558) Exerc. de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 424. 
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Cosinus der ungeraden Vielfachen von «x: 


491 co mt ‘ / . eo8(2n + 1)aex 
( ) gm—1 PA Eee regte} 











-3<2<5); 


speziell für «— 1 außer [Eulers] Gleichung (361) noch: 


co8 x cos 3x co8 5x co8 7x 


8 
(022) or | Fe sauren tn) 
und fire =}: 








(423) Fer cosc + > 008 32 — z sr ts a + +——-. 
n n 
(> T<a<z) 


< wcos2x cosx co83x osx cos7a cos 9x 
ENTER et 3.7 5.9 Ra 





-3<<3) 


E. E. Kummer°®®) gewinnt Formeln derselben Art, zunächst für « — 8 

indem er die Entwicklungen der Potenzen von cos x nach den Cosinus 

der geraden Vielfachen von x noch mit cos multipliziert und die 

Produkte trigonometrischer Funktionen in Summen verwandelt; so er- 

hält er: 

 |2cos A U +2) Il: gm = 
om I 1 erh 
|2sin x| (r >) sin } m+ 3 |sin 


m — 1) (m — 3) [cos 
en Er) Imlöe +], 

wodurch die Bestimmung des Koeffizienten B in Poissons Gleichung 
(62) geleistet ist. Die Annahme m — 0 gibt wieder die Gleichungen 
(897), (403), m = 2 gibt (422). 

Weiterhin®®) kommt er, indem er die Gleichungen (425) mit- 
einander multipliziert, dann rechts die Produkte trigonometrischer 
Funktionen in Summen verwandelt und schließlich noeh x durch 


) |32 





Z —% ersetzt, zu Entwicklungen der Potenzen von cos 2x und 


sin 22 nach den Cosinus oder Sinus der ungeraden Vielfachen von x; 
559) Preisschrift Halae 1832, p. 13; J. f. Math. 14 (1835), p. 111, 121. 
560) Preisschrift Halae p. 19. Die Gleichungen (426) und (428) sind insofern 
vollständiger als (423) und (424), als sie die Summen der Reihen auch außerhalb 
der dort allein berücksichtigten Intervalle angeben. 
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speziell zu den folgenden: 


(426) oc +4 083 — end ten Tr + +——..- 
m (-i<e<i), 
| u 22} 

(427) sins—Zeinds— sinds +tsinTet——+-.- 


us (#<2<?), 


0 (-5<2<?); 

















tere matt) 
[eos 22 TI SEEN 1 
| ) (#<2<F); 

a0) ms inte | ine mt 14.7 
cos 27 (#<2<Z), 


een, 


8Tcosx cos 32 cosbxr c08 7x 











N rs ıs an an Er 
| (0<2<2), 
3 [9 7 
(431) n ..2. = + — + —]= sin 22 
(-3<a<3). 


Wiederholung des Verfahrens führt zu entsprechenden Entwicklungen 
der Potenzen von cos 2’x und sin 2"x für beliebige ganzzahlige r°*). 

Andererseits erhält er, indem er immer wieder die Funktionen 
des ganzen durch die des halben Winkels ausdrückt, auch Entwick- 


lungen von cos Sr nach den Cosinus der ungeraden Vielfachen von z; 
speziell 5°): 

561) Ib. p. 21; ausführlicher J. f. Math. 14 (1835), p. 114. 

562) Ib. p. 30. Von den entsprechenden Formeln für die Potenzen der 


Cosinus solcher Winkel gibt er nur den Weg zu ihrer Ableitung und eine Inte- 
‘ graldarstellung der Koeffizienten. 
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u) Var Plas-rertenen 
-amut-+-] (-3<2<3), 
(433) co G— -VH+ PR co + FR cos 3 


1-2-3 5-6-7 

















er 7 +++ | 
(E<e<a) 


Andere |'Formeln dieser Art "hat Kummer aus der Theorie der 
hypergeometrischen Reihen erhalten; so: die folgende°“®) 

















(434) cos ar(t+t, CH, 5, 008° 2) 
62h 
== e „ [eos 2 + en cos 3% 
% & 
G :) ADEHIEHNEHN +]. 
(3) (e —5)(P— 3) (P — 
Wird in ihr speziell «= — ß = u genommen und x durch > —ı 


ersetzt, so ergibt sie (432). 
f) Die Entwicklungen 














= sinuz “ . (— 1)" sin (2n + 1)x 
(435) 4 von wi ante ’ 
m cosux (— 1)" (2n +1)cos(2n + 1)x 
(436) en -2 ge ae 

cos = 

= Ginux (— 1)* sin (2n + 1)x 
ah Eat -3 ante’ 

x Cojux = (— 1)"(2n +1) cos (2r +1)x 
vn. DarerTz ne enF'+n 

2 as 


hat schon J. Fr. Pfaff auf ähnlichem Wege wie die Summen (279) 
erhalten°®). Als Partialbruchzerlegungen der als Funktionen von u 


568) J. f. Math. 15 (1836), p. 170. 

564) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 45, 52 
Wenn u eine ungerade ganze Zahl ist, werden die’beiden ersten Formeln illusorisch; 
ist es eine gerade, so werden sie mit den später von @. Frullani ‘%°) gegebenen 
identisch. 
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betrachteten linken Seiten treten sie bei A. M. Legendre’®), bei 
A. Cauchy?°®) und bei A. de le auf. Letzterer hat übrigens 
an Stelle von (438): 


7 Eoj ux (—N" cos(2n+ I 
(439) 4u3 1 — et an 4 (an - + Fi)?+ u° u? 
2 


8. .D. Poisson®®) gewinnt die Gleichung (438), indem er in (282) x 
durch + > ersetzt und die Resultate verbindet. 
8) R. Lobatto°®) hat die Gleichungen: 


„r+l (cos(2n + 1)z Sin 
(440) I mer @n+D Kr (2n + 1y2) I: (ei 


Bei 7 Fr. Enncke°"°) erscheinen die Reihen (406) und (407) in 
den Formen: 


Ie u sin (r cos). 








cos d sine cos x 
t are tg ( c0o8& + sind ) 
(481) — 1)n __ dar 
Det st (#5)  cos(2r + 1)z, 
448) gr ee SD 1 (tgojrı (2n +1) 
2) tlog —sinvcon ini (Br) co8 (an ’ 
n=0 


sowie noch in verschiedenen ähnlichen. 


J. L. Raabe°"‘) gibt die Gleichung: 

565) Exerc. de math. 2 (1817), p. 169 (publ. 1815). 

566) Zuerst Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 472 (von 1814), 
dann mit vervollständigtem Beweis Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, 
p. 380, 384. Auch aus den ib. p. 421 gegebenen Entwicklungen von e“* würden 
sich (437) und (438) durch geeignete Kombination ableiten’ lassen. 

6567) Differential and integral caleulus, Lond. 1836/42, p. 669. 

568) J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 312; O. Schloemilch, Beiträge zur Theo- 
rie bestimmter Integrale. Jena 1843, p. 24, gewinnt in analoger Weise die 
Formel (382). 

569) Recherches ?®), p. 15. 

570) Astr. Nachr. 24, 1846, col. 161, 

571) Differential- und Integralrechnung 2,, Zürich 1843, p. 388. Er stellt 
zuerst eine Funktion, die die angegebenen Werte nur in dem Intervall 


(- rn nn) 








2 
hat, außerhalb desselben überall a ist, durch ein Fouriersches Integral dar 
und führt in diesem den Grenzübergang zu n—= 00 mittels der Poissonschen 
Formel (292) aus. Für 0<x<(r/2 läßt sich die Gleichung durch Division mit 
sin@ — cosx in die Entwicklung (397) überführen (p. 389). 
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5 (cos x + sin) HI 571 [eos (4n + 1) — cos (4n +3) x 


(443) — sin (4n 2 De — sin(4n + 3) 2] 
zsinz für kn<x<ka +: = 
NO8L „ ka + <2<(k+1)a. 


J. Dienger stellt die Aufgabe°"?), die folgenden Gleichungen zu 
beweisen: 


E (— 1)r co8(2n + 1)x 




















(444). wien 5 sin a — ”7*-log(2+2 0822), 
n=0 

ee ns + beiten 
u + am 2 og (2 +2 cosz), 
x 1.8.5...(2n—1) con +1)z . COB & 

0) I 3:0. VOR EP T Wer 


+V2smz cos (+5) — vosz, 
< 1.8.5. —1) sin (2r +1)x WANT age — 
Pe Te @nLi).en — log(V1 + sinz + Ysin x) 








(44T). =0 
— V2 sinz sin (% + 3) + sing; 
ferner ”®): 
= (min yrants cos 
(448) Zar !(2% +3) miortnr- 


cos 


&oj (r me [+i — sin (r 0082) | (2x) F — cos (r cos al. . | 


sin 


+ Sin (rsinz) [# cos (r cosz) Di ie (22) + = sin (r cos) S u z|. 
C. J. Malmsten?”“) hat die Gleichungen: 


<< log (2n-+1) . 
— a sn2n +1) az = 
(449) 2 2n-+1 
I'(«) 


slg Fary — 7 (0 — log (2x tgxa), 


. 572) Arch. Math. Phys. 8 (1846), p. 214; Beweis mit der Methode von Nr. 2 
J. f. Math. 38 (1849), p. 348 (von 1845). 
573) Arch. Math. Phys. 11 (1848), p. 224. 
574) J. f. Math. 38 (1849), p. 25, 39 (von 1846). CO hat dieselbe Bedeutung 
wie Note 473. 
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& 


> SIERT. (2 +1) = 





2n+1 
(450) == (21 <2) 
3 3 i 
En zlee[r(z e= 5) rG E= 3)) 4 = (logx — O — log cos ze); 
sowie 7°); | 


1 (— 1jr cos(2n + 1) 
(451) Ä (rn +1)’° 


sin ni 2) a 


n 1 1- 
gi-s 22 1) Irre: 1) a — 22°] * [rn + et 











AR , 8% 
me... ve But Elle 
(452) (an + y* gi-: 





1 © 1 u 
at > (enz—2) ee) 
Im »=1 


h) Die allgemeine Bestimmung der Koeffizienten derartiger Reihen- 
entwicklungen, also die Doppelformel 


3) (=D en + Mae N (n}@n+ Neuflo)da 


n=0 0 


findet sich bei 8. D. Poisson°"®), bei A. Cauchy?””), bei W..R. Hamilton”®), 
bei J. Dienger’'®), bei M. Ohm’®). Für die Cosinusreihe steht sie 
auch in dem Referat von Pf[oisson]°®!) über Fouriers erste nicht ver- 
öffentlichte Abhandlung; bei Fourier selbst kommt sie nicht explizite vor. 


575) p. 36. 

576) J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 425; m6canique 1, p. 649; chaleur p. 193. 
Er sagt, die Cosinusformel setze f’(0)= 0, f(x) = 0, die Sinusformel f(0) = 0, 
f (a) = 0 voraus. 

577) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 427. E. E. Kummers Be- 
hauptung (Preisschrift Halae 1832, p. 16; J. f. Math. 14 (1835), p. 112), in solchen 
Entwicklungen ließen sich die Koeffizienten nicht durch bestimmte Integrale aus- 
drücken, scheint auf einer zu engen Auffassung des Integralbegriffs zu beruhen. 

578) Dubl. Trans. 19 (1843), p. 297. 

579) J. f. Math. 34 (1847), p. 89. 

580) System der Mathematik 9, Nürnberg 1852, p. 322. 

581) Bull. philomat. 1 (1807), p. 115 — Oeuvres de Fourier 2, p. 219. Es ist 
das übrigens das einzige von den auf Reihenentwicklungen und Integraldar- 
stellungen sich beziehenden Resultaten Fouriers, das in diesem Referat erwähnt 
ist, und nicht eben geeignet, eine volle Vorstellung der Tragweite von Fouriers 
Methoden zu geben. 


18. Entwicklung nach den Funktionen der unger. Vielf. des Arguments. 943 


i) Durch Wiederholung des Verfahrens, das zu solchen Entwick- 
lungen führt, können auch Reihen erhalten werden, in denen der 
Summationsbuchstabe nur die zu 1 oder die zu 3 (mod. 4) kongruenten 
Werte durchläuft; usw. So gibt Landen°®?”) die Gleichungen: 
1+2r 2 z+r? 


at 





1-2r[, 
sın 


(454) De lerlan+ 1)&—+ log 


n=0 








= yar+3 co8 1 
Dar Ain+3)=+-—|1 
(455) u lauft n-+ )x #7 "a-aeferlerre 
er [,)e 
1 sin 
+ zarcitg wer 


Andere derartige Reihen erhält er, indem er in geeigneten Kombi- 
nationen der Gleichungen 37 und den aus ihnen durch Integration 
hervorgehenden m gleich einer negativen ganzen Zahl setzt; so 


z. B.5®9), 
sin 7x 4Asin13x 4.7sin 19x 


Be MErıe ts 








1 
1 dz 


z 
1 1 dx 
-- I/5— tz ; 
2.) Yı—a®  YV2J Veos zY4cos!z — 3 
0 0 








k) Natürlich kann man durch Verbindung der Entwicklung einer 
Funktion f(x) mit der von f(— x) auch Reihen erhalten, in welchen 
nur die geraden Vielfachen des Arguments auftreten. So erhält z.B. 
J. Landen°®*): 


(457) — log((1+ r)\- Aroosz}==r 608 2x + z cos4c + = es62++--- 


2rsi R, > 
(458) arg rind t+ zZ einde+ zeinbzt ++ 





Man kann, indem man x durch x/2 ersetzt, diese Reihen auch in 
solche verwandeln, in welchen alle ganzzahligen Vielfachen des Argu- 
ments auftreten; sie gelten dann für das Intervall (0...2x), bzw. 


582) Math. memoirs 1, Lond. 1780, p. 105, 108. 

583) p. 98. 

584) Math. memoirs 1, Lond. 1780, p. 104, 107. Auch die Reihen (332) und 
(324) sind so erhalten. 
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(—#...+). Die beiden genannten Reihen sind so im Grund von 
(14), bzw. (15) nicht verschieden. 


19. Umkehrung trigonometrischer Reihen. Das Problem: wenn 
y— x nach den Sinus der Vielfachen von x entwickelt ist, daraus 
umgekehrt eine Entwicklung derselben Differenz nach den Sinus der 
Vielfachen von y abzuleiten, ist bei den in Nr. 12 besprochenen astro- 
nomischen Entwicklungen mehrfach zur Sprache gekommen. Bossut°®) 
setzt zu diesem Zwecke den gesuchten Ausdruck zunächst mit un- 
bestimmten Koeffizienten an, differentiiert ihn so oft als nötig, setzt 
dann beiderseits die Argumente gleich Null und erhält so die erforder- 
liche Anzahl von Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten der 
Anfangsglieder. 

Damit im wesentlichen identisch ist das Verfahren von A. Cagnoli®®®), 
der die trigonometrische Reihe. in eine Entwicklung nach Potenzen von 
x umsetzt, diese umkehrt und dann wieder die trigonometrischen Funk- 
tionen einführt. 

O. Schloemilch hat die Frage in einer besonderen Schrift?®”) be- 
handelt, unter Benutzung der Integraldarstellung der Koeffizienten. 
Ist = y(y) die Umkehrung von y = p(x) und entsprechen den Werten 
O0 und x von x die Werte n und Y von y, so wird durch partielle 
ii Su erhalten: 





7 
Analoge Formeln gibt er dann auch für die Sinusreihe’®®), für die 
Reihe mit Gliedern beider Arten 8°) und für das Fouriersche Integral°®®); 





585) Paris eouail des pieces qui ont remport6 les prix 8 (1771), P- 61 (Preis- 
. schrift von 1762); Paris mem. 1777 |80], p. 52. 
. 586) Trigonometria piana e sferica, 1786 (p. 271 der 2. franz. Auflage von 
1803). 
587) Die allgemeine Umkehrung der Funktionen, Halle 1849. Schloemilchs 
Verfahren ist von demjenigen nicht verschieden, durch das Bessel und Poisson 
zu den Formeln (244) und (246) gelangt waren; Schloemilch zitiert eines dieser 
Resultate p. 36 aus zweiter Hand. Schloemilch führt einige Beispiele an, in 
welchen man auf diesem Wege zu einem Ausdruck der Koeffizienten durch un- 
endliche Reihen gelangt; u. a. für die Koeffizienten von (1—x)-': zu einem 
Ausdruck durch hypergeometrische Reihen (p. 24). 

588) p.26. Die durch partielle Integration vom Integralzeichen frei werdenden 
Bestandteile verschwinden hier nicht, sondern geben in ihrer Vereinigung PPHUENe 
die sich mit Hilfe von (110) und (111) summieren lassen. 

589) p. 42. 
590) p. 47. 


20. Verwandlung schlecht konvergierender trigonometrischer Reihen usw. 945 


auch hat er Formeln für die Koeffizienten der Entwicklung einer be- 
liebigen Funktion von y°°). | 

20. Verwandlung schlecht konvergierender trigonometrischer 
Reihen in besser konvergierende. Schon $..D. Poisson®®) entwickelt, 
wenn eine Funktion f(x), die nicht für 2=0 und für z—=x Null 
ist, durch eine Sinusreihe dargestellt werden soll, statt dessen die 
Differenz f(x) — A exp (ux) — B exp (—ux), wobei er A, B so be- 
stimmt, daß diese Differenz an den beiden genannten Stellen Null 
wird. Doch denkt er zunächst nicht daran, daß die so erhaltene Reihe 
besser konvergiert, als die Entwicklung von f(x) selbst; vielmehr liegt 
ihm nur daran, eine Entwicklung zu haben, die auch noch an den 
Grenzen des Intervalle Gültigkeit behält. 

A. de Morgan°®”) erhält durch Anwendung des Eilkwehen Ver- 
fahrens (IA3, Pringsheim Nr. 37) auf eine Potenzreihe mit komplexen 
Variabeln und Trennung von Reellem und Imaginärem die Gleichungen: 


(460) Dar (a1 nz — D’ıro, et rue (a (nz +e+D 9), 
in denen g und @ durch 

ecspg=1—rcosz, esng=rsinz 
bestimmt sind. Für r=1 wird 











gm! n—x 
dh de U Fame u, 
also °®4): 
RER 
ri As, A’a, sin 5 
0 OERREMT - —— +4 . 
“sin? 8sin? — 
(461) : 
3x 
4 eu. 
x A’a, cos x Bm 2 Se 
16sint ® 32 sind 
2 2 
591) p. 3. 


592) J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 58. Daß bei Poisson eine Entwicklung 
nach den Sinus der geraden und den Cosinus der ungeraden Vielfachen des 
Arguments steht, beruht auf der unter 495) erwähnten Verlegung des Anfangs- 
punktes der Abszissen. Die Benutzung gerade der Exponentialfunktion ist ihm 
durch das physikalische Problem nahe gelegt, mit dem er sich dort beschäftigt; 
. er bemerkt übrigens selbst, man könne u auch komplex nehmen; und das ein- 
fachste sei, den Grenzfall u— 0 zu benutzen, also fi) — Ar — B zu entwickeln. 
A. Pioch (Brux. mem. 15, 1850, p. 60) untersucht diesen Grenzfall direkt. 

593) Diff. and int. calc., Lond. 1836/41, p. 242, 

594) In der zweiten Formel ist db, zunächst willkürlich. Untersuchungen 
über die Gültigkeitsbedingungen der Formelı scheinen nicht vorzuliegen. 
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A°®b, cos 
er RR‘ x al 
>" „snne—= ct — m 
8sin®— 
(461) R 
37 
x a 
Arb,sinz * 200 
- = - - ++. 
16 sin 7 32sin® 5 


Prinzipiell hat dann @. @. Stokes5®) auf Grund seiner in Nr. 41 
und 42 zu besprechenden Untersuchungen auseinandergesetzt, wie man 
mit Hilfe der Formeln von Nr. 7 oder von Nr. 18c die Konvergenz 
einer trigonometrischen Reihe dadurch verbessern kann, daß man die- 
jenigen Bestandteile abtrennt, die eine Unstetigkeit der zu entwickelnden 
Funktion oder ihrer Ableitungen niedrigster Ordnung im Innern des 
Intervalls oder beim Übergang von einer seiner Grenzen zur andern 
mit sich bringen. 


21. Restglied einer trigonometrischen Reihe. Vielfach hat man 
auch versucht, für den Rest, der bleibt, wenn man eine Funktion 
durch eine Anzahl Anfangsglieder ihrer trigonometrischen Entwick- 
lung ersetzt, Abschätzungsformeln ähnlicher Art aufzustellen, wie man 
sie für die Taylorsche Entwicklung einer analytischen Funktion be- 
sitzt. Der erste solche Versuch findet sich bei A. Cauchy’”*): die 
Gleichungen (618) ergeben 





(462) gu -/[ coonz—e”’coo(mn—1)x Olv)e-""dv 


R 1—2e’coax te?" 





-/[ sinne —e"sinn—1)x P(v)e-*"dv, 


1—2e’cosaz te”? 


wo: 
(43) 01) =f@r tm) — wi) Lr@a—vi) Fri). 


Die Brüche unter den Integralzeichen sind absolut genommen einerseits 


4 
EBD Ay 


< 





andererseits 
1 


< goinfaz’ 

595) Cambr. trans. 8,, 1849, = papers 1, p. 263 (von 1847). 

596) M&m. von 1827 193%), p.8; eine Andeutung auch Paris mem. 6, 1823[27] 
== Oeuyres (1) 2, p. 19. Eine wirkliche Anwendung auf einen speziellen Fall in 
einer Note von 1827 zur Wellenabhandlung, Paris m&m. pres. 1 = Oeurvres (1) 1, 
p- 279. 


28. Der Parsevalsche Satz. 947 


wenn es nun gelingt, eine Zahl k so zu bestimmen, daß: 








—ky 
(464) ea, .|<&, ee <K 
ist, so folgt für n>k: 
0 27) — f(0 
(465) N), ice, 


22. Multiplikation trigonometrischer Reihen. Daß man das 
Produkt zweier harmonischer trigonometrischer Reihen wieder als eine 
solche schreiben kann, wenn man gliedweise ausmultipliziert und die 
Produkte je zweier trigonometrischer Funktionen wieder durch Summen 
ersetzt, ist selbstverständlich; auch hat L. Euler schon bei seinen ersten 
Untersuchungen”) die Entwicklung von ytgx nach den Sinus (bzw. 
Cosinus) der Vielfachen von x aus der von y nach den Cosinus (bzw. 
den Sinus) so abgeleitet. Dann liegt diese Eigenschaft auch der unter 
(41) erwähnten Auffassung trigonometrischer Reihen zugrunde. 


23. Der Parsevalsche Satz. Verwandt mit der Frage nach der 
Multiplikation zweier trigonometrischen Reihen ist die nach der Summe 
einer Reihe, deren Koeffizienten die Produkte der entsprechenden Koef- 
fizienten zweier gegebenen Reihen sind. Einen speziellen Fall dieser 
Frage hat M. A. Parseval°®®) durch den folgenden seinen Namen tragen- 
den Satz erledigt: wenn 


(466) WEN va dr. 


ist, so ist die Summe der von z freien Glieder in der Entwicklung 
des Produkts f(2) - p(2): 


(467) Dar af KE)HE) + Eye") az 


Als erste OBERE. gibt er selbst 5") die Umformung der Reihe 


g:” 
(468) an 
n=0 

597) Petrop. n. a. 5 (1754/55[60]), p. 189. 

598) Paris mem. pres. 1 (1806), p. 639 (von 1799); auf Grund der Mitteilungen 
Parsevals schon vorher veröffentlicht von S. F. Lacroix, Trait6 des differences et 
des series, Paris 1800, p. 377 = Trait6 du calcul diff. et du caleul int. (2° 6d.), 
3, Paris 1819, p. 394. Im wesentlichen ebenso bei H.@.von Schmidten, Ann. de 
math. 12 (1822), p. 219; J. f. Math. 5 (1830), p. 396; nach dem Referat bull. 
Ferussac 6 (1826), p. 106 auch disqu. de seriebus et integr. def. Havniae 1825. 

599) Paris mem. pres. 1, p.645; ebenso v. Schmidten, Ann. de math. 12 (1822), 
p. 219; J. f. Math. 5 (1830), p. 396. 
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[d. h. im wesentlichen der Zylinderfunktion J,(2ir)] in das bestimmte 
Integral: 


(469) en / eirconzgy. 
i 


Eine zweite Formulierung, bei der beide Ausgangsreihen nach steigen- 
den Potenzen von 2 geordnet angenommen sind, ist bei ihm nicht 
vollständig richtig"), wohl aber bei @. Frullani®'): ist 


(470) f(e) s 0." 9(2) = IE", 


so ist: | 
(471) 20,1, +2 C‚T,= 2 (are) -Rople)dr. 
: n=1 0 
Frullani hat auch das allgemeinere Resultat 2); 
(472)2C,I, +2 Q0,T,cosnz= - fi Rfler+9) HR) Rple')da. 
n=1 0 


A. Cauchy‘®) schreibt den Satz in der Form: ist 


(473) Wer ee, 


so ist: 
(474) Da, = 5, | Pre) une )ap, 
n=(0 —-ı1 


600) Paris mem. pres. 1 (1806), p. 544 (von 1803). Bei Parseval fehlt der 
Faktor 2 vor C,I,-. 

601) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 105; p. 111 auch entsprechende 
Formeln für mehr als zwei Reihen. Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 467 führt Frullani 
die Form (471) in die ursprünglich von Parseval gegebene (467) über; auch gibt er 


(p. 468) eine entsprechende Darstellung für _S’C,T,,,, sowie für Funktionen 
n 


vou mehreren Veränderlichen (p. 471) und für mehr als zwei Reihen (p. 474). 

602) Ib., p. 110. Bei Fourier, Theorie Nr. 235 = Oeuvres 1, p. 233 steht 
nur die Angabe, es sei leicht die Summe dieser Reihe zu finden; G. Darbouz 
drückt sie in einer Note hiezu durch das bestimmte Integral 


yin x 
"are ee 


auß. 
608) Bull. philomat. 1822, p. 173. 


24. Eindeutige Bestimmtheit der Entwicklung. 949 


und bemerkt, daß er so weit richtig ist, als die Entwicklungen von 
und % nach Potenzen von r konvergieren. 

@. Libri‘%) leitet ihn von einer Summenformel aus durch Über- 
gang zu unendlicher Gliederzahl ab. 


24. Eindeutige Bestimmtheit der Entwicklung. Daß sich eine 
Funktion — wenn überhaupt — nur auf eine Weise in eine harmo- 
nische trigonometrische Reihe entwickeln läßt, und daß man also zur 
Bestimmung der Koeffizienten einer solchen Entwicklung sich der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten bedienen dürfe, ist zuerst — 
wohl aus dem Gefühl einer gewissen Analogie mit der Entwicklung 
in eine Potenzreihe heraus — als selbstverständlich behandelt worden: 
so mehrfach von Euler®®) und auch noch von Lagrange'%). Doch 
haben bereits A. L. Orelle®®), $..D. Poisson®””), Bredow‘®) auseinander- 
gesetzt, daß die Berufung auf diese Analogie ganz unzutreffend ist, 
indem die dort gebrauchten Schlüsse sich hier nicht anwenden lassen. 
Darüber hinaus hat @. Frullani®®) veranlaßt durch das in Note?!) er- 
wähnte Beispiel, das er dann auch noch verallgemeinert, die Behaup- 
tung selbst für unrichtig erklärt: die Cosinus der verschiedenen 
Vielfachen von x seien nicht wie die Potenzen voneinander linear un- 
abhängig, sondern durch die Relation (25) miteinander verknüpft, und 
folglich könne man mit Hilfe der letzteren aus einer Entwicklung 
einer gegebenen Funktion beliebig viele andere erhalten. Dieselbe Be- 
merkung findet sich dann auch bei $. D. Poisson®!%) und im Anschluß 
an ihn bei A. v. Ettingshausen®'). 


604) J. f. Math. 12 (1834), p. 256. 

605) Vgl. Note 41. 

606) Lagranges mathematische Werke 2, Berlin 1823, p. 318. 

607) Bull. Ferussac 4 (1825), p. 346. 

608) Diss. Vratisl. 1829, p. 35. 

609) Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 486 (von 1818). 
610) J. €c. polyt. cah. 19 (1823), p. 508; Bull. Ferussac 4, p. 346. An der 
letzteren Stelle fügt Poisson noch bei: wenn man die Gleichung y” + u?y == 0, für 
den Fall eines nicht ganzzahligen u durch eine nach den Cosinus der ganzzahligen 
‚Vielfachen von x fortschreitende Reihe mit Hilfe der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten integrieren wolle, so komme man zu dem falschen Resultat, daß 
alle Koeffizienten Null sein müßten: während doch bekannt sei, daß die Auf- 
gabe durch (277) gelöst werde. Der Fehlschluß beruhe darauf, daß man die Null 
der rechten Seite noch durch ein beliebiges Vielfaches der linken Seite von (25) 
ersetzen dürfe. [Man muß das hier tun, da die durch zweimalige Differentiation 
aus (277) entstehende Reihe (276) divergiert und erst durch Hinzufügung eines 
solchen Vielfachen in eine konvergente Reihe übergeführt werden kann. Vgl. 
Nr.41.] Auch conn. des temps pour 1829 [26], p- 350 spricht Poisson davon, 
daß man eine Funktion auf mehr als eine Art in eine trigonometrische Reihe 
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J. Littrow ist durch das in Note 191 erwähnte Versehen sowie 
durch den Umstand, daß die Anwendung der Methode des Herauf- 
multiplizierens®') auf die Funktion 

- % sın 
den Koeffizienten von sinx nicht bestimmt, sondern eine beliebige 
lineare Kombination der Reihe (26) mit der durch Differentiation aus 
(27) entstehenden liefert, zu der Meinung gekommen®!?), es gebe für 
eine Funktion unendlich viele trigonometrische Entwicklungen. 

A. de Morgan geht hierin noch weiter. Er war durch Anwendung 
der Methode der Trennung von Operations- und Quantitätssymbolen 
auf divergente Reihen zu der Meinung gekommen ®!?): wenn $(n) eine 
gerade bzw. ungerade endliche Funktion von n und I'p(n)r* eine 
stetige Funktion von r sei, müsse I'p(n) cos nx, bzw. I'p(n) sin nz 
immer Null sein, und schließt daraus®!*), daß man aus jeder Entwick- 
lung einer Funktion in eine Sinusreihe durch Addition eines derartigen 
Ausdrucks unendlich viele andere ableiten und nicht wissen könne, ob 
es nicht außerdem noch andere gebe. 

Durch die Integraldarstellung der Koeffizienten ist die Frage so 
weit entschieden worden, als die Tragweite dieser Darstellung reicht: 
für ein gegebenes Intervall (@...b) kann es von einer gegebenen 
Funktion nicht mehr als eine im [im allgemeinen gleichmäßig kon- 
vergente®!°)] Entwicklung nach den Cosinus und Sinus der ganzzahligen 
Vielfachen von 2x2/(b— a) geben; und ebenso auch nur eine solche 
Entwicklung nach den Cosinus oder Sinus der ganzzahligen Vielfachen 
von zx/(b — a). Daß aber die Entwicklungen, die man so für ver- 
schiedene — wenn auch übereinandergreifende — Intervalle erhält, 
und ebenso die dreierlei Entwicklungen für dasselbe Intervall — nicht 
miteinander übereinzustimmen brauchen, haben bereits Fourier®!®) und 
entwickeln könne; doch ist nicht ersichtlich, ob er an die hier besprochenen 
Dinge oder an Entwicklungen mit verschiedenen Gültigkeitsintervallen denkt. 
Chaleur p. 226 dagegen sagt er wieder ausdrücklich: „pour une &tendue donnee“ 
seien viele verschiedene solche Entwicklungen möglich. 


611) Zeitschr. Phys. Math. 1 (1826), p. 379. 


612) Petersb. mem. 7, 1815/16[20], p. 132. 
+0 


613) Diff. and int. cale., Lond. 1836/41, p. 563. Er meint, Don) r sei 
immer identisch Null. = 

614) p. 611. 

615) Die Erkenntnis der. Notwendigkeit dieser Bedingung gehört einer 
späteren Zeit an. ‘Vgl. Nr. 29. 

616) Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 309 (Preisschrift von 1811); Theorie 
Nr. 225 = Oeurvres 1, p. 216. 


24. Eindeutige Bestimmtheit der Entwicklung. 051 


Poisson®'") auseinandergesetzt und durch einfache Beispiele‘) belegt. 
Gleichwohl hat es Ph. Kelland*®'?) übersehen und daraufhin (sowie 
durch die zahlreichen Druckfehler bei Fourier veranlaßt) erklärt, fast 
alle Einzelresultate Fouriers seien falsch; das hat dann W. T’homson 
(Lord Kelvin) ®?°) aufgeklärt. 

Bei A. Cauchy®®') erscheint der Satz in der Form: wenn die Summe 


(476) Do, 

für alle z von gegebenem absoluten Betrag null ist, so sind alle Koef- 
fizienten null; er versucht den Beweis durch gliedweise Integration 
zu führen. Ebenso beruht auf gliedweiser Integration — und zwar 
über ein unendliches Intervall, mit Hilfe der Formeln von Nr. 59a — 
sein Schluß 2): wenn 


(477) DA, eosnz=0 oder DB, sinnz= 0 
n=0 n=1 


ist, so ist auch 


(478) er 0 


n=(0 


und also sind alle A, bzw. B, einzeln gleich null. 

Noch @. @. Stokes meint), der Schluß aus der REN 
der Koeffizienten reiche aus, wenn absolute Konvergenz von DA, statt- 
findet oder durch Abspaltung der sie störenden Bestandteile®®%) erreicht 
werden kann; doch betont er°#), daß er die Konvergenz der Reihe 
wenigstens im allgemeinen voraussetze und daher auf Reihen wie (25) 
nicht angewendet werden dürfe. 


617) Theorie de la chaleur, Paris 1835, p. 186, 192, 226. 
618) Zusammenstellung verschiedener Entwicklungen von 1 und von & bei 
' M.Ohm, System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 323, 326. 

619) Theory of heat, Cambr. 1837, p. 59, 64. 

620) Canıbr. math. j. 2, (1841), p. 260 (P. Q. R. gezeichnet) — Math. phys. 
papers 1, p. 4. 

621) Paris C.R. 13 (1841), p. 911 — Oeuvres (1) 6, p. 360. 

622) Ib. p. 913 = 364. Der Text der C. R. ist in den Oeuvres hier erweitert. 

623) Cambr. trans. 8 (1849) = papers 1, p. 242, 268; von 1847. Seinen Ver- 
such die Behauptung auch zu beweisen, ohne mehr als die Konvergenz von 
Zin-1A, vorauszusetzen, hält er selbst nicht für vollständig gelungen; in der 
Tat beruht er auf der Vertauschung der Grenzübergänge zu n=0o0 und zu 
Ar=0, die er nur für den Fall rechtfertigen kann, „daß A nicht eine Funktion 
von n ist, deren Kompliziertheit mit wachsendem n unbegrenzt zunimmt.“ 

624) Ib. p. 270. 
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II. Entwicklung willkürlicher Funktionen in trigonometrische Reihen. 


25. Die Hauptschwingungen eines Massensystems. Als man 
im zweiten Viertel des 18. Jahrhunderts anfing, die Bewegungen me- 
chanischer Systeme von mehr als einem Grad der Freiheit zu unter- 
suchen, erkannte man bald, daß solche Systeme imstande sind „ein- 
fache Schwingungen“ auszuführen, d.h. Bewegungen, bei welchen alle 
Punkte des Systems immer gleichzeitig durch ihre resp. Ruhelagen 
hindurchgehen. Beschränkt man dabei die Untersuchung auf sog. 
„unendlich kleine Schwingungen“, d.h. vernachlässigt man schon im 
Ansatz höhere Potenzen und Produkte der Ausschläge [und der Ge- 
schwindigkeiten], so sind diese einfachen Schwingungen „harmonisch“, 
d..h. sie lassen sich in der Form darstellen ®®°): 


(479) um Of sin m, 


in der t die Zeit, 7’ die allen Punkten gemeinsame Schwingungsdauer, 
Y, den Ausschlag des m‘” Punktes, C und Z, die willkürlichen, aus 
den Anfangsbedingungen zu bestimmenden Integrationskonstanten be- 
deuten, die f, aber, bzw. ihre Verhältnisse, auf die es allein ankommt, 
Konstante, die von der Natur des Systems abhängen. Man fand auch, 
daß jedesmal von solchen Schwingungen eine größere Anzahl möglich 
ist626), Endlich zog D. Bernoulli®?”) aus akustischen Erfahrungen den 
Schluß, daß sich die allgemeinste mögliche Bewegung eines solchen 
Systems aus seinen einfachen harmonischen Schwingungen durch 
Superposition®?®) zusammensetzen, d. h. in der Form ausdrücken lassen 
müsse: 


n 


625) Das früheste mir bekannte derartige Beispiel findet sich bei Joh. 
I. Bernoulli, Petrop. comm. 2 (1727[29]); 3 (1728[32]) opera 3, p. 124, 198. Vgl. 
übrigens IV 6, P. Stäckel, Nr. 9, p. 480. 

626) In den zunächst behandelten einfachsten Fällen stimmte diese Anzahl 
mit der Anzahl der Punkte des Systems überein; so ist der Satz von D. Bernoulli 
formuliert, Petrop. comm. 12 (1740[50]), p. 98. Daß sie auch größer sein kann, 
scheint erst Euler bei Gelegenheit des Problems der nicht nur in einer Ebene 
schwingenden Saite bemerkt zu haben, Petrop. n. comm. 19 (1774[75]), p. 340; 
doch hat es noch Lagrange übersehen, m&canique analytique, 2”® &d., Paris 1811 
== Oeuvres 11, p. 437. 

Vgl. die Bemerkungen von J. M. ©. Duhamel, j. &c. polyt. cah. 14, 1834, p. 3. 

627) Petrop. comm. 13 (1741/43[51]), p. 173 (bei Gelegenheit des Problems 
der. schwingenden Lamelle). Man vgl. dazu Bernoullis eigene spätere Angaben, 
Berl. hist. 1753[55], p. 189 und j. des sgavans, 1758, p. 158. 

628) Das Wort Superposition finde'ich erst bei Wheatstone, London trans. 
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Ihre mathematische Begründung fanden beide Sätze auf Grund von 
L. Eulers Integration einer linearen Differentialgleichung beliebig hoher 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten”). und J. d’Alemberts ent- 
sprechender Behandlung eines Systems solcher Gleichungen‘®) durch 
J. L. Lagrange®®). 

Darüber hinaus ist D. Bernoulli, da ihm wie den meisten Mathe- 
matikern des 18. Jahrhunderts der Übergang vom Endlichen zum Un- 
endlichen keine Skrupel machte, bald dazu gelangt, diese Sätze auch 
für die kleinen Schwingungen kontinuierlicher Systeme in Anspruch 
zu nehmen, indem er diesen Übergang an den fertigen Integralen der 
Differentialgleichungen vornahm **?). Der andere hier mögliche Weg, der 
Übergang von dem System gewöhnlicher Differentialgleichungen zu 
einer partiellen Differentialgleichung, war zunächst noch nicht gangbar, 
da die Begriffe des partiellen Differentialquotienten und der partiellen 
Differentialgleichung kaum erst aufgetaucht waren°®®). Vielmehr ver- 
fuhren die Mathematiker jener Zeit, wenn sie derartige Probleme direkt 
angreifen wollten, in folgender Weise: sie benutzten sogleich die Eigen- 
schaft der einfachen harmonischen Schwingungen, daß bei ihnen die 
Beschleunigungen der verschiedenen Punkte des Systems zu ihren 
Ausschlägen proportional sind, um die ersteren durch die letzteren 
zu ersetzen; so erhielten sie statt der partiellen Differentialgleichung 
sofort wieder eine gewöhnliche, in die der Proportionalitätsfaktor als 
<in verfügbarer Parameter eingeht. Die besonderen Verhältnisse, 
unter denen die extremsten Punkte des zunächst angenommenen dis- 
kreten Systems sich befinden, geben beim Übergang zum kontinuier- 
lichen Grenzbedingungen; diese dienen zur Bestimmung der zulässigen 
Werte jenes Parameters und damit der möglichen Schwingungsdauern. 
In dieser Weise haben bereits Brook Taylor‘®), J. Hermann®®) und 


1833,, p. 397 und bei A. Cauchy, Paris C.R. 7 (1838), p. 986 = recueil de mem. 
sur la phys. math., Paris 1839, p. 1 (Oeuvres (1) 4, p. 115). 

629) Berol. misc. 7 (1743), p. 193. Ob dasselbe Resultat bei Th. Simpson, 
tracts?®) p. 90 von Euler unabhängig ist, läßt sich nicht entscheiden. 

630) Berl. hist. 4 (1748[60]), p. 288. d’Alembert macht selbst auf die Er- 
kenntnis dieser Bedeutung seiner Formeln Anspruch, opusc. math. 1, Paris 1761, 
p. 48, 51. 

631) Taur. misc. 3, (1762/65[66]) Oeuvres 1, p. 520. Vgl. übrigens auch 
IIA4®, Painleve, Nr. 21 und 28, sowie IV 6, Stäckel, Nr. 9. 

632) Petrop. comm. 6 (1732/33[38]), p. 116; zunächst für das Problem der 
frei herabhängenden Kette, bei dem der Grenzübergang auf die Zylinderfunktion 
J, führt. 

633) Vgl. darüber A. v. Braunmühl, Verhandl. Kongr. Heidelb. 1904, p. 553. 

634) Lond. trans. 28 (1713), p. 26; methodus incrementorum, London 1715, 
». 88. 
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Joh. I. Bernoulli®®) den Grundton einer schwingenden Saite bestimmt; 
die Bestimmung sämtlicher möglicher einfacher Schwingungen auf 
diesem Wege erscheint dann bei D. Bernoulli®®”) und L. Euler*®®). 

Eine genauere Untersuchung der Bedingungen, unter welchen 
das Superpositionsprinzip gilt, findet sich erst bei J. M. ©. Duhamel. 
Er hebt namentlich hervor, daß es nur richtig ist, wenn die Kräfte, 
die man etwa bei der Zerlegung des gegebenen Systems in Teilsysteme 
neu einführt, als von den Koordinaten unabhängig angesehen werden 
dürfen ®®), und wenn etwaige Verbindungen durch lineare Bedingungs- 
gleichungen zwischen den kartesischen Koordinaten der Punkte des 
Systems vertreten werden können 0). 

Der Grenzübergang von einer Differenzengleichung zu einer Diffe- 
rentialgleichung bietet übrigens doch gewisse Schwierigkeiten, die zum 
mindesten besprochen werden müssen. Einige Bemerkungen darüber 
finden sich bereits bei A. A. Cournot®'): Das allgemeine Integral der 
Differenzengleichung enthält einen Bestandteil, der in der Grenze in 
eine durchaus unstetige Funktion übergeht und nur dadurch beseitigt. 
werden kann, daß man einer an und für sich unbestimmt bleibenden 
Konstante arbiträr den Wert null beilegt. 


26. Der Streit um das Problem der Saitenschwingungen. Daher 
konnte D. Bernoulli, nachdem J. d’Alembert®®) und L. Euler?) das 
Problem der Saitenschwingungen auf die partielle Differentialglei- 
chung *) | 
(481) a np 
ot 090° 

685) Acta erud. 1716, p. 370. 

636) Petrop. comm. 5 (1728/32). p. 24 (opera 3, p. 209). 

637) Ib. 7 (1734/35[40]), p. 170 für das Problem der frei: herabhängenden 
Kette. 

638) Ib. 8 (1736[41]), p. 40 für dasselbe Problem; ib. 7, p. 115 und methodus 
- inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, Laus. et Gen. 
1744, p. 282 für das ihm von D. Bernoulli (corresp. math. ed. H. Fuß, St. Peters- 
burg 1843,. 2, p. 429) gestellte Problem der schwingenden Lamelle. 

639) J. &c. polyt. cah. 23 (1834), p. 5 (von 1832). 

640) p. 19. 

641) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 505, 515. 

642) Berl. hist. 1747[49], p. 214; 1750[52], p. 355; opusc. math. 1, Paris 
1761, p. 1; 4 (1768),.p. 134; 5 (1768), p. 138. 

648) Berl. hist. 1748[50], p. 69 = n. acta erud. 1749, p. 512; Berl. hist. 
1753[55], p. 202; Taur. misc. 2 (1762/65[66]), p. 1; Berl. hist. 1765[67], p. 307; 
Petrop. n. comm. 17 (1772[73]),.p. 381; Petrop. n. acta 1772°[83], p. 116. Über 
die Diskussion zwischen d’Alembert und Euler über den Grad der in der Glei- 
chung (482) den Funktionszeichen ®&, # beizulegenden Allgemeinheit vgl. Nr. 28. 

644) Hier wie überall im folgenden nehme ich an, es sei über die Ein- 
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gebracht und diese in der Form 

(482) y=-Pda+)+Pa—t) 

(®, % willkürliche Funktionen) integriert hatten, behaupten ®), diese 
Lösung müsse sich auch in der Form darstellen lassen: 


(483) y= > B,cos ntsinnz 

[wenn y/öt = 0 für = 0 und alle in Betracht kommenden x]. Euler 
bemerkte dazu sogleich‘): das würde nur dann möglich sein, wenn 
die Gleichung auch für = 0 richtig bleibe, wenn also die Anfangs- 
figur der Saite sich durch eine Gleichung der Form 


(484) y -)D B,sinnx 
n=1 


darstellen lasse. Da man aber damals, mangels entgegenstehender 
Erfahrungen, allgemein davon überzeugt war, eine Gleichung zwischen _ 
zwei analytischen Ausdrücken könne nicht nur in einem Intervall, 
sondern müsse entweder nur für einzelne isolierte Argumentwerte, 
oder dann gleich ganz allgemein richtig sein, so wollten Euler‘) 
und d’Alembert‘#) die Lösung (483) jedenfalls nur für den Fall gelten 
lassen, daß in der Anfangsfigur die Ordinate y [in heutiger Aus- 
drucksweise] eine analytische periodische Funktion der Abszisse ist‘). 


heiten der Zeit, der Länge und der Masse so verfügt, daß die Differential- 
gleichungen und ihre Integrale sich möglichst einfach darstellen: hier also so, 
daß die Länge der Saite durch x und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ihrer 
Wellenbewegungen durch 1 ausgedrückt ist. 

645) Berl. hist. 1753[55], p. 148, 160, 165. Die Gleichung steht explizite 
an keiner dieser Stellen, ergibt sich aber aus ihrer Verbindung. Vgl. auch j. 
des scavans 1758, p. 157. 

646) Berl. hist. 1753[55], p. 195; Taur. misc. 3?, 1762/65, p. 11. Eulers 
Schluß ist in diesem Falle richtig, in andern Fällen würde man aus der Gültig- 
keit für # > 0 nicht auf ihre Gültigkeit für t= 0 schließen können. Vgl. Nr. 90. 

647) Ib. p. 200; 1765[67], p. 312. Eulers Stellungnahme ist um so be- 
merkenswerter, als er doch selbst vollständig erkannt hatte, daß man in seiner 
Lösung (482) unter dem Zeichen ® (= + t) für außerhalb des Intervalls (0...) 
gelegene Werte von z-+t nicht die analytische Fortsetzung, sondern die peri- 
odische Wiederholung des ursprünglich gegebenen Funktionsstücks verstehen müsse. 

648) Encyclopedie, art. „fondamental“; opuscules math. 1, Paris 1761, 
p. 42ff.; 4 (1768), p. 153, 175, 200; 5 (1768), p. 144; Berl. hist. 19 (1768[70)), 
p. 239 (von 1769). 

649) d’Alembert will die Lösung nicht einmal für alle solchen Funktionen 
gelten lassen. 
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Auch J. L. Lagrange ist über diese Auffassung nicht hinausgekommen, 
so nahe ihn auch seine Untersuchungen an die Erkenntnis des wahren 
Sachverhalts geführt hatten®®). _D, Bernoulli zog sich diesen Ein- 
wänden gegenüber auf einen Standpunkt diesseits des Grenzübergang 
zurück ®°!). 

Merkwürdig ist übrigens, daß in dieser ganzen Diskussion von 
‘keiner Seite Bezug darauf genommen worden ist, daß ja doch ver- 
schiedene Entwicklungen nicht periodischer Funktionen in der Literatur 
bereits fertig vorlagen (Nr. 7). Nur Lagrange hatte in einem damals 
nicht veröffentlichten Briefe an d’Alembert°®?) darauf hingewiesen, daß 
man, um 22° nach den Sinus der Vielfachen von x zu entwickeln, nur 
die bekannte Entwicklung von x nach den Potenzen von sinz_in ge- 
eigneter Weise umzuformen brauche; aber d’Alembert hatte das einfach 
mit der Bemerkung zurückweisen zu können geglaubt®®), auf diesem 
Wege könne man ja auch eine ungerade Funktion wie sinz nach 
den Kosinus der Vielfachen von x entwickeln wollen, was doch sicher 
nicht angehe. 


650) Am nächsten war Lagrange dieser Erkenntnis in seiner ersten ein- 
schlägigen Abhandlung, wo er durch Grenzübergang von der Interpolationsformel 
aus bereits bis zu der Gleichung gelangt war 


y-—- [ Dein nz sinn& cosnt) f(&)d& 
0 


(Taur. misc. 1 (1759); Oeuvres 1, p. 100); er hätte nur noch die Vertauschung von 
Summation und Integration vorzunehmen brauchen [ohne die die Reihe übrigens 
gar nicht konvergent ist]. Aber er kam dazu nicht, weil er eben nicht zu der 
Gleichung (485), sondern zu (484) gelangen wollte. Auch später hat er sich 
von dieser Stellung nicht mehr frei machen können; vgl. die schon #?°) zitierte 
Note zu IIA 9*, p. 647, zu der übrigens noch zu bemerken ist, daß nicht voll- 
kommen bekannt ist, was in den späteren Teilen der 2. Aufl. der mec. anal. 
von Lagrange selbst und was von Delambre herrührt, der die Drucklegung be- 
sorgt hat. 

651) J. des sgavans 1758, p. 165; Paris hist. 1762[64], p. 442; Petrop. n. 
comm. 19 (1774[75]), p. 241. — Wenn @. Riccati, delle corde, Bologna 1767, sich 
für D. Bernoulli erklärt, so geschieht es von einer ganz unklaren Auffassung 
aus: einerseits glaubt er bewiesen zu haben (p. 72), daß die Gestalt der Saite, 
wenn sie nicht von Anfang an eine Sinuslinie ist, „ben presto“ in diese über- 
geht; andererseits redet er doch davon (p. 79), daß eine Saite „gleichzeitig als 
Ganzes und in Teilen‘ schwingen könne. 

652) Oeuvres 13, p. 116. 

653) Opusc. math. 5 (1768), p. 511; daran .anschließend ausführlicher und 
mit anderen Beispielen C. Ph. Grüson, Suppl. zu Eulers Differentialrechnung, 
Berlin 1798, p. 104. 
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27. Fourier und seine Zeitgenossen. Erst J. Fourier hat wieder 
behauptet‘%), daß auch „des fonctions entidrement arbitraires“ sich in 
trigonometrische Reihen entwickeln lassen müßten, da auch für solche 
die Integraldarstellung der Koeffizienten Bedeutung habe; insbesondere 
auch Funktionen, die in verschiedenen Teilen des Intervalls ver- 
schiedenen Gesetzen gehorchten®®), und zwar gleichgültig, ob dabei 
an der Übergangsstelle ein stetiger Anschluß stattfinde oder nicht®°®); 
auch z. B.. gerade Funktionen in Reihen, die nur Sinusglieder ent- 
halten”). Er erklärt auch ausdrücklich, daß damit der alte Streit 
(Nr. 26) zu D. Bernoullis Gunsten entschieden sei ®®). 

Bei seinen Zeitgenossen fand Fourier zunächst wenig Zustimmung. 
Die, Einwände, die man ihm machte, sind nie authentisch veröffent- 
licht worden®°); man kann daher nur so viel sagen: An der Be- 
stimmung der Koeffizienten durch gliedweise Integration der unend- 
lichen Reihe können sie keinen Anstoß genommen haben, da diese 
damals allgemein geübt wurde. Dagegen müssen sie sich klar darüber 
gewesen sein, daß dieses Verfahren die Entwickelbarkeit nicht beweist, 
sondern voraussetzt‘). Andererseits sind ihnen die Grenzübergänge, 








654) Paris mem. 4 (1819/20), p. 301 (von 1811). Über die von Fourier zum 
Beweise angewendeten Schlußweisen vgl. man Nr. 15, 16. 

655) Theorie, auvres 1, p. 530. 

656) Paris mem. 4, p. 311; theorie p. 218. 

657) p. 306, bzw. 213. Vgl. z. B. (290). 

658) p. 317, bzw. 224 und 513. 

659)\Das Urteil der Akademie über Fouriers Preisschrift von 1811 (moni- 
teur universel vom 9. Januar 1812, p. 38) enthält darüber, nach einer Bemängelung 
seiner Ableitung der Differentialgleichungen, nur die Worte „son analyse, pour 
les int6grer, laisse encore quelque chose & desirer, soit relativement ä la gene- 
ralite, soit möme du cöte de la rigueur“. Auch Fr. Arago gibt in seiner Ge- 
dächtnisrede auf Fourier (Paris mem. 14 (1838), p. CXII = Oeuvres 1, p. 341; von 
1833) außer diesen Worten nur noch die Namen der Kommissionsmitglieder 
(Laplace, Lagrange, Legendre) und fügt hinzu, sie hätten dieses Urteil abgegeben 
„sans toutefois appuyer leur opinion d’aucune esp&ce de developpement“. — 
Was Lagranges ablehnende Haltung betrifft, so braucht man sich nicht mit 
Riemann auf mündliche Tradition zu berufen, sondern findet sie deutlich aus- 
gesprochen an der in IIA 9*, Note 10, p. 647 zitierten Stelle von 1811. Vgl. 
jedoch ®*7), 

660) Man vergleiche die Äußerungen 8. D. Poissons „il m’a sembl& qu’elles 
[die Entwicklungsformeln] n’avaient point 6t6 d&montrees d’une maniere precise 
et rigoureuse“ (J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 46); „on reconnait aisement l’insuffi- 
sance de cette methode“ (ib., p. 448 (vgl. auch p. 507)); „cette maniöre de deter- 
miner les coefficiens .... suppose que l’on connaisse & priori la forme de la serie“ 
(conn. des temps pour 1836[33], add. p. 5) und: „la determination des coefficiens 
suppose essentiellement que l’on sache d’aprös la forme des fonctions, qu’elles 
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deren Fourier sich zunächst.zur Ableitung seiner Resultate bedient 
hatte, doch wohl bedenklich vorgekommen. 


28. Exkurs betr. die Entwicklung des Begriffs einer willkür- 
lichen Funktion. In Ergänzung des bereits II A1, Pringsheim, Nr. 
1—5 Gesagten sei noch erwähnt: Zwar hätte eigentlich schon die 
Formulierung der Fundamentalsätze der Differential- und Integralrech- 
nung auf die Frage führen müssen, wie der Umfang des Begriffs: 
Funktion zu umgrenzen ist, wenn diese Sätze allgemeine Gültigkeit 
behalten sollen. Indessen ist die Begriffsbildung tatsächlich nicht von 
dieser allgemeinen Frage ausgegangen, sondern von der speziellen, was 
die Wendung besagt: das Integral einer partiellen Differentialgleichung 
enthält nicht nur willkürliche Konstante, sondern auch willkürliche 
Funktionen. J. d’Alembert‘®') hielt an der area fest, daß das 
den Anfangsbedingungen 


(485) y-da)+ 8a, F=-9a)— Fe) 


genügende Integral der Differentialgleichung (481) in der Form (482) 
nur einen Sinn habe, wenn sich ® und ebenso % für alle Werte des 
Arguments durch denselben analytischen Ausdruck darstellen läßt; 
L. Euler®®) dagegen betonte, daß die Gleichung (484) für jedes be- 


sont developpables‘‘ (theorie de la chaleur, p. 186). Auch @ Frullani bemerkt 
im Anschluß an seine Diskussion des in Nr. 24 erwähnten Paradoxons (mem. soc. 
ital. 18 (1820), p. 493), die Koeffizientenbestimmung durch gliedweise Integration 
setze voraus, daß das Integral des Restgliedes Null sei. Vgl. auch die Äußerungen 
von @. de Pontecoulant (theorie analytique du systeme du monde 3, Paris 1834, 
p. 110): „la methode... s’appliquerait.... au developpement de toute fonction 
donnee ... du moment qu’on est d’'avance assure que cette fonction peut ätre 
exprimee par une semblable serie“; von Ch. Sturm (j. de math. 1, 1836, p. 411): 
„Fourier et d’autres geom&tres semblent avoir meconnu l’importance et la difficulte 
de ce problöme [des Möglichkeitsbeweises] qu’ils ont confondu avec celui de 
determiner les coefficients‘‘; von A. A. Cournot (trait& de la theorie des fonctions 2, 
Paris 1841, p. 211): „selon la juste remarque de M. Poisson, la methode... 
repose sur une hypoth&se qui a besoin d’ötre d&montree et qui consiste A admettre 
qu’une fonction quelconque peut se developper .. .* 

661) Berl. hist. 1747[49], p. 214; 1750[52], p. 358; Opusc. math. 1, Paris 
1761, p. 29; 4 (1768), p. 134; 5 (1768), p. 138. — Die Frage, welcherlei Rechnungs- 
operationen bei der Bildung eines solchen analytischen Ausdrucks zulässig sein 
sollen, hat d’Alembert nicht beantwortet, nicht einmal sich gestellt. 

662) Berl. hist. 1748[50], p. 69 = N. acta erud. 1749, p. 512; Berl. hist. 
1753[5ö], p. 217; 1765[67], p. 307; Taur. misc. 3, (1762/65[66]), p. 1; Petrop. n. 
comm. 11 (1765[67)), p. 6; 17 (1772[73]), p- 381; Instit. cale. integr. 3 (1770), 
p. 237; Petrop. acta 1779."83], p. 116. — Die Frage, inwiefern durch eine nur 
graphisch gegebene Kurve eine Funktion arithmetisch bestimmt sei, ist damals 
nicht gestellt worden. 
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stimmte ? eine geometrisch konstruierbare Kurve auch dann vorstelle, 
wenn die Funktionen ®, % nur graphisch gegeben seien, und daß es 
also unabweisbar sei, in diesem „novum analyseos genus“ — d.h. 
eben der Theorie der partiellen Differentialgleichungen — auch „func- 
tiones mixtas vel irregulares“ zuzulassen. Dem trat freilich die Frage 
gegenüber, inwieweit man das Recht hat, auf solche Funktionen In- 
finitesimalbetrachtungen anzuwenden. J. L. Lagrange®®®) suchte, um 
diese Frage zu umgehen, die Rechnung so zu führen, daß solche Be- 
trachtungen nicht direkt auf die gegebenen Anfangsfunktionen ange- 
wendet zu werden brauchen; doch sind diese Versuche trotz aller 
aufgewendeten analytischen Gewandtheit im Prinzip als gescheitert 
anzusehen, insofern es nicht möglich sein wird, seine Schlüsse anders 
als unter einschränkenden Voraussetzungen über die Natur jener Funk- 
tionen zu rechtfertigen®®). Die Diskussion hat sich dann namentlich 
der spezielleren Frage zugewandt, inwieweit es zulässig sei, anzunehmen, 
daß in den Differentialquotienten der gegebenen Anfangsfunktionen, 
namentlich dem ersten und zweiten, an einzelnen Stellen Sprünge vor- 
kommen®®) (daß die gegebene Anfangsfigur Ecken oder Punkte mit 
zwei verschiedenen Krümmungsradien aufweise); d’Alembert‘°®) bestreitet 
das, Lagrange nimmt es zuerst an, läßt sich aber dann von d’Alem- 
bert überzeugen), Euler®®) und D. Bernoulli®%®) schieben die Frage 


663) Taur. misc. 1, 1759; 2 (1760/61); 3 (1762/65[66)) = Oeurvres 1, p. 37, 151, 
639; auch noch in der 2. Auflage der mecanique analytique, Paris 1811 (Oeuvres 
11, p. 422, 439). 

664) Vgl. namentlich in der ersten und dritten Abhandlung (Oeuvres 1, 
p. 97, 543) den Grenzübergang zum=® (Übergang von der trigonometrischen 
Interpolationsformel zur unendlichen Reihe) und in der zweiten (p. 166) den 


nr . 
Schluß, daß 2 f(x) sinnxzdx nur dann für alle ganzzahligen Werte von n gleich 
v 4 


Null sein könne, wenn /(x)= 0 ist. 

665) Stetigkeit aller Ableitungen und Entwickelbarkeit in eine gewöhnliche 
Potenzreihe, also eine spezielle Art analytischer Darstellbarkeit, galten damals 
noch als gleichbedeutend. 

666) Opusc. math. 1, Paris 1761, p. 17; ib. 5 (1768), p. 141 (er behauptet hier, 
die Unzulässigkeit sei allgemein „de l’aveu de tous les geom&tres“‘ anerkannt); 
Taur. misc. 3, (1762/66[66]), p. 389; Berl. hist. 19 (1763[70]), p. 240 (von 1769). 

667) Vgl. Taur. misc. 2 (1760/61) = Oeuvres 1, p. 324, 331; dann seinen Brief- 
wechsel mit d’Alembert aus dieser Zeit, Oeuvres 13, p. 5—38, endlich d’Alem- 
berts eben genannten Aufsatz Taur misc. 3,, der mit den Worten beginnt: „je 
suis charm& que nous soyons enfin presque absolument d’accord'. 

668) Das erwähnt d’Alembert, Berl. hist. 19, p. 240. Dieselbe Auffassung 
berührt auch Condorcet, Paris hist. 1771[74], p. 74. 

669) Petrop. n. comm. 19 (1774), p. 241: „tolle modo omnem de infinito 
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als physikalisch gleichgültig zur Seite. Condorcet®”®) nnd P. 8. de La- 
plaee®'*) geben, ersterer für die Form F‘(z, y, z) = 0, letzterer für die 
Form z=f(z,y) des Integrals, die bestimmtere Antwort: die im all- 
gemeinen Integral einer partiellen Differentialgleichung n‘* Ordnung 
auftretenden „willkürlichen“ Funktionen müssen mit ihren Ableitungen 
bis zur (a — 1)'® Ordnung einschließlich stetig sein; sonst verliere die 
Differentialgleichung ihren Sinn. Andererseits ist 7. Valperga di 
Caluso®'?) wieder für die Zulassung von Funktionen eingetreten, die 
in verschiedenen Teilen ihres Definitionsbereichs verschiedenen ana- 
lytischen Gesetzen gehorchen. Die beiden Fragen sind dann, auf Ver- 
anlassung einer Petersburger Preisaufgabe®”®), von L. Arbogast’*) aus- 








amphiboliam .... et omnem inter nos tolles controversiam“. Ähnlich @. Riccati 
in der sonst mathematisch nichts Neues bietenden Schrift delle corde, Bologna 
1767, p. IX: „la conformitä della mia[!] soluzione coi fenomeni ci fa toccare con 
mano che ai minimi geometrici si possono sempre sostituire i minimi fisici“. 

670) Paris hist. 1771[74], p. 69. 

671) Ib. 1779[82] = Oeuvres 19, p. 82; auch noch Theorie analytique des 
probabilites, livre 1, Nr. 19 (p. 87 der Ausgabe von 1847). Condorcet rechnet 
mit Differentialien, Laplace versucht den Übergang von einer Differenzengleichung 
her; im Grunde ist beides dasselbe, und der Versuch, genau festzustellen, welche 
Voraussetzungen eigentlich implizite gemacht sind, würde kaum der Mühe lohnen. 
— Vgl. auch Laplaces sich auf diese Frage beziehende Äußerung Paris mem. 11, 
(1810[11]) = Oeuvres 12, p. 359: „les resultats transcendants de l’Analyse sch, 
comme toutes les abstractions de l’entendement, des signes generaux dont on ne 
peut determiner la veritable &tendue qu’en remontant par l’Analyse metaphysique 
aux idees el&mentaires qui y ont conduit, ce qui presente souvent de grandes 
diffieultes; car l’esprit humain en Eprouve moins encore ä se porter en avant 
qu’ä& se replier sur lui-m&me“. — Über das Auftreten entsprechender Fragen 
bei Untersuchungen von L. Euler und @. Monge über Differentialgleichungen 
der Flächentheorie vgl. man Bd. 4 von M. Cantors Geschichte der Mathematik, 
Leipz. 1908, p. 553 (V. Kommerell), 882 (©. R. Wallner). 

672) Torino mem. 1786/87, p. 571. Über den Versuch von J. Charles, Paris 
mem, pres. 10, 1785, p. 586, solche Funktionen analytisch darzustellen, vgl. man 
den Bericht von ©. R. Wallner in M. Cantors Geschichte der Mathematik 4, 
Leipz. 1908, p. 881; über die späteren ähnlichen Versuche von G. Libri vgl. 
man Nr. 104. 

673) Petrop. n. acta 5 (1787[89]), p. 5. 

674) Me&m. sur la nature des fonctions arbitraires qui entrent etc., St Petersb. 
1791, p. 9; ebenso, mit derselben Terminologie, Prony, J. €c. polyt. cah. 4, an V, 
p. 511. — Vorher war „discontinue“ bald in dem einen, bald in dem andern 
Sinne gebraucht worden, meist aber in dem auch von Arbogast noch festgehaltenen, 
während für das andere Wendungen wie „que la fonction ne fasse point de saut 
brusque“ u. dgl. gebraucht worden waren. Die Festlegung des heutigen Ge- 
brauchs von kontinuierlich und diskontinuierlich rührt erst von Cauchy her. 
Noch Fourier (Oeuvres 1, p. 396) gebraucht discontinue im ‘Sinne von Arbogast 
(an den andern Stellen, p. 221,394 handelt es sich um Funktionen, die in beiderlei 
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_ einandergehalten worden: er nennt eine Funktion „discontinue“, wenn 
sie in verschiedenen Intervallen verschiedenen Gesetzen gehorcht, „dis- 
contigüe“, wenn sie eine Unstetigkeit [er denkt nur an solche „erster 
Art“] im heutigen Sinne des Wortes aufweist. Er erläutert an den 
einfachsten Beispielen, daß die in der Lösung einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung auftretende Funktion sowohl „discontinue“ als „dis- 
contigüe“ sein könne); insbesondere meint er®’®), bei der Gleichung 
(483) sei ein Sprung in den Werten von Ei sehr wohl zulässig, sie 
verlange dann nur, daß = für dieselben Argumentwerte denselben 
Sprung aufweise. A. de Lorgna dagegen‘) will die diskontinuierlichen 
Funktionen aus der Analysis verbannen und sie nur in der Geometrie 
und in den Anwendungen der Mathematik zulassen. 

Berichte über diese ganze Diskussion geben $. F. Lacroix®®) und 
A. de Morgan®”®). Wenn letzterer meint, „diskontinuierliche“ Funk- 
tionen ließen sich mit beliebiger Annäherung durch kontinuierliche er- 
setzen, so hat er das freilich nicht bewiesen; ganz richtig ist dagegen 
seine Bemerkung®°): daß man auf einer kontinuierlichen Fläche „dis- 
kontinuierliche“ Linien ziehen könne, sei selbstverständlich; also könne 
man unter Umständen auch durch eine diskontinuierliche Linie eine 
kontinuierliche Fläche legen. 

Zu einem gewissen Abschluß ist diese Diskussion erst durch 
J. Fourier gelangt. Fourier hat einerseits die schon länger bekannten 


Sinn „discontinues‘“ sind); ebenso J. Challis (Cambr. trans. 3 (1830), p. 271), $.D. 
Poisson (Mecanique 2 (1833), p. 305; chaleur p. 173), @. Peacock (Brit. assoc. rep. 
f 1833, p. 258); selbst Cauchy einmal (Paris C.R.15, 1842, p. 67 = Oeuvres (1/7, 
p. 172). J. L. Raabe dagegen (Differential- u. Integralrechnung 1, Zürich 1839 
p-5) gebraucht das Wort im Sinne von Cauchy, allerdings in ungenauer Formulierung. 
675) p. 12. 
676) p. 77. Er nimmt keine Stellung zu der Frage, ob eine Unstetigkeit 
x . 
in den Werten von = mit den fundamentalen Vorstellungen der Mechanik ver- 
einbar sei, was d’Alembert schon Opusc. 1, p. 22 bestritten, Lagrange, Taur. misc. 
2, = Oeuvres 1, p. 330 durch den Hinweis darauf verteidigt hatte, daß schon 
bei Ableitung der Differentialgleichung die Beschränkung auf unendlich kleine 
Schwingungen eingeführt sei. 

677) De functionibus arbitrariis caleuli integralis dissertatio, Petrop. 1791 
(anonym; wegen der Autorschaft vgl. man Petrop. n. acta 8 (1790[94)), p 5; 
9 (1791[95)). p- 10). 

678) TraitE du calcul differentiel et.du calcul integral, (2° &d.) 2 (1814), 
p. 685; 3 (1819), p. 807. 

679) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 727. 

680) p. 730. 
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Beispiele von trigonometrischen Entwicklungen, die in verschiedenen 
Konvergenzbereichen verschiedene Stücke analytischer Funktionen dar- 
stellen, zusammengestellt und durch neue vermehrt®!); andererseits 
immer wieder hervorgehoben®®?), daß es sich dabei nicht um ver- 
einzelte exzeptionelle Erscheinungen handle, sondern daß die Möglich- 
keit der Koeffizientenbestimmung durch bestimmte Integrale, vermöge 
der Definition eines solchen Integrals durch einen Flächeninhalt, die 
Möglichkeit der Entwicklung für beliebige derartige Funktionen dar- 
tue, und daß überhaupt die Vorstellung einer solchen „fonction separee 
ou partie de fonction“ keineswegs den „allgemeinen Prinzipien des 
Kalkuls“ entgegengesetzt, sondern vielmehr für die Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen unentbehrlich sei. Dabei denkt er aber, soviel 
ich sehe, meist doch nur an abteilungsweise analytische Funktionen ®°°). 

J. Challis®“) nimmt die Frage nach der Zulässigkeit „diskonti- 
nuierlicher“ Funktionen oder, wie er sich ausdrückt, nach ihrer „Exi- 
stenz“ noch einmal auf. Er meint, es sei unmöglich, diese Existenz 
auf rein analytischem Wege zu beweisen, da schon die Prinzipien der 
Differential- und Integralrechnung auf der Betrachtung „algebraischer“ 
Funktionen beruhten. Doch scheint er, soweit es möglich ist, seinen 
ziemlich unklaren Auseinandersetzungen zu folgen, nur an der Aus- 
drucksweise Anstoß zu nehmen, daß man solche Gebilde als Funk- 
tionen bezeichnet; gegen die Untersuchung von gemischten Linien 
und die Darstellung der Anfangsbedingungen bei der Integration von 
partiellen Differentialgleichungen durch sie hat er nichts einzuwenden. 

Wie es übrigens oft in solchen Fällen zu gehen pflegt: der Epoche, 
der die Schwierigkeiten unübersteiglich geschienen hatten, folgte eine 
andere, die sie unterschätzte. So setzt z. B. @. Piola°®) auseinander, 
ohne sich irgendwelche Sorgen um Konvergenzfragen zu machen: man 
könne doch die Werte einer „diskontinuierlichen“ Funktion (im alten 
Sinne des Wortes) für eine beliebige Anzahl gegebener Werte des 
Arguments durch Interpolationsformeln darstellen; lasse man dann » 
über alle Grenzen wachsen, so erhalte man eine analytische Darstellung 
der Funktion selbst. 


681) Paris mem. 4 (1819/20[24]) (Preisschrift von 1811), p. 306 ff.; theorie 
Nr. 223 ff. = Oeuvres 1, p. 213. 

682) Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 301; Theorie Nr. 220, Nr. 426, Nr. 428, 
13 = Oeurvres 1, p. 209, 522, 530: „nous ävons insiste sur cette consequence des 
l’origine de nos recherches jusqu’& ce jour“. 

683) Nur Theorie Nr. 417 = Oeuvres 1, p. 500 finde ich die Wendung: „la 
onction f(x) repr6sente une suite de valeurs, ou ordonndes, dont chacune est 
arbitraire“. 

684) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 573. 
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Um dieselbe Zeit ist auch an einer Reihe von Beispielen beob- 
' achtet worden, daß ein als Funktion eines oder mehrerer Parameter 
betrachtetes bestimmtes Integral in verschiedenen Teilen seines De- 
finitionsbereichs Stücken verschiedener „elementarer“ Funktionen gleich 
sein kann. So ist, soviel ich sehe, zuerst von G. Bidone®) und von 
J. J. Fourier ®°) bemerkt worden, daß 

















2 —# für 2<0, 
(486) fra! 0 für 2-0, 
j ” für z>0 
2 ’ 
von Fourier ferner®”), daß: | 
* 1 für |x|>1 
2 sin & ERRAR , 
(487) oa mecı 
und daß 8) 
* "con 26 + EeinzE ur e”* für «> 0, 
69). Pre mic 
von 8. D. Poisson, daß ®®°); 
(489) ’ sin ade Br 5 für rs 1, 
Ser — für r>t 
sowie‘), daß das Integral 
+1 
(490) Sta — 2a + 2)(1 — 2bdbxr + x] %dx 
—1 


685) Torino mem. 1811/12, p. 279. ; 

686) Paris mem. 4 (1819/20[24]) (Preisschrift von 1811), p. 499; Theorie de 
la chaleur Nr. 366 — Oeuvres 1, p. 463. Vgl. auch A. de Morgan, Biff. and int. 
calc., Lond. 1836/42, p. 572.. 

687) Er erhält die Gleichung Paris mem. 4, p. 490; Theorie Nr. 348 — 
Oeuvres 1, p. 394 aus dem Reziprozitätssatz (Nr. 59) und verifiziert sie dann 
Paris mem. 4, p. 498; Theorie Nr. 357 = Oeuvres 1, p. 403 mit Hilfe von (486); 
ebenso A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 189. Bei Legendre 
exerc. de calc. int. 1 (1811) stehen die Formeln (486) und (488) nur für positive x; 
ebenso die erstere bei S. D. Poisson, J. 6c. polyt. cah. 16 (1813), p. 221, der aber 
dann ebenda 18 (1820), p. 328, wo er auch das für negative Werte von x gel- 
tende Resultat zu benutzen hat, sich doch auf die genannte Stel'e beruft. 

688) Ann. chim. phys. 3 (1816), p. 368; in anderer Form Theorie Nr. 358 
= Oeuvres 1, p. 404. 

689) J. 6c. polyt. cah. 19 (1823), p. 504. Reproduziert von A.'Cowrnot, 
Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 190. 

690) Paris mem. 6 (1823[27)), p. 601 (von 1826). 
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vier verschiedene Werte hat, je nachdem a und b größer oder kleiner 
als 1 sind; von A. de Morgan‘®‘), wenn nicht schon früher, daß: 


x .  (0fürr<i 
1 RER 2 Ben BE > Fe | 
(491) [ og (1 — 2r cos« + r’)da [5% log r für r>1. 


Gleichwohl hat A. M. Legendre, als Cauchy unter den Beispielen 
für die durch seine Residuensätze zu erhaltenden neuen Resultate die 
Gleichung | 


sinz&E d& x Koibr — e*® 
(492) sindtitE 2 Gind 


mit der Determination „r gleich der absolut genommenen Differenz 
zwischen Be und der nächstgelegenen geraden ganzen Zahl“ angab ®?), 
darin eine Schwierigkeit gefunden ®®) und Cauchy, bis dieser die Ge- 
duld verlor‘%), zu weiteren Erörterungen darüber veranlaßt, wie so 
die für verschiedene: Intervalle geltenden verschiedenen Formeln sich 
aus seiner Methode mit Notwendigkeit ergeben‘®). Nachher hat 
Legendre diese Resultate, in seine Sprache übersetzt, in sein Buch auf- 
genommen ®°), 

Auch andere Mathematiker dieser Zeit stehen den aus diesen 
Eigentümlichkeiten von Integralen und Reihensummen entspringenden 
Schwierigkeiten öfter ratlos gegenüber; so P. Paoli®) und @. Piola®®). 


691) Diff. and integral calculus, p. 676. 

692) Paris möm. pres. 1 (1827), p. 442, 470 (von 1814). 

693) Vgl. seinen der Abhandlung vorgedruckten Bericht an die Akademie, 
ib. p. 326: „La loi de continuit6 est violee.“ 

694) Vgl. die Schlußworte p. 506: „Ce qui pr&c&de sufft; c’est pourquoi je 
n'insisterai. pas d’avantage sur cet objet.“ 

695) p. 485, 495, 499. 

696) Exerc. de calcul integral 2 (1817), p. 174 (publ. 1815). Daß Legendre 
den Gebrauch der Residuensätze in seiner Darstellung vermeiden kann, liegt nur 
daran, daß er die Sätze über die Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen 
ohne Beweis auch auf transzendente Funktionen anwendet und nachher doch 
den so erhaltenen Formeln bestimmte Gültigkeitsgrenzen zuschreibt, obwohl diese 
aus seinem Raisonnement keineswegs folgen. 

697) Mem. soc. ital. 20, (1828), p. 176. 

698) Ib. 20, (1831), p. 603: „Non sentendomi per ora forze bastanti per 
tentarne una chiara esposizione.“ — Wenn G. Frullani ebd. p. 696 ein falsches 
Resultat erhält, indem er die Entwicklung von. x sin x nach den Cosinus der 
Vielfachen von x, nach Division mit 1-+x°, zwischen den Grenzen 0 und oo 
gliedweise integriert, so liegt das, wie er selbst bemerkt, daran, daß die Aus- 
gangsreihe nicht in dem ganzen Integrationsbereich die von ihm angenommene 
Summe hat. 
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Andere Integrale, bei welchen dieselbe Eigentümlichkeit zur‘ Be- 
obachtung kam, haben nur als Hauptwerte Sinn; so namentlich die 
hier unter Nr. 59 besprochenen. 

Beispiele von Doppelintegralen, die verschiedenen algebraischen 
Funktionen eines Parameters % gleich sind, je nachdem |k | <1oder>1 
ist, finden sich bei A. Cauchy®"). 

Viel später?) kommt er noch einmal auf die entsprechenden 
Verhältnisse bei einfachen Integralen zurück; er führt hier außer (488) 
noch die beiden Beispiele an: 


+0 


(493) | fi ezp(— zr’)dr= Vz nur für 2>0; 
7 
d« 2x für |r|<1, 
er her-l7 für |r|>1. 


_1 

Inzwischen war auch bemerkt worden, daß die Eigenschaft, in 

verschiedenen Teilen des Konvergenzgebietes Teile verschiedener ana- 

lytischer Funktionen darzustellen, auch andern als trigonometrischen 

Reihen zukommen kann. So hat R. and "ı) darauf hingewiesen, 
daß die Summe der Reihe: 


“ Ki 
(495) = y :) a 
a Teen 


stets gleich der absolut kleineren der beiden Größen «, ß ist; also 
u) 


4) ZU) +7 U) 


1.1.3 


++ 





au Te 
1 —x für a 


699) In den Noten, von 1827 zu seiner Preisschrift von 1815, Paris mem. 
pres. 1 = Oeuvres (1) 1, p. 181, 185 (vgl. hier Nr. 64). Er erzählt bei dieser 
Gelegenheit, er sei bei’seinen ersten Versuchen zur Behandlung des Wellenproblems 
dadurch aufgehalten worden, daß Entwicklung eines solchen Integrals nach Po- 
tenzen von k und gliedweise RE ein nur für |k]<{1 gültiges Resultat 
liefert. 

700) Exerc. d’anal. 4 c1sa7,, p- 412. 

701) Cambr. trans. 4, (1833), p. 375. Er wendet den damals bekannten Satz, 
daß die Lagrangesche Reihenumkehrungsformel [unter gewissen hier erfüllten 
Voraussetzungen] die absolut kleinste Wurzel der aufzulösenden Gleichung liefert, 
auf eine quadratische Gleichung an. 

702) p. 383. Er bemerkt selbst, daß diese Reihe sonach dasselbe leiste wie 
Fouriers Gleichung (486). 
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A. de Morgan erhält Reihen dieser Art ausgehend von Unter- 
suchungen über Funktionalgleichungen der Form: 


(497) p(a) = ule) + v(@)pleW), 


in der u, v, « gegebene Funktionen, @ die gesuchte bedeuten; er 
findet so’): 


oc? 

















(498) are Satzertsiist" 
z Bır |21<1; 
RR ee 1 a? a" Be 
=:r(l N —tratat ]-1: für |z|>1; 
und ’%%); 
1 g- 
(499) a°z rn ie ae 
(1--a”x)(1 Fat £ © 
e ae fe lel< 
O. Schlömilch’®) geht von der Bemerkung aus, daß die Funktion 
- 27 
(500) N + x? 


sich nicht ändert, wenn man x mit 4 vertauscht, daß man aber 


gleichwohl Funktionen, die diese Eigenschaft nicht haben, nach Po- 
tenzen dieses z entwickeln könne, z.B. gleich die Funktion 


(501) «= -1-VI-R) 


selbst; so erhält er: 
| & für |2|<1, 





© 
ey, 2x 


2n+i1 
(502) 2:4:.6-.8--.(2n + 2) ee) + für zf>%. 


n=0 
Später‘0%) zeigt er, daß entsprechendes immer eintritt, wenn man 
eine Funktion nach Potenzen einer andern entwickeln will und 
wenn dabei zu zwei Werten von x, zu denen derselbe Wert der letz- 
teren gehört, nicht auch derselbe Wert der ersteren gehört — was 
dann sachlich, wenn auch nicht in der Ausdrucksweise, mit der Auf- 
fassung von Murphy") übereinkommt. Als Beispiel nennt er die 
Entwicklung von e” nach Potenzen von sin z. 


703) In der ersten Form Cambr. trans. 6 (1986), p. 190; in der zweiten diff. 
and int. calc. 207), p. 229. 

704) Cambr. trans. 6, p. 191. 

705) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 45. 

706) Ebd. 14 (1850), p. 146. 
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Daß man mit Hilfe von Integralen wie (486) eine Funktion ana- 
.lytisch darstellen kann, die innerhalb eines Intervalls gleich einer 
gegebenen Funktion, außerhalb desselben gleich null ist, hat P. @. 
Lejeune-Dirichlet zur Grundlage seiner Theorie der Diskontinuitäts- 
faktoren (Nr. 104) genommen; daß man auch eine Funktion darstellen 
kann, die in zwei verschiedenen Intervallen Teilen von zwei willkürlich 
gegebenen Funktionen gleich ist, z. B. 


(503) ToB-a esseat de 
0 


2 (sinzgcosa$ „ _|[P(@) für »<a, 
+v(a) =, & end iz für <>a, 





scheint zuerst O. Schlömilch ausgesprochen zu haben’). 

Durch alle diese Einzelerfahrungen mußte die Forderung, genau 
zu definieren, was eigentlich unter einer „willkürlichen“ Funktion ver- 
standen werden solle, allmählich sich aufdrängen. Ausdrücklich er- 
hoben hat sie, soviel ich sehe, zuerst J. Ivory bei Gelegenheit der Dis- 
kussion über den Gültigkeitsbereich der Entwicklungen nach Kugel- 
funktionen‘®). Doch wird sie selbst von P. @. Lejeune-.Dirichlet’®) 
nur unvollständig erfüllt: er redet zwar bei der graphischen Dar- 
stellung einer Funktion durch eine Kurve davon, daß man sich diese 
„ganz gesetzlos“ gezogen denken könne, sagt aber dann, eine solche 
Funktion sei für ein Intervall nur dann als vollständig bestimmt an- 
zusehen, wenn sie entweder für den ganzen Umfang desselben graphisch 
gegeben ist, oder mathematischen, für die einzelnen Teile desselben 
geltenden Gesetzen unterworfen wird; er kommt also, sobald er von 
der Berufung auf die graphische Darstellung absehen will, doch wieder 


707) Arch. Math. 10 (1847), p. 323. Schlömilch bespricht den Fall, daß die 
Entwicklung von p(x) nach Potenzen von x für 2> a divergiert, um zu schließen, 
daß die Potenzentwicklung einer Funktion außerhalb ihres Konvergenzbereichs 
nichts mit der Funktion zu tun zu haben braucht [wenn man Funktionen wie 
die durch (503) definierte zuläßt]. 

708) Phil. mag. (2) 2 (1827), p. 94: „Fonctions entiörement arbitraires. This 
is rather vague and indefinite.“ 

709) Repert. Phys. 1 (1837), p. 152 — Werke 1, p. 135; fast wörtlich ebenso 
auch in der von G@. Arendt (Braunschw. 1904) herausgegebenen Vorlesung über 
bestimmte Integrale von 1854, p. 4. In seiner ersten Abhandlung über trigono- 
metrische Reihen gibt er überhaupt keine Definition dessen, was er unter „Funk- 
tion“ verstehen will; doch redet er am Schlusse (J. f. Math. 4 (1829), p. 169 
= Werke 1, p. 132) von der Funktion, die für rationale Argumentwerte gleich 
einer Konstanten c und für irrationale gleich einer andern Konstanten d ist. 
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auf die ältere Auffassung von der Zusammensetzung aus Stücken ana- 
'lytischer Funktionen zurück. Erst A. A. Cournot hat sich davon frei 
gemacht; er sagt”!%): „nous concevons qu’une grandeur peut dependre 
d’une autre, sans que cette dependance soit de nature & pouvoir &tre 
exprim&e par une combinaison des signes de l’algebre‘“ Man könne 
also’!!) „imaginer une theorie qui aurait pour objet la discussion des 
proprietes generales des fonctions“; wenn man sich dazu entschließe, 
komme man über viele Schwierigkeiten und Streitigkeiten hinweg. 
Dann hat A. Cauchy"'?) auseinandergesetzt, daß der alte Begriff einer 
fonetion discontinue „est loin d’offrir une precision math&matique“; 
es könne sehr wohl vorkommen, daß verschiedene Formeln für gewisse 
Werte des Arguments dieselbe Funktion vorstellen, für andere ver- 
schiedene Funktionen. Weniger bestimmt sind die Auseinandersetzungen 
von A. Pioch'"). Er scheint unter „fonction ordinaire“ das zu ver- 
stehen, was man jetzt eine elementare Funktion nennt, und erklärt, 
solche Funktionen könnten nur da unstetig werden, wo sie unendlich 
werden. Man könne sich aber doch Funktionen vorstellen, bei welchen 
das nicht der Fall ist; also könne man nicht „tous les lieux geo- 
metriques en nombre infini (que la pensde congoit et realise“, mit 
Hilfe derjenigen Funktionen darstellen, die man in der analytischen 
Geometrie und der Differentialrechnung betrachtet. 

Eigentümlich ist die Terminologie von A.de Morgan. Er defi- 
niert’); „every expression which in any way contains z, or depends 
for its value upon the value of x, is called a function of x.“ Daß er 
dabei aber doch nur an algebraische Funktionen und aus diesen ab- 
leitbare denkt, zeigt die bald darauf folgende Stelle”): „when any 
function of x is given, we can determine by common algebra the 
value which the function receives when x receives any given value.“ 
Nach einer Erörterung über unbestimmte Formen folgt dann die De- 
finition: wenn die Funktion für z—= a „im gewöhnlichen arithmeti- 
schen Sinn der Worte“ den Wert A hat, so heißt dieser Wert ein 
gewöhnlicher Wert der Funktion; aber „when by making x suffieiently 


710) Theorie des fonctions 1, Paris 1841, p. 5. 

711) p. 15. | 

712) Paris C.R. 18 (1844), p. 116 = Oeuvres (1) 8, p. 145. 

713) Brux. mem. 15 (1850), p. 7. 

714) The differential and integral caleulus, Lond. 1836/41, p. 34. 

715) p 44. Er glaubt aus diesen „Postulaten‘“ schließen zu können, jede 
„Funktion“ sei das, was man jetzt abteilungsweise differentiierbar nennt, meint 
aber p. 48 selbst, man könne dagegen Einwände erheben, je nach dem Sinn, in 
dem man die Postulate verstehe. 
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near to a, we can make the function as near as we please to A,...,A 
is called a singular value“. Den Weg zur analytischen Behandlung 
der so definierten Funktionen bahnt er sich durch Einführung von 
3 „Postulaten“ als Erfahrungsresultaten: 

1. Wenn 9(a). ein gewöhnlicher Wert ist, kann h immer so klein 
genommen werden, daß zwischen p(a) und (a + h) kein singulärer 
Wert liegt. 

2. Wenn »(a) ein endlicher Wert ist, kann man h immer so klein 
annehmen, daß p(@a + h) so nahe an p(a) liegt, als man will, und 
daß p(x) von =a bis = a--h der Größe nach immer zwischen 
p(a) und p(a+h) liegt. 

3. Wenn eine Funktion für alle x zwischen a und «+ h einem 
Gesetz folgt, so folgt sie diesem Gesetz durchaus. 

Das zweite bezeichnet er als „law of continuity of value“, das 
dritte als „law of eontinuity of form“, 

Sonst gebrauchen englische Schriftstelle. ‘um diese Zeit die Worte 
- „eontinuity“ und „discontinuity“ häufig, ohne yenau zu definieren, was 
sie darunter verstehen; meist liegt wohl eine Vermischung der alten 
und der neuen Bedeutung vor. Dabei erscheint öfters die Formulierung 
„what is true up to the limit, is true as the limit“ als Axiom; so 
bei J. R. Young"), während @. Boole”!”) findet, es beruhe auf einer 
„unsound induction“ und ließe sich nur aufrechterhalten, wenn man 
„abandon the dominion of reason for that of intuition“ wolle. @.@. 
 Stokes”‘®) dagegen schließt sich ausdrücklich der neuen Auffassung des 

Wortes an, mit dem Hinzufügen, es scheine ihm von der äußersten 
Wichtigkeit für die Anwendung partieller Differentialgleichungen auf 
physikalische und selbst auf geometrische Probleme, „to eontemplate 
functions apart from all idea of algebraical expression“. 

Auch auf dem Kontinent hat der Sprachgebrauch noch längere Zeit 
geschwankt. Manch@ Autoren, so J.M.C. Duhamel"°) und O.Schlömilch'®), 





ZZ 


716) Cambr. trans. 8: (1847), p. 429, 487. 

717) Dubl. trans. 21 (1848), p. 124 (von 1846). 

718) Phil. mag. (3) 33 (1848), p. 362 = papers 2, p. 54; .der Sache nach 
ebenso Cambr. trans.. 8, (1849), p. 535 (von 1847) — papers 1, p. 240. 

719) Cours d’analyse 1, Paris 1841, p. 5. 

720) Algebraische Analysis, Jena 1845, p. 39. Nachher, p. 41, gibt er auch 
eine analytische Definition, die nur 


lim [f@— ) —f@+ 9] = 0 


fordert, also Funktionen wie En oder cos n unter die stetigen zählen würde; 


nachdem Schloemilch, Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 431, das selbst bemerkt 
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_ bezeichnen als kontinuierlich oder stetig”) eine Funktion dann, 
wenn sie nicht von einem Wert zu einem andern übergehen kann, 
ohne alle Zwischenwerte zu durchlaufen; für abteilungsweise monotone 
Funktionen (an andere denken sie nicht) ist diese Definition mit der 
Cauchyschen äquivalent. 

4A. 4. Cournot faßt den Stetigkeitsbegriff geometrisch ’#), gibt aber 
dann doch eine — freilich etwas unbestimmt formulierte — analyti- 
sche Definition. Übrigens unterscheidet er’?) „solutions de continuite 
du 1”, 2°,..., ordre“, je nachdem die Funktion selbst, ihre erste, 
zweite Ablehuue unstetig ist. 

Andererseits ist das Wort „kontinuierlich“ selbst auch wohl in 
einem engeren Sinne gebraucht worden, so versteht z. B. Franke’) 
darunter eine Funktion, die „um eine unendlich kleine. Größe der- 
selben Ordnung zu- oder abnimmt, als die Veränderliche x selbst“. 
Noch enger faßt es M. Ohm”), wenn er zu .den kontinuierlichen 
Funktionen nur die elementaren rechnet und die unendlichen Reihen, 
die nach Potenzen eines allgemeinen Buchstabens fortschreiten, und 
belıauptet, daß nur für solche „das unbedingte allgemeine Rechnen“ 
zulässig sei. 

A. Cauchy rekapituliert später’?®) noch einmal seine Stetigkeits- 
definition und erläutert dabei, wie sie sich auf die verschiedenen Zweige 
(„types“) einer mehrdeutigen Funktion anwenden lasse. Auch kommt 


hatte, ist die Sache in den späteren Auflagen geändert, An der genannten Stelle 
im Archiv kritisiert er Cauchys Stetigkeitsdefinition; er übersieht dabei, daß 
Cauchy die Funktion als eindeutig definiert voraussetzt und also f(a-+0) und 
f(a — 0) nicht beide zugleich als Werte von ihr ansehen kann. 

721) Wer eigentlich stetig als deutsche Übersetzung von continu eingeführt 
hat, kann ich nicht angeben; jedenfalls findet sich das Wort bei B. Bolzano rein 
analytischer Beweis des Lehrsatzes ..., Prag 1817, p. 11 (vgl. darüber O. Stolz, 
Math. Ann. 18 (1881), p. 261) und bet P. @. Lejeune-Dirichlet, Repert. Phys. 1 
(1837), p 152 = Werke 1, p. 135. 

722) Theorie des fonctions 1, Paris 1841, p. 61. 

723) Ib. p. 15. 

724) Arch. Math. Phys. 15 (1850), p. 227. J. Dienger, (J. f. Math. 37 (1848), 
p. 364; von 1845) bezeichnet dasselbe mit „kontinuierlich im engsten Sinn“. 
Seine weitere Behauptung (ebd. 88 (1849), p. 267; von 18456): Wenn zwei 
Funktionen in einem Intervall übereinstimmen, so stimmen sie auch darüber 
hinaus überein, soweit sie kontinuierlich sind — vernachlässigt unendlich kleine 
Größen ven derselben Ordnung wie die beibehaltenen. 

725) Der Geist der math. Analysis 1, Berlin 1842, p. 153 (engl. v. A. J. Ellis, 
Lond. 1843). Später (ebd. 2, Erlangen 1846, p. 74) sagt er: eine Funktion 
unterbricht ihre Stetigkeit, wenn sie imaginär wird oder eine im Kalkül unzu- 
lässige Form (1/0 oder log 0 usw.) annimmt. 

726) Exerc. d’anal. 4 (1847), p. 314. 
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er noch einmal auf die Frage der Zulässigkeit diskontinuierlicher 
Funktionen in den Anwendungen der Mathematik zurück ’?”); er setzt 
auseinander, daß sie in die Lösungen der Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik durch die Grenzbedingungen hereingebracht 
werden, und meint, man komme über alle Schwierigkeiten hinweg, 
wenn man sie als spezielle Fälle allgemeiner Funktionen auffasse, aus 
denen sie durch Nullsetzen eines Parameters hervorgehen. Das führt 
ihn dann auf seine „limitateurs“ (Nr. 104). 


29. Exkurs betr. die Vertauschung der Reihenfolge von Grenz- 
übergängen. Wenn eine elementare Funktion von einer Veränder- 
lichen an einer einzelnen Stelle in „unbestimmter Form“ erscheint, so 
läßt sich diese Unbestimmtheit durch Einführung des sog. „wahren 
Wertes“ der Funktion an einer solchen Stelle beseitigen’®). Dagegen 
bei Funktionen mehrerer Veränderlicher findet das schon in ganz ein- 


fachen Fällen wie z.B. rg nicht mehr statt; die Unbestimmtheit 


läßt sich hier auf keine Weke entfernen, und es ist daher auch nicht 
gleichgültig, ob man zuerst die eine und dann die zweite Variable 
spezialisiert, oder ob man in umgekehrter Reihenfolge vorgeht. Das 
ist selbstverständlich frühzeitig bemerkt, auch z. B. von S. F. Lacroix”*) 
und von A. Cauchy'®) schon ganz sachgemäß allgemein auseinander- 
gesetzt worden. Auch ist ein von J. L. Lagrange”®") bemerktes Para- 
doxon der Potenzialtheorie von O. Rodrigues’®®) und dann von P. S. 
de Laplace'®) durch die Bemerkung aufgeklärt worden, daß der Ausdruck 


(504) e. 
A 2ru +9} 





727) Paris C. R. 28 (1849), p. 277 = Oeuvres (1) 11, p. 121. Er hat hier 
namentlich den Fall im Auge, daß die betrachtete Funktion nur in einem be- 
grenzten Bereiche von Null verschieden, außerhalb desselben gleich Null ist. Sie 
ist dann an der Grenze des Bereichs im allgemeinen sowohl im alten wie im 
neuen Sinne des Wortes diskontinuierlich. 

728) Vgl. IIAı, Pringsheim, Nr. 13, p. 24. 

729) TraitE du calcul differentiel et du calcul integral 1, (schon in der 
1. Aufl., Paris 1797?; jedenfalls in der 2., 1810, p. 358). 

730) Paris mem. pres. 1 (1827) (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 333. 

731) J. &c. polyt. cah. 15 (1809), p. 57 = Oeuvres 7, p. 363. Lagrange zeigt 
zwar, daß man bei richtiger Anordnung der Rechnung zu dem richtigen Resultat 
kommt, aber es bleibt bei ihm im unklaren, weshalb die andere Anordnung nicht 
auch dasselbe liefert. 

732) Corresp. &c. polyt. 3 (1816) p. 384. 

733) Paris mem. 2 (1817[19]) = Oeuvres 12, p. 415; Me&canique celeste 
livre 11, Paris 1823 — Oeuvres 5, p. 32. Vgl. dazu auch noch Wantzel, J. de 
math. 4 (1839), p.185 und H. Hennessy, Phil. mag. (3) 33 (1848), p. 24. — R. Murphy, 
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für r = 1 zwar im allgemeinen null wird, aber nicht, wenn man vorher 
u=1 setzt. 

Gleichwohl ist die damit in engem Zusammenhang stehende Tat- 
sache, daß die Reihenfolge zweier Grenzübergänge nicht ohne weiteres 
vertauscht werden darf, lange nicht klar erkannt worden. Zwar beruht 
die ganze Cauchysche Funktionentheorie’”%) und ebenso der dritte 
Gaußsche Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra’®°) auf dem Um- 
stand, daß die Reihenfolge der Integrationen in einem Doppelintegral 
nicht vertauscht werden darf, wenn die zu integrierende Funktion im 
Integrationsgebiet unendlich groß wird. Aber im übrigen ist auch 
Cauchy an der Erkenntnis der vorhin bezeichneten allgemeinen Tat- 
sache dadurch vorbeigeführt worden, daß er zwar die fundamentale 
Bedeutung des Grenzbegriffs für die Analysis erkannt hat und die 
Terminologie des Rechnens mit unendlich kleinen und unendlich 
großen Größen nur als eine abgekürzte Sprechweise für seine Be- 
nutzung ansieht, daß er aber doch dieser Abkürzung sich auch in 
Fällen bedient, in welchen sie zu Fehlschlüssen Anlaß geben kann, 
indem sie nicht erkennen läßt, von welchen Variabeln die „unendlich 
_ kleinen“, d.h. gegen Null konvergierenden Größen noch abhängen und 
von welchen nicht. So kommt er zu Scheinbeweisen für die Behaup- 
tungen: daß die Summe einer konvergenten Reihe stetiger Funktionen 
selbst eine stetige Funktion sei’®); daß man eine solche Reihe, auch 
zwischen unendlichen Grenzen, gliedweise integrieren dürfe”®”); daß es 


Cambr. trans. 5 (1835), p. 347, nennt solche Funktionen „transient functions“; 
außer dem Beispiel des Textes hat er p. 354 noch ein allgemeineres. 

734) Vgl. die näheren Nachweisungen unter Nr. 35. 

735) Gott. comm. rec. 3 (1816) = Werke 3, p. 61 (deutsch von E. Netto, 
Leipz. 1890; franz. Bearbeitung von J. Liouville, J. de math. 4 (1839) p. 505). 
Die bei Gauß unter dem Doppelintegralzeichen stehende Funktion ist der reelle 
Teil von derjenigen, die in den entsprechenden Untersuchungen von Cauchy auf- 
tritt. Wie weit übrigens Gauß die im Text hervorgehobene allgemeine Tatsache 
gekannt haben mag, ist schwer zu sagen. Einerseits wüßte ich keine Stelle zu 
nennen, wo er wirklich eine nicht zu rechtfertigende Vertauschung der Reihen- 
folge zweier Grenzübergänge vorgenommen hätte. Andererseits behandelt er aber 
doch z.B. in der Abhandlung über die hypergeometrische Reihe (Gott. comm. 
rec. 1 (1813) = Werke 3, p. 138) und in dem nachgelassenen Beweis für die 
Entwickelbarkeit einer Funktion in eine trigonometrische Reihe (vgl. hier Nr. 84) 
die Summe einer Reihe für r = 1 und den Grenzwert der durch die Reihe dar- 
gestellten Funktion für lim r = 1 als gleichbedeutend, 

736) Analyse alg&brique, Paris 1821 = Oeuvres (2) 3, p. 120. Der Schluß- 
fehler liegt in den Worten „l’accroissement... de r,„ devient insensible en m&me 
temps que r„*. 

737) Legons sur le calcul infinitesimal, Paris 1823 = Oeuvres (2) 4, p. 238; 
Me&m. sur les int6grales definies, Paris 1825, p. 40. Er bemerkt nicht, daß in der 
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erlaubt sei, in einer konvergenten Doppelreihe die Reihenfolge der 
Summationen zu vertauschen’®); daß ein bestimmtes Integral „unter 
dem Zeichen“ nach einem Parameter differentiiert werden könne’®®); 
daß auch die Differentiation und Integration eines Residuums nach 
einem Parameter erlaubt sei’). Wohl hat er bald bemerkt’), daß 
die Differentiation unter dem Zeichen bei den von ihm eingeführten 
„Hauptwerten“ divergenter bestimmter Integrale nicht immer erlaubt 
ist; doch glaubt er auch hier noch, alle Schwierigkeiten fielen weg, 
wenn man den‘ Hauptwert durch die Summe ersetze, als deren Grenz- 
wert er definiert ist. 

Ebenso beruht die ganze im zweiten Teil dieses Artikels zu be- 
sprechende Methode der Integration partieller Differentialgleichungen 
durch trigonometrische Reihen und Integrale auf der Voraussetzung, 
daß man die Reihen „gliedweise“, die Integrale „unter dem Zeichen“ 
differentiieren und integrieren dürfe; und in dieser Beziehung haben 
Fourier und Poisson ebensowenig irgendeinen Skrupel gefühlt als 
Cauchy. 

Diese Auffassung hat dann auch die Lehrbücher noch geraume 
Zeit beherrscht: die gliedweise Differentiation und Integration einer 
unendlichen Reihe sowie die Differentiation und Integration eines be- 
stimmten Integrals unter dem Zeichen werden von J._L. Raabe'*), von 
J. M. C©. Duhamel”“?), von J. A. Grunert“*), von Moigno'*) gelehrt und 


Gleichung des Mittelwertsatzes 
b 


[rndz = (b — a)r,($) 


das & noch von n abhängt. Ir 

738) Vgl. darüber II A1, Pringsheim, Nr. 85, p. 97. 

739) Legons calc. irfin. = Oeuvres (2) 4, p. 195. Exerc. de math. 1 (1826) 
= Oeuvres (2) 6, p. 80 dehnt Cauchy seine Behauptung: sogar ausdrücklich auf 
seine „außerordentlichen Integrale“ (vgl. hier Nr. 59c) aus. 

740) Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 31. 

741) J. €c. polyt. cah. 19 (1823), p. 591 = Oeuvres (2) 1, p. 556; Exerc. de 
math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 160. An der letzteren Stelle erwähnt er eine 
ihm von Ostrogradsky [vgl. Note 764] gemachte Bemerkung, daß sich so die 
Poissonsche Gleichung der Potentialtheorie (IT A7, Glch. (6)) begründen lasse 
(p. 174); auch für den Fall des logarithmischen Potentials (p. 170). Schon 
A. M. Legendre (Exerc.?’®) 2 (1817), p. 213; reprod. von Lacroix, Trait6 3 (1819), 
p- 500) war auf Fälle gestoßen, in welchen die Differentiation eines derartigen 
Integrals unter dem Zeichen auf Widersprüche führt. 

742) Differential- und Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 99. 

743) Cours d’analyse 1, Paris 1841, p. 265; 2, Paris 1840, p. 3. 

744) Arch. Math. Phys. 2 (1842), p. 276, 281. C. J. Bjoerling (Upsala n. a. 
13 (1847), p. 39) widerlegt das durch ein einfaches Beispiel. 
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durch Vertauschung der Reihenfolge der Grenzübergänge zu recht- 
fertigen versucht. A. A. Cournot”) redet nur von der gliedweisen 
Integration. von Potenzreihen und will den Beweis durch die Berück- 
sichtigung des Lagrangeschen Restglieds einer solchen Reihe vervoll- 
ständigen, übersieht aber dabei, daß der in diesem auftretende echte 
Bruch # von der Integrationsvariablen nicht unabhängig ist. M. Ohm") 
behandelt die gliedweise Differentiation und Integration von Potenz- 
reihen auf Grund seiner Auffassung von der rein formalen Bedeutung 
solcher Reihen als selbstverständlich. Selbst E. H. Dirksen, der in der 
Zerpflückung der Beweise in unglaublich viele mit peinlichster Schul- 
mäßigkeit durchgeführte Syllogismen geradezu schwelgt, stellt doch 
noch die falschen Behauptungen auf’#), man dürfe in einer Doppel- 
reihe die Reihenfolge der Summationen jedesmal vertauschen, wenn 
beide Anordnungen zu konvergenten Reihen führten, und also dürfe 
man unter der entsprechenden Voraussetzung überhaupt die Reihen- 
folge zweier Grenzübergänge vertauschen. Auch 0. Schlömilch, der 
sich doch sehr als Vorkämpfer für eine strenge Behandlung der Ana- 
lysis fühlte, nimmt einen Grenzübergang durchweg an den einzelnen 
Gliedern einer Reihe vor’*?). 

Auch A. de Morgan hat sich nicht zu der allgemeinen Erkenntnis 
durehringen können, daß die Vertauschung der Reihenfolge zweier 


745) Lecons de calcul differentiel et de calcul integral, red. principalement 
d’apres les methodes de M. A. L. Cauchy, 2, Paris 1844, p. 71, 74. Auch was 
Moigno ebd. 1 (1840), p.119 für einen Beweis der Vertauschbarkeit der Reihen- 
folge zweier Differentiationen ausgibt, behandelt die Vertauschbarkeit der Reihen- 
folge zweier Grenzübergänge als selbstverständlich. 

746) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 39. 

747) System der Mathematik 9, Nürnberg 1851, p. 88. 

748) Organon der transzendenten Analysis 1, Berlin 1845, p. 513, 609. Auf 
diese Sätze stützt sich seine zweite Behandlung des Grenzübergangs von der 
Binomial- zur Exponentialreihe (p. 614), während die vorangehende direkte Be- 
handlung dieser Frage (p. 576) einwandfrei ist. Der Beweis des Satzes 32, p. 516: 
Wenn eine Doppelreihe positiver Glieder bei einer Anordnung konvergiert, kon- - 
vergiert sie auch bei der andern, enthält denselben Schlußfehler, der Satz selbst 
ist aber richtig. 

749) Algebraische Analysis, Jena 1845, p. 155, 157, 161, 172, 246, 251, 258; 
auch die Reihenfolge zweier Summationen vertauscht er p. 263 ohne weiteres. 
Wenn er Arch. Math. Phys. 3 (1843), p. 278 zur Vorsicht bei der gliedweisen 
Integration unendlicher Reihen mahnt, so denkt er dabei nur an den Fall, daß 
die Reihe nicht im ganzen Integrationsintervall konvergiert. — Ganz verfehlt ist 
auch sein Schluß (Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 274): Wenn die 
Summe einer konvergenten Reihe stetiger Funktionen nicht selbst stetig wäre, 
müßte sie zwei Werte ®(a — ö) und (a + ö) haben, was dem Begriff der Kon- 
vergenz widerspräche. 
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Grenzübergänge nur unter bestimmten Bedingungen zulässig ist, obwohl 
ihm fast alle bis dahin aufgefundenen weiterhin zu besprechenden 
Beispiele, in welchen das nicht angeht, bekannt waren”°®); er benützt 
die Kenntnis solcher Erscheinungen fast nur, um die beim Rechnen 
mit divergenten Reihen und Integralen sich ergebenden Widersprüche 
auf sie zu schieben”®!). Bei Gelegenheit der doppelten Definition der 
höheren Differentialquotienten einer Funktion von einer Variablen 
durch einen einfachen oder einen wiederholten Grenzübergang wirft 
er zwar die Frage auf’): „can we get a clear idea of what we are 
Joing?“ und beantwortet sie durch eine richtige Untersuchung unter 
Benutzung des Mittelwertsatzes”°®); aber einer klaren Auffassung des 
allgemeinen Problems steht bei ihm die in Nr. 28 besprochene Un- 
bestimmtheit seines Funktionsbegriffes im Wege, namentlich außer den 
dort schon besprochenen „Postulaten“ noch das folgende’): „let it 
be granted, that whatever is true of any finite number of points, 
however great, is true of an infinite number of points.“ Daraufhin 
kommt er zu der Meinung, „eohtinuity of form“ sei garantiert, wenn 
an der Übergangsstelle alle Differentialquotienten „kontinuierlich zu- 
oder abnehmen“, und glaubt daraus folgern zu können, daß eine „dis- 
continuity of form“ in der Summe einer Reihe nur für solche Argu- 
mentwerte eintreten könne, für welche die Reihe divergiert. Auch 
sein angeblicher Beweis für die Vertauschbarkeit der Reihenfolge 
zweier partieller Differentiationen’®) beruht auf dem gewöhnlichen 
Trugschluß. 

Auch in Einzeluntersuchungen dieser Zeit ist derselbe Fehler 
häufig begangen worden. So meint z.B. @. Libri”), man könne den 
Wert von 0°, d.h. bei ihm, den von #* für 2=0, y=0 dadurch 
bestimmen, daß man in irgendeiner Darstellung von 2° durch eine 
unendliche Reihe zuerst y und dann x gleich Null setze. Obwohl dem- 
gegenüber ein Anonymus”°”) darauf hinweist, daß bereits Cauchy”®) 


750) Er sagt einmal selbst: „There is hardly any end of the known in- 
stances in which... changes of form... arise from alteration of the specific 
value of a constant“ (Cambr. trans 8, (1844), p. 189). 

751) Z.B. Differential and integral caleulus ?°”), p. 576. 

752) Ib. p. 76. 

753) p. 79. 

754) p. 231. 

755) p. 161. Die von ihm mit # bezeichnete Größe des Mittelwertsatzes hat 
an verschiedenen Stellen des Beweises verschiedene Bedeutung, er argumentiert 
' aber so, wie wenn sie überall dieselbe Bedeutung hätte. 

756) J. f. Math. 10 (1833), p. 305. 
757) Ebd. 11 (1834), p. 276. 
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richtig angegeben habe, dieser Ausdruck könne jeden positiven Wert, 
einschließlich O und + oo haben, so glaubt doch selbst A. F.Möbius’®), 
man könne zur Ermittlung seines Wertes x und y irgendwie als 
Funktionen einer und derselben dritten Variablen ansehen und diese 
Funktionen in erster Annäherung durch Potenzen ersetzen; und der 
erste Anonymus’®) sowie ein zweiter’®!) bestreiten wohl die Zulässig- 
keit dieser letzteren Annahme, haben aber gegen die erstere nichts 
zu erinnern. Ebenso liegen den Behauptungen von J. A. Grunert''®): 
die durch gliedweise Differentiation einer Potenzreihe entstehende 
Reihe konvergiere immer auch noch an der Grenze des Konvergenz- 
bereichs, wenn die ursprüngliche Reihe das tue — und von J. Dienger’®): 
die Maclaurinsche Entwicklung einer Funktion stelle diese immer 
wirklich dar, soweit sie konvergiere — unzulässige Vertauschungen 
der Reihenfolge von Grenzübergängen zugrunde. 

Inzwischen hatten sich aber die Beispiele dafür gehäuft, daß eine 
solche Vertauschung unter Umständen zu teils sinnlosen, teils geradezu 
falschen Resultaten führen könne. "Vor allem gehören hierher die 
Integralformeln (486)—(488), (490), (492), in denen der Grenzüber- 
gang für den Parameter x (bzw. r,a,b) zu einem Werte, von welchem. 
anstatt des einen der rechtsstehenden Ausdrücke ein anderer zu setzen 
ist, mindestens von der einen Seite her zu einem falschen Resultat, 
die Differentiation unter dem Zeichen zu divergenten Integralen führt; 
ferner das schon’®!) erwähnte Paradoxon der Potentialtheorie sowie 
auch die Tatsache, daß das Potential eines ausgedehnten Körpers in 
inneren Punkten nicht der Laplaceschen, sondern der Poissonschen 
Differentialgleichung genügt’). 


758) Analyse algebrique, Paris 1821, p.29 = Oeuvres (2) 3, p. 69. 

759) J. f£. Math. 12 (1834), p. 136. 

760) Ebd. p. 293. 

761) Ebd. p. 292. 

762) J. f. Math. 25 (1843), p. 241. Der Fehler liegt in der unzulässigen Aus- 
führung des Grenzübergangs vom Differenzen- zum Differentialquotienten an den 
einzelnen Gliedern der Reihe. 

763) Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 94. Der „Beweis“ enthält auch noch 
andere Fehlschlüsse. 

764) Vgl. IIA7b, Burkhardt- Meyer, Nr. 8, p: 469. Zu den Literaturangaben 
dort kann für unsere gegenwärtigen Zwecke noch nachgetragen werden: M. Pagani 
(J. f. Math. 12. (1834), p. 342) verfährt wie Poisson. Er behandelt auch den Fall, 
daß der Aufpunkt in der Oberfläche des anziehenden Körpers liegt; dabei ver- 
mischt er jedoch in eigentümlicher Weise die Begriffe des unendlich Kleinen im. 
Sinne der Differentialrechnung und des physikalisch sehr Kleinen. Übrigens be- 
merkt er bereits, man müsse besonders zeigen, daß die mehrfachen Integrale, 
durch die sich die Kraftkomponenten ausdrücken, immer gleich den Ableitungen 
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Dann hat N. H. Abel Cauchys Behauptung’), die Summe einer 
konvergenten Reihe stetiger Funktionen sei selbst immer stetig, durch 
‚den Hinweis auf die Reihe (111) widerlegt, deren Summe jedesınal 
springt, wenn x gleich einem ungeraden Vielfachen von x ist’®%). 
‚Andererseits hat er zuerst einen einwandfreien Beweis des folgenden 
spezielleren Satzes gegeben’): Wenn eine Potenzreihe Ia,r* auch 
noch für r—= 1 konvergiert, so ist ihre Summe auch noch für r=1 
eine stetige Funktion von r. Wenn er aber weiter behauptet’): 
Wenn die einzelnen Glieder der Reihe Sp,(z)r” stetige Funktionen 
von x sind und r absolut kleiner als die Konvergenzgrenze genommen 
wird, so ist die Reihensumme eine stetige Funktion auch von 2, — 


des Potentials nach den Koordinaten sind. Einen genaueren Beweis der Poisson- 
schen Gleichung hat zuerst M. Ostrogradsky zu geben versucht (Petersb. mem. (6) 
1 (1831), p. 39 (von 1828)); er sieht, daß man ein bestimmtes Integral nicht ohne 
weiteres nach einem Parameter a differentiieren darf, wenn die zu integrierende 
Funktion für <= a unendlich groß wird und dieser Wert dem Integrations- 
Intervall angehört; die weitere Durchführung ist aber ungenügend (die von ihm 
benutzten Integrale sind nicht konvergent) und führt nur infolge eines zweiten 
Versehens (er übersieht, daß er die beiden andern auftretenden Ableitungen 


ebenso wie as behandeln müßte) zum richtigen Resultat. Vgl. auch Note 741. 


765) J. E Math. 1 (1826) — Oeuvres 1, p. 224. Vgl. dazu seine Briefe an 
Holmboe und an Hansteen aus demselben Jahre, Oeuvres 2, p. 258 (hier noch 
die Bemerkung, daß gliedweise Differentiation von (111) zu der divergenten 
Reihe (25) führt) und p. 263. Seine wohl damit im Zusammenhang stehende 
Absicht, eine Abhandlung über die Entwicklung „stetiger und unstetiger“ Funk- 
tionen in trigonometrische Reihen in den Ann. de math. zu veröffentlichen (Brief 
an Holmboe, ib. p. 261), hat er nicht ausgeführt. 

766) Oeuvres 1, p. 223. Wenn E.@..Bjoerling (Upsala n. acta 13 (1847), 
p. 156) Abels Schlußweise kritisiert, so übersieht er, daß bei Abel die Funktion 
f(r) überhaupt nur durch die Reihensumme definiert ist, so daß man, wenn die 
Stetigkeit der letzteren feststeht, die Stetigkeit von /(r) nicht mehr, wie Bjoer- 
ling meint, noch besonders unter die Voraussetzungen aufnehmen muß. Sein 
Beweis der gleichmäßigen Konvergenz einer Potenzreihe (p. 158) ist allerdings 


insofern der Abelschen Formulierung vorzuziehen, als er nicht wie Abel sogleich 
n+m 


von dem Rest der Reihe, sondern nur von dem Restabschnitt Da, r” redet. 


Wegen anderer gegen Abels Beweis bzw. gegen seinen Beweis re "dabei be- 
ee Hilfssatzes, erhobener Einwände vgl. man die Note von L. Sylow, Oeuvres 

‚P- 302. J. f. Math. 2 (1827), p. 286 — Oeuvres 1, p. 618 stellt Abel die Auf- 
Me lim a r” zu bestimmen, wenn man nur weiß, daß die Reihe für0o<r<1 


r=1 


konvergiert. 

767) Oeuvres 1, p. 224; vgl. die Note von Sylow, Oeuvres 2, p. 308. Die 
Notizen aus dem Nachlaß, Oeuvres 2, p. 202, enthalten noch denselben Fehl- 
schluß; übrigens führt Abel hier die Reihe (15) als Beispiel dafür an, daß an 
der Grenze der Konvergenz für r der Satz jedenfalls nicht mehr allgemein gilt 
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so setzt er beim Beweise stillschweigend noch voraus, daß die sämt- 
lichen p,(x) unterhalb einer und derselben endlichen Grenze bleiben ?®). 

Weiter hat A. de Morgan’®) bemerkt, daß aus dem Verschwinden 
aller Glieder einer Reihe nicht auf das Verschwinden ihrer Summe 
geschlossen werden kann; speziell’), daß aus 


(505) lim / 9,(@)dx — 0 
a=» N} 


nicht auch 
(506) im [ D’y,( ddr — 0 
AR Ne 


folgt; J. Liowville”"), daß die Differentiation zu beliebigem Index 
(vgl. hier Nr. 108) unter dem Integralzeichen nicht immer zu richtigen 
Resultaten führt. 

J. M. O. Duhamel hat um dieselbe Zeit sogar schon ganz allgemein 
auseinandergesetzt”’?): es sei doch geometrisch ganz selbstverständlich, 
daß eine veränderliche Kurve sich einer festen unbegrenzt nähern 
kann, ohne daß deswegen sich die Tangentenrichtungen der ersteren 
denen der letzteren zu nähern brauchen. | 

Ausdrücklich ausgesprochen finde ich den Satz, daß die Reihen- 
folge zweier Grenzübergänge nicht ohne weiteres vertauscht werden 
darf, zuerst bei E. H. Dirksen”"®), und zwar in der Form 


(507) lim [lim »(k, h)] nicht notwendig — lim y(h, h). 
k=0 h=0 h=0 
Aber systematisch hat doch erst P. @. Lejeune-Dirichlet auf die Reihen- 


768) A. Pringsheim, Münch. Ber. 1897, p. 354, zeigt, daß die Behauptung 
auch noch richtig bleibt, wenn es einen positiven Exponenten p von der Art gibt, 
daß |n-Py,(x)r”| unterhalb einer endlichen Grenze bleibt, und zeigt durch ein 
Beispiel, daß sie nicht mehr richtig bleibt, wenn auch diese Bedingung nicht 
mehr erfüllt ist. 

769) Elementary illustrations of the diff. and integr. calc., Lond. 1832, p. 33; 
Diff. and integr. calc., Lond. 1836/41, p. 70. 

770) Diff. and. integr. calc., p. 576. 

771) J. ec. polyt. cah. 21 (1832), p. 125. 

772) J. &c. polyt. cah. 22 (1833), p. 76. Da seine Untersuchung nach einem 
andern Ziel gerichtet war, zieht er nicht ausdrücklich den Schluß: also darf 
man die Reihenfolge einer Differentiation und eines andern Grenzüberganges 
nicht vertauschen. 

773) Berlin Abhandl. 1827[30], p. 110. Als Beispiel führt er 

k’+-h 
y(k,h) = rer 
an. Daß er die Konsequenzen dieser Erkenntnis nicht voll gezogen hat, ist schon 
oben (748) besprochen. 
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folge von Grenzübergängen geachtet: nicht nur in den uns unmittelbar 
angehenden, hier in Nr. 37 zu besprechenden Untersuchungen, sondern 
auch bei der an der Spitze seiner Anwendungen der Analysis auf die 
Zahlentheorie (vgl. 103, P. Bachmann, Nr. 2, p. 642) stehenden Dis- 

kussion des Grenzwertes '*) | 


(508) lim D'n-1e. 

e=0 =1 
Daran anschließend hat dann .J. Liouville’”) die Notwendigkeit, darauf 
zu achten, auch bei elementaren Fragen, wie bei der Untersuchung des 
Grenzwertes 


(509) lim (1+ „)' 


zur Geltung gebracht. Auch W. R. Hamilton achtet sorgfältig auf die 
Reihenfolge von Grenzübergängen, wo es auf sie ankommt”), wenn 
er auch keine allgemeinen Auseinandersetzungen darüber gibt. 

Im Lauf der vierziger Jahre ist dann die Unzulässigkeit der Ver- 
tauschung der Reihenfolge zweier Grenzübergänge noch in andern 
Fällen bemerkt worden. So hat 0. .J. Malmsten’””) an dem Beispiel 


© 
1—rcox dx z 1 
(510) Ann re a Ihi—re 


774) Berl. Abhandl. 1837 [39], p. 50 = Werke 1, p. 319; J. f. Math. 19 (1839), 
p- 826 = Werke 1, p. 414. Damit in Zusammenhang steht auch Dirichlets Unter- 
scheidung unbedingt und nur bedingt konvergenter Reihen (Berl. Abhandl. 1837, 
p. 49 = Werke 1, p. 318; J. f. Math. 19 (1839), p. 330 — Werke 1, p. 419) und 
Integrale (Berl. Abhandl. 1839, p. 63 = Werke 1, p. 395); sie findet sich übrigens 
vorher schon bei A. Cauchy, Resumes analytiques, Turin 1833 — Oeuvres (2) 10, 
p- 69. Vgl. IA3, Pringsheim, Nr. 831—88, p. 91—96. 

775) J. de math. 5 (1840), p. 280; reproduziert von J. A. Grunert, Arch. 
Math. Phys. 1 (1841), p. 205. Wenn Moigno, Lecons de calcul differentiel, red. 
d’aprös les methodes de M. A. L. Cauchy, Paris 1840, p. XXII und p. 3 dem 
gegenüber Cauchys Darstellung verteidigt, so übersieht er, daß diese, wie Grunert 
mit Recht bemerkt, die Existenz des Grenzwerts nicht beweist, sondern voraus- 
setzt. Auch was Th. Wiltstein (Arch. Math. Phys. 3 (1843), p. 327) und O. Werner 
(ebd. 22 (1854), r 268) beibringen, trifft den Kernpunkt der Frage nicht: daraus 


allein, änß (1+-, +— " für große n zwischen 2 und 3 liegt, kann die Existenz eines 





Grenzwerts nicht en werden. Eine einwandfreie Darstellung des Grenz- 
übergangs von der Binomial- zur Exponentialreihe überhaupt, nicht nur des spe- 
ziellen Falles (509), finde ich zuerst bei E. H.Dirksen, Organon der transzen- 
denten Analysis, Berlin 1845, p. 576. Die Unabhängigkeit des r von u wird hier 
ausdrücklich hervorgehöben und bewiesen. Bald darauf hat auch Cauchy selbst 
eine solche Darstellung gegeben (exerc. d’anal. 4 (1847), p. 236). 
776) Z.B. Dublin trans. 19 (1843), p. 272. 
Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 64 
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erkannt, daß die Entwicklung eines Integrals nach Potenzen eines 
Parameters (hier r) an der Grenze der Konvergenz (hier r = 1) nicht 
immer den richtigen Wert des Integrals liefert, selbst wenn sie kon- 
vergiert; sein Versuch freilich, für Integrale der Formen 


1—r cos .) f(x)dx 
(511) fi r sin x ee cax+r? 


allgemein die Bedingungen anzugeben, unter welchen das wirklich der 
Fall ist, kann nicht als durchweg gelungen angesehen werden ’”®), 
Ferner haben 0. J. Björling”®) die gliedweise Differentiation und P. 
L. Tschebyscheff'®°) die gliedweise Integration einer unendlichen Reihe 
für einer besonderen Rechtfertigung bedürftig erklärt. J. R. Young hat 
zwar noch behauptet”®'), ein Resultat gliedweiser Differentiation einer 
unendlichen Reihe könne nie absurd ausfallen, wenn die Absurdität 
nicht schon am einzelnen Reihenglied zutage tritt; doch eind im Verlaufe 
einer daran anknüpfenden Polemik zwischen ihm’®?) und R. Moon’®®) 





777) Upsala n. a. 12 (1844), p. 174. 

778) Seine Integralabschätzungen, obwohl von derselben Art, wie diejenigen 
Dirichlets (Nr. 37), sind doch nicht so sorgfältig durchgeführt; auch setzt er 
voraus, eine Funktion, die an irgendeiner Stelle Null wird, werde dort immer 
von bestimmter Ordnung Null. — M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnberg 
1852, p. 156, begnügt sich mit der Bemerkung, daß die Gleichung (510) fürr=1 
nicht mehr gilt. 

779) Upsala n. a. 12 (1844), p. 340. 

780) J. f. Math. 28 (1845), p. 283 — Oeuvres 1, p. 14. Er gründet darauf 
Zweifel an der Allgemeingültigkeit des Fundamentalsatzes der Cauchyschen 
Funktionentheorie (Nr. 35). 

781) Dubl. proc. 3, (1846), p. 37; phil. mag. (3) 28 (1848), p. 214. Wie er 
es meint, erläutert er an der zweiten Stelle an dem Beispiel der Reihe (111): 
Die Unbestimmtheit des Zählers in einem sehr entfernten Glied werde durch den 
Nenner n „rendered nugatory“; durch die Differentiation komme sie wieder zum 


Vorschein. — Statt lim f(x) schreibt er f (1 -5) und unterscheidet das hierin 
a1 


auftretende oo von dem oo’, das die Anzahl der mitgenommenen Reihenglieder aus- 
drückt (Phil. mag. (3) 27 (1845), p. 362; 28 (1846), p. 11; auch Cambr. trans. 8, 
(1847), p. 430); damit streift er die Erkenntnis, daß die Redeweise des Rechnens 
mit unendlich kleinen und unendlich großen Zahlen zur Behandlung solcher 
Fragen nicht ausreicht; aber man kann mit seinen Symbolen doch nicht so 
rechnen, wie er es tut. — Er schlägt vor (Phil. mag. (3) 27, p. 365) den Terminus 
„neutral series“, den Ch. Hutton und nach ihm andere englische Mathematiker 
für oszillierende Reihen überhaupt gebraucht hatten, auf den Fall zu beschränken, 
daß eine solche Reihe an und für sich, nicht als Grenzfall einer andern Reihe 
betrachtet wird. 
782) Phil. mag. (3) 27 (1845), p. 440; Cambr. trans. 8, (1847), p. 429; vgl. 
auch p. 440 die Bemerkungen betr. den Grenzübergang von (14) zu (144) und (145). 
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beide zu der Erkenntnis der Tatsache gekommen, daß die Summe der 
Grenzwerte der Glieder einer Reihe von dem Grenzwert der Reihen- 
summe wohl zu unterscheiden ist. Immerhin ist bei beiden nur von 
Fällen die Rede, in welchen die erstere Summe divergiert. Ent- 
sprechende Bemerkungen finden sich dann bei beiden auch für be- 
stimmte Integrale’®). Auch O. Schlömilch ist bald zu schärferen An- 
schauungen gekommen; so findet sich bei ihm eine einwandfreie Be- 
handlung der Zahl e’®#); die Auseinandersetzung, daß man eine Reihe 
nicht ohne weiteres gliedweise differentiieren dürfe, indem eine Summe 
„von einer unendlichen Menge von Größen, die der Grenze Null zueilen“, 
auch sehr beträchtlich ausfallen könne’®), daß F fr, z)da fürr—=0 
nicht null zu sein braucht, auch wenn f(0, x) im allgemeinen gleich 
null ist’); daß man ein Integral nicht ohne weiteres unter dem 
Zeichen differentiieren könne’®). F. Arndt bemerkt nicht nur das 
letztere, sondern auch überhaupt, daß man einen Grenzübergang an 
einem Integral nicht immer unter dem Zeichen vollziehen dürfe, und 
erläutert das an Integralen der Art, wie sie hier in Nr. 59 besprochen 
werden’®®). Auch widerlegt er Dirksens Behauptung ”®) durch ein 
einfaches Beispiel’). 

783) Phil. mag. (3) 28 (1846), p. 136, 140. Seine Ausdrucksweise ist höchst 
ungeschickt; die Polemik zwischen beiden scheint gerade dadurch so bitter ge- 
worden zu sein, daß sie dasselbe meinen, es aber verschieden ausdrücken. 

784) Young, Phil. mag. (3) 27, p. 440; Cambr. trans. 8,, p. 484; Moon, 
Phil. mag. (8) 28, p. 141. 

785) Ditferentialrechnung, Greifswald 1847, p. V. 

786) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 756. Die Art, wie er dabei das Zeichen 
lim (ne) gebraucht, wird man freilich nicht als befriedigend ansehen können. 
J. Dienger will das ebd. 11 (1848), p. 38, durch Berufung auf den Satz von 
Dirksen widerlegen, der aber, wie oben 748) bemerkt, selbst nicht allgemein 
richtig ist. Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 116 hatte Schloemilch noch 
selbst den Schluß: „wodurch sich &, also auch rR der Null nähert.“ 

787) Integralrechnung 1, Greifswald 1848, p. 121. 

788) Ebd. p. 104, 140; analyt. Studien 1, Leipz. 1848, p- 6. Er scheint 
doch nur an Fälle gedacht zu haben, in welchen man dadurch ein divergentes 
Integral erhalten würde. Wenn D. Bierens de Haan, Arch. Math. Phys 13 (1849), 
p- 221, sich auf Schloemilchs Darstellung beruft, um behaupten zu können, daß 
die Differentiation unter dem Zeichen bei endlichen Grenzen immer zulässig sei, 
so begeht er dabei ein Versehen: in seiner Gleichung (Z) müßte / statt @ stehen, 
und f ist nicht von x unabhängig. 

789) Arch. Math. Phys. 11 (1848), p. 72, 82. Er scheint seltsamerweise 
zu meinen, dergleichen könne nur eintreten wenn eine der Integrationsgrenzen 
0[!] oder oo ist. 

790) Ebd. p. 319. 

64* 
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Durch alle diese Bemerkungen und Beispiele was zwar genügend 
dargetan, daß man die Reihenfolge zweier Grenzübergänge nicht unter 
allen Umständen vertauschen dürfe; aber damit hatte man noch keine 
Antwort auf die Frage, unter welchen Umständen das denn erlaubt 
sei. Eine solche ist erst 1847 ziemlich gleichzeitig von mehreren 
Seiten für die spezielle Frage nach der Stetigkeit der Summe einer 
Reihe stetiger Funktionen gegeben worden. E. @. Björling””') erklärt, 
man dürfe. daraus, daß eine Reihe „convergens x quälibet datä usque 
ad limitem quendam x = X“ nicht schließen, sie sei auch „convergens 
uno tenore, etiamsi x indefinite ad X adpropinquare fingatur“. Nach- 
her gebraucht er aber bei der Formulierung seiner Sätze doch wieder 
bloß das Wort convergens, wo er seiner Bemerkung gemäß „con- 
vergens uno tenore“ sagen müßte, und glaubt dann sagen zu dürfen: 
der Index », von dem an der Rest der Reihe kleiner als eine gegebene 
Größe ist, „alius est aliis x in genere; at talis semper (aut plures) x 
existit, cui respondeat maximus n“. 

Klarer als von Björling sind diese Verhältnisse gleichzeitig von 
Ph. L. Seidel”) und von @. @. Stokes"??) dargelegt worden. Sie setzen 
beide, ersterer ausführlich, letzterer knapper auseinander, daß aus den 
Ungleichungen 


12) |. +9) —-s@|l<e In@l<s n@+g|<e 


auf 
5) |Ga+9+na +9) — (+ rw) |<3e 


nur dann geschlossen werden kann, wenn es möglich ist, zu gegebenem & 
einen von x unabhängigen Wert von n zu bestimmen, für den diese 
Ungleichungen bestehen. Wenn das nicht der Fall ist, sagt Seidel: 
die Reihe konvergiert an einer solchen Stelle „beliebig langsam“, 
Stokes: „unendlich langsam“. Die Darstellung bei Seidel hat den 
Vorzug, daß er bestimmt von dem kleinsten » redet, von dem an die 
Ungleichungen bei gegebenem & erfüllt sind; infolgedessen kommt er 
nicht wie Stokes zu der falschen Behauptung, bei einer unendlich langsam 
konvergenten Reihe müsse die Summe immer eine Unstetigkeit auf- 
weisen, sondern läßt das ausdrücklich dahingestellt sein. Dagegen 
tritt bei Stokes klarer als bei Seidel hervor, daß die Frage nicht 
isoliert steht, sondern sich der allgemeinen Frage nach der Zulässig- 


791) Upsala n. acta 13 (1847), p. 66, 156. 

792) Münch. Abhandl. 5, (1848), p. 381 (mit Anmerkungen von H. Lieb- 
mann, Leipz. 1900); p. 393 auch einige Andeutungen über entsprechendes Ver- 
halten von Integralen. 

793) Cambr. trans. 8, (1849) = papers 1, p. 279. 
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keit der Vertauschung der Reihenfolge zweier Grenzübergänge unter- 
ordnet; auch gibt er ein Beispiel einer Reihe rationaler Funktionen, 
die an einer Stelle unendlich langsam konvergiert. 

Übrigens muß (. Weierstraß den Begriff der „gleichförmigen“ 
oder „gleichmäßigen“ Konvergenz schon geraume Zeit früher besessen 
haben: In zwei aus den Jahren 1841 und 1842 stammenden, erst viel 
später veröffentlichten Abhandlungen gebraucht er diese Termini ohne 
Erklärung’). 

Anhangsweise sei noch ein späterer Aufsatz Cauchys’”) erwähnt, 
in dem er abermals behauptet, man dürfe in einer Doppelreihe die 
Glieder in beliebiger Weise zu Teilsummen zusammenfassen; doch 
leidet die dabei benutzte Definition der Konvergenz einer unendlichen 
Doppelreihe Mangel an Präzision, jedenfalls ist sie enger als die ge- 
wöhnliche. Bald darauf setzt er aber auseinander’®), daß man die 
Glieder einer divergenten Doppelreihe unter Umständen in eine kon- 
vergente Reihe konvergenter einfacher Reihen umordnen könne; z.B. 
konvergiert die Entwicklung von (1 — x — y)-! nach.Potenzen von 
x und y nur so lange, als |xy| <4 ist; aber Umordnungen der er- 
wähnten Art sind z.B. möglich, wenn |x|, |y| und |e-+y| alle drei 
<1 sind. .Eine so erhaltene Summe nennt er’®”) die syntagmatische 
Summe der vorgelegten divergenten Reihe und eine derartige Reihe 
dann’®) auch selbst eine syntagmatische Reihe; er zeigt’) daß eine 
solche Reihe die Funktion, aus deren Entwicklung sie entstanden ist, 
wirklich darstellt, solange diese [und ihre Ableitung] stetig bleibt. 
Übrigens gibt er®®) um dieselbe Zeit noch einen gänzlich ungenü- 


7194) Werke 1, Berlin 1894, p. 67, 68, 70 („gleichmäßig“), 73, 81 („gleich- 
förmig“). In einer andern Abhandlung derselben Zeit (ebd. p. 58) integriert er 
allerdings eine Potenzreihe gliedweise über einen zu ihrem Konvergenzkreis 
konzentrischen kleineren Kreis, ohne ausdrücklich von der Gleichmäßigkeit der 
Konvergenz zu reden. j 

795) Paris C.R. 19 (1844), p. 1433 = Üeuvres (1) 6, p. 386. Er gibt als 
Konvergenzbedingung: die aus irgendwelchen Gliedern der Reihe. gebildete 
Teilsumme soll unendlich klein werden, wenn ihre Glieder alle zu unendlich 
großen Werten der Indizes gehören. So wie es ausgedrückt ist, muß man glauben, 
er meint „aller Indizes“; richtig sind aber seine Behauptungen nur, wenn man 
versteht: wenn in jedem Glied mindestens ein Index hinlänglich groß ist. 

796) Paris C. R. 20 (1845), p. 329 = Oeuvres (1) 9, p. 20. Weniger voll- 
ständig und von der entgegengesetzten Seite her aufgefaßt schon resumes ana- 
Iytiques, Turin 1833 = Oeuvres (2) 10, p. 75. 

797) Ib. p. 382 = 39. 

798) p. 463 — 54. 

799) p. 474 — 65. 

800) Exerc. d’anal. 3 (1844), p. 38, 43. 
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genden Beweis dafür, daß die Reihenfolge zweier Differentiationen oder 
überhaupt zweier Differentialoperationen umgekehrt werden kann. Erst 
ganz spät®!) nimmt er den Satz, daß die Summe einer unendlichen 
Reihe stetiger Funktionen nicht selbst stetig zu sein braucht, auch 
seinerseits auf. 


30. Exkurs betr. die Diskussion über die den Zeichen cos 00 
sin 00 beizulegende Bedeutung. Im Verlaufe der Diskussionen über 
den Gültigkeitsbereich des Satzes von der Entwickelbarkeit einer will- 
kürlichen Funktion in eine trigonometrische Reihe ist wiederholt die 
Frage aufgetaucht, was unter den Zeichen sin 00, cos oo zu verstehen 
sei. Schon J. L. Lagrange hat einerseits behauptet°®®), für m = 00 sei 


(514) sinmaz—=(0, csmaı=-1, 


andererseits®®) — was übrigens ziemlich auf dasselbe herauskommt — 
es sei dann | 
(515) sin (m + 1)x — sin mz = 0 


mit der Bemerkung: „on suppose que 1 s’&vanouisse aupres de m“. 
J. d’ Alemberts Einwänden®%) hat er zunächst entgegengehalten®"°), bei 
ihm sei m eine ganze Zahl gewesen — [was: übrigens nicht einmal 
richtig war] — später aber®®) behauptet, für m = © dürfe man mx 
immer als eine ganze Zahl ansehen. Auch $. K’lügel®") und Bidone®®) 
benutzen die Gleichungen (514) ohne weiteres. 8. F. Lacroiz ist schon 
zaghafter: er setzt sinmx für m = oo nicht geradezu gleich Null, 
sondern bemerkt nur, das sei für unendlich viele Werte von x, näm- 


801) Paris C. R. 86 (1853), p. 186 = Oeuvres (1) 12, p. 33. Aus seiner 
Deduktion erkennt man, daß er den springenden Punkt — die Notwendigkeit, 
daß man n von x unabhängig muß annehmen können — vollständig erkannt 
hat; die Formulierung der Sätze leidet aber darunter, daß er sich auch jetzt 
noch nicht entschließen kann, auf die Ausdrucksweise des Rechnens mit unend- 
lich kleinem zu verzichten. 

802) Taur. mise. 1 (1759) = Oeuvres 1, p. 102. 

803) p. 111. — 8. D. Poisson zeigt, daß man schon bei Beschränkung von x 


auf ganzzahlige Vielfache von m und von m auf ganze Zahlen n verschiedene 


Werte dieser Differenz für m = © herausrechnen könne (J. €c. polyt. cah. 19 
(1823), p. 407); J. Challis (Cambr. trans. 3, (1830), p. 270) bemerkt, man könne 
sich von der Unrichtigkeit der Gleichung (515) überzeugen, indem man ihre linke 
Seite in ein Produkt verwandle. 

804) Opuscules math. 1 (1761), p. 68. 

805) Taur. mise. 2, 1760/61 = Oeuvres 1, p. 322. 

806) Me6canique analytique, (2° &d.) Paris 1811 = Oeuvres 11, p. 427. 

807) Math. Wörterbuch 2, Leipz. 1805, p. 587. 

808) Torino mem. 5 (1811/12), p. 288. 
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lich für alle zu x kommensurablen, richtig, und verifiziert dann die 
unter dieser Annahme sich ergebenden Resultate unter Zugrunde- 
legung der Bernoullischen Auffassung oszillierender Reihen (Nr. 4)®®). 
Erst A. Cauchy®'°) erklärt wieder mit Bestimmtheit, sin oo, cos oo 
könnten jeden Wert des Intervalls (—1,..., +1) haben. 

$. D. Poisson setzt in einer seiner frühesten Abhandlungen®"') in 
den Integralen: 


© b 
i °  ,„feos b’La: 
(516) f: ’ (In )ardz — 2 
> b?La® 
b=0( und erhält so die Gleichungen: 
(517) fe axdz = (0, fs axdz = - 
0 0 ; 


Später wiederholt er das mit dem Zusatz, daß es für a=0 nicht 
mehr gelte und mit der Erläuterung®!?): diese Integrale hätten analog 
wie die entsprechenden unendlichen Reihen (Nr. 4) nur dann bestimmte 
Werte, wenn man sie als Grenzwerte anderer Integrale auffasse. Man 
erhalte übrigens dieselben Werte, wenn man (für das erste Integral) von 


(518) fe cosaxdx oder von Sr ar 
ö 


0 

ausgehe. Man komme dadurch auf den Gedanken, daß Entsprechendes 
allgemein gelten müsse; aber es werde wohl sehr schwierig sein, das 
zu beweisen. Er benutzt die Gleichungen dann mehrfach®!?) in Fällen, 
in welchen nachher noch eine Integration in bezug auf a vorzunehmen 
ist®!4); auch als Zwischenglied der Rechnung bei der Ableitung des 
Wertes konvergenter Integrale. 

@G. Plana gewinnt von den Gleichungen (517) die erste aus (938) 
durch Differentiation nach a®"), die zweite®!®) auf demselben Wege 


809) Trait& des differences et des series, Paris 1800, p. 147 = Thraite du 
calcul differentiel et du calcul integral, (2° &d.) 3, Paris 1819, p. 158. 

810) Analyse algebrique, Paris 1821 = Oeuvres (2) 3, p. 52. 

811) J. Ec. polyt. cah. 16 (1813), p. 221; ib. 18 (1820), p. 307 macht er da- 
von bei weiteren Rechnungen Gebrauch. 

812) Ib. 19 (1823), p. 431; im wesentlichen ebenso Paris’'m&m. 6 (1823[27]), 
p- 596 (von 1826). 

813) J. Ec. polyt. cah. 19 (1828), p. 77, 467. 

814) Ib. 18 (1820), p. 302, 307; 20 (1831), p. 237. 

815) Torino mem. 23 (1818), p. 10 (von 1816). 

816) p. 38. 
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wie Poisson. Er macht dann mehrfach®!?) von ihnen Gebrauch, um 
von andern divergenten Integrälen die divergenten Bestandteile ab- 
zutrennen. 

P. Paoli®!?) hält die Gleichungen (517) durch den Grenzübergang 
zu b=( nicht für genügend begründet; er meint, man müßte dann 
auch die Riehtigkeit der Gleichungen 
(519) | sino—=(, csoßo—( 


annehmen, was doch wieder mit der Identität cos®z + sinxz—=1 in 
- Widerspruch stehe. Immerhin könne man diese Gleichungen in dem 
Sinne gelten lassen, daß ihre rechten Seiten die arithmetischen Mittel 
aus den sämtlichen möglichen Werten der linken vorstellten. Dann 
müsse man aber in demselben Sinne auch die Gleichungen 





(520) Sr cos sag — 0 
und folglich auch | 

cos &d& 
(521) r ie == () 


für richtig erklären; und letzteres widerspreche wieder der@leichung (847). 
G. Frullani®"”) erhält aus der Identität 


: DER 
(622) [FO —0—FE+9)at 


durch die Annahme F(&) = cos z&: 





x 


2 RR 0 cos xp) eosa&d& + sinzp ) sinzddE; 
$p 
d 0 


und indem er hier die Faktoren von cos xp und sin xp beiderseits 
einander gleich setzt, wieder die Gleichungen (517). 
J. L. Raabe®®) ersetzt die Integrale (517), nach Einführung eines 


817) p. 87,38; ebenso @. Piola, Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 627; G. Frullans, 
ib. p. 672; Poisson, J. Ec. polyt. cah. 20 (1831), p. 237. 

818) Mem. soc. ital. 20 (1828), p. 169. A. de Morgan calculus ?°”) p. 576; 
Cambr. trans. 8, 1844, p. 190 und J. L. Raabe, Differentialrechnung ’®), 1, p. 841 
erklären den Schluß von (520) auf (521) oder auf andere derartige Gleichungen 
für unzulässig: die Summe unendlich vieler unendlich kleiner Größen könne 
endlich sein. 

819) Ib. 20 (1831), p. 457 (von 1829). 

820) J. f. Math. 15 (1836), p. 362; ebenso Differential- und Integralrechnung 
1, Zürich 1839, p. 310; p. 319 Verallgemeinerung auf den Fall, daß unter dem 
Zeichen p trigonometrische Funktionen von mehr als zwei zu x proportionalen 
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Konvergenzfaktors, durch unendliche Reihen und benutzt dann für 

diese die unter’®) besprochene Schlußweise; so kommt er auch seiner- 

seits auf die Gleichungen (517). Die Anwendung desselben Verfahrens 

auf allgemeinere Integrale führt ihn zu der Behauptung, es sei jedesmal 
2kn 


(524) /» (sin ax, cos bx)dz = — sn, Jpein ax, cosbx)xcde, 
0 0 ; 
wenn 
2krn 
(525) Spin az, cos b2)dz — 0 
ö 





sei. ' 
Nachher®®!) will er sich von der Richtigkeit der Gleichungen (519) 
oder wie er schreibt 

(526) lim cos x = lim sin x = 0 

auch direkt überzeugen. Er geht von 

(527) emzi — cog"z(l + itg x)" 

aus, entwickelt rechts in die Binomialreihe und glaubt diese für m = oo 


durch die Exponentialreihe ersetzen zu dürfen; so kommt er zu der 
Behauptung, für unendlich große m sei: 

(528) emzi — cos”x [cos(m tg x) + i sin (m tg «)] 

aus der allerdings das gewünschte folgen würde. Übrigens meint er, 
die entsprechenden Grenzwerte der Potenzen von cos x und sin 
müsse man dadurch bestimmen, daß man diese Potenzen erst durch, 
die Funktionen der Vielfachen von x ersetze®??); dann komme man 
auch zu keinem Widerspruch mit der Identität cos? + sin’z = 1. 


Argumenten stehen. — J. f. Math. 23 (1842), p. 105 (von 1840); 25 (1843), p. 162 
stellt Raabe analoge Untersuchungen für Integrale der Form 


J» (sin ax, cos d.) 


0 
an; die Jakob Bernoullische Funktion, Zürich 1848, p. 36, für Integrale der Form 


© 
Se» (sinazx, cosbx)dx 
ö 


mit positiven ganzzahligen Exponenten m. 

821) J. f. Math. 17 (1837), p. 219; Differential- und Integralrechnung 1, 
p. 234. Ebenso A. de Morgan, Cambr. trans. 8, (1844), p. 208. 

822) J. f. Math. 25 (1843), p. 169 macht er von den so gewonnenen Grenz- 
werten dieser Potenzen Gebrauch, um die Entwicklung der Funktion are sin x 
nach Potenzen von x aus deren Darstellung durch ein bestimmtes Integral durch 
Reihenentwicklung und Grenzübergang unter dem Integralzeichen abzuleiten [!). 
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Später®®®) gibt er zu, daß diese Ableitung „nicht frei von jedem 
Einwurfe dasteht“; da er die Existenz eines Grenzwerts bewiesen zu 
haben glaubt®®), so schließt er jetzt folgendermaßen: Wenn der Grenz- 
wert von 0 verschieden, z.B. positiv wäre, so müßte die Funktion für 
alle hinlänglich großen Werte des Arguments positiv sein. 

Noch später®®®) hat Raabe noch folgenden merkwürdigen Schluß: 
Er transformiert das Doppelintegral 





(529) Sf eos (x? — y’)dady 
66 

durch Einführung neuer Integrationsvariablen vermöge: 

v cos?! u v sin? u 
(530) an cos zu ” - cos 2u 
in: 
(531) 4B(4, 0) [eos vdv 

ö 


und meint nun: da aus den Gleichungen (927) folgt, daß der Wert 
des Doppelintegrales gleich = ist, und da die B-Funktion unendlich 


groß ist, so muß der andere Faktor null sein. 
Auch B. Boncompagni®?®) und Oettinger®?") geben noch die Glei- 
chungen (517) und sogar die allgemeineren: 


© 


(632) ale roln]T 


auch für p> 1, dagegen erklären sich P. @. Lejeune Dirichlet®®), 
Navier®®®), J. A. Serret?®®), M. Ohm®®), F. Arndt®®?) gegen ihren Ge- 


823) Differential- und Integralrechnung 2, Zürich 1843, p. 405. 
824) Er hatte ebd. 1 (1839), p. 179, folgendermaßen geschlossen: wenn f(x) 


bei unbegrenzt wachsendem x kontinuierlich bleibt, muß lim f(«) existieren, indem 
=o0 


er die Begriffe „stetig bis in beliebige Nähe von — = 0* und „stetig bei 4 = 0* 


verwechselt hatte. Vgl. auch seine Auseinandersetzung 1, p. XII: Für unendlich 
große Argumentwerte höre die Übereinstimmung zwischen der analytischen und 
der geometrischen Definition der trigonometrischen Funktionen auf. 

825) J. f. Math. 37 (1848), p. 348. 

826) J. f. Math. 25 (1843), p. 82, 86. 

827) Ib. 38 (1849), p. 227, 231. 

828) J. f. Math. 17 (1837), p. 60 = Werke 1, p. 263: „Essentiellement in- 
determinde, du moins tant qu’on la considdre en elle-meme.“ 

829) Legons d’analyse 2, Paris 1840, p. 9. 

830) J. de Math. 8 (1843), p. 21: „Serait bon de ne pas employer, puisque 
la valeur de l’integrale est &videmment indeterminde.“ 


» 
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brauch. A. A. Cournot®®®) will sie wenigstens als Grenzwerte gelten 
lassen, doch ohne sich darüber zu äußern, ob jede Art des Grenz- 
übergangs zu demselben Resultat führen müsse. 

O. Schlömilch®*) argumentiert: Da aus der Annahme, die Reihen 
(25), (26) hätten die angegebenen Summen, mit Notwendigkeit die 
Gleichungen (519) folgten, diese aber offenbar mit sin’z + co®’z— 1 
in Widerspruch seien, so dürfe man auch jene Reihensummen nicht 
gebrauchen. 

Auch M. Ohm®®) erklärt sich gegen den Gebrauch der Glei- 
chungen (517). 

In England ist über diese Fragen eine Zeitlang lebhaft diskutiert 
worden. A. de Morgan®®) verwandelt die Integrale (517) durch Ein- 
schaltung geeigneter Zwischengrenzen in die unendlichen Reihen 
f © 
Seosade=1—2+2—-2+—+-- 


0 


(533) 





Sein zie=2—2+2—-2+— +. 

0 

und behauptet dann auf Grund der Eulerschen Reihentransformation #?”), 
die Summe der ersteren sei null, die der zweiten 1. Nachher zeigt 
er noch, daß der Grenzübergang von konvergenten Integralen wie 
(516) oder (518) her zu demselben Resultat führe®#). Indem er 
andererseits die Integration erst unbestimmt ausführt, kommt er®®®) 
auf die Gleichungen (519); er erklärt zwar, keinen Beweis dafür zu 
haben, daß diese Gleichungen „universally true“ seien, benutzt sie aber 
doch zur Summation der in Nr. 4 besprochenen Reihen. Nachher®*) 
fügt er noch hinzu: Allerdings hätten die kontinentalen Mathematiker 


831) Geist der mathematischen Analysis 2, Erlangen 1846, p. 150; System 
der Mathematik 8, Nürnberg 1851, p. 258; 9 (1852), p. 14, 73. Er bezeichnet 
seine Auffassung als die damals allgemeine. 

832) Arch. Math. 11 (1848), p. 72, 82. 

833) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 48, 184, 185. 

834) Arch. Math. Phys. 3 (1843), p. 277; Handbuch der algebraischen Ana- 
lysis, Jena 1845, p. 95. Auch Integralr. 1, Greifswald 1848, p. 140, erklärt er 
sin 00 = 0 für „augenscheinlich falsch“. 

835) System der Mathematik 9, Nürnberg 1852, p. 360. 

836) Calculus 2°”), p. 571. 

837) Vgl. IA3, Pringsheim, Nr. 37, p. 101. 

838) Calculus 2%), p. 572, 631. 

839) p. 606. p. 628 behauptet er sogar, sin oo sei von derselben Größen- 
ordnung wie exp (— 0). 

840) p. 604. Vgl. auch hier Note 75. 
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[d.h. bei ihm die französischen; andere kennt er nicht] recht, wenn 
sie behaupteten, cos oo und sin oo seien an und für sich unbestimmt; 
aber es gebe viele Formeln, die ihre Richtigkeit behielten, wenn man 
unbestimmte Ausdrücke durch das Mittel aller möglichen Werte er- 
setze, und in solehen Fällen seien die Gleichungen (519) anzuwenden. 
Das sicherste sei, solehe Formeln immer nur als Grenzfälle von andern 
anzusehen; wenn auch kein Beweis dafür vorhanden sei, daß man von 
jeder allgemeineren Formel her zu demselben Grenzwert gelange. 
Schwierigkeiten dieser Art seien noch bei jeder Erweiterung der Ana- 
lysis aufgetreten; es seien aber so viele von ihnen bereits aufgeklärt, 
daß man die Beseitigung der noch übrigen von der Zukunft er- 
hoffen dürfe. 

De Morgans Auffassungen sind dann von vielen englischen Au- 
toren angenommen und verwendet worden, namentlich auch bei Ge- 
legenheit der unter Nr. 99 zu besprechenden Diskussionen; so von 
einem mit H.T. zeichnenden Anonymus®®!); dann bei Versuchen, den 
Fourierschen Integralsatz zu beweisen, von einem andern Anonymus®#?) 
und von einem dritten, der mit @. zeichnet®®). Auch D. F. Gregory®“) 
stellt die Ableitung der Integrale (517) aus (516) oder (518) und die 
Ableitung der Gleichungen (519) aus ihnen als Aufgaben. Ein mit 
 H. @. zeichnender Anonymus®%) findet die Verwendung von (517) 
„rather doubtful“, nimmt aber dann doch den Wert 0 für das erste 
dieser Integrale an, „as the nature of the case shews that it ought“. 

S. Earnshaw®“®) meint, theoretisch behaupte jedermann, cos oo 
und sin oo seien unbestimmt, und praktisch setze sie jedermann gleich 
null. Allgemeine Zweifel und Bedenken führten bei solchen Fragen 
zu nichts; man müsse versuchen, genau festzustellen, unter welchen 
Umständen das letztere erlaubt sei und unter welchen nicht. Es gebe 
„such a thing as a restricted oo“; z.B. könne man zu verschiedenen 
Werten eires von einer ganzen Zahl abhängenden Ausdrucks kommen, 
wenn man diese Zahl durch nur gerade oder durch nur ungerade 
Werte über alle Grenzen wachsen lasse; und für Funktionen einer 


841) Cambr. math. J. 2, (1840), p. 141 („That being the average of all ist 
values“); ib. 8, (1841), p. 47, 

842) Ib. 3, (1848), p. 287. 

843) Ib. p.289: „Assuming that cos 00 is a zero of an order sufficient to 
destroy f(o0)“. Vgl. 839). 

844) Examples of the processes of the differential and integral calculus, 
Cambr. 1841, p. 477?; in der zweiten, von W. Walton besorgten (mir allein zu- 
gänglichen) Auflage, Cambr. 1846, p. 480. 

845) Cambr. math. J. 4, (1844), p. 72. 

846) Cambr. trans. 8, (1847), p. 255 (von 1844). 
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kontinuierlichen Veränderlichen gelte Analoges®'”). Daraus folge nicht 
nur an und für sich schon, daß cos oo und sin oo unbestimmt seien, 
sondern auch die Unzulässigkeit von de Morgans Schlußweise®®%), die 
voraussetze, daß man oo als ein ganzzahliges Vielfaches von x an- 
sehen dürfe; wenn man andere Zwischenwerte benutze, könne man zu 
ganz andern Resultaten kommen. Auch den Schluß aus dem Grenz- 
übergang von allgemeineren Integralen her verwirft er®®): in (516) 
dürfe man nicht lim (exp — bx) =1 einsetzen, da diese Grenzglei- 
>=0 


chung für x = oo nicht mehr gelte; und den angegebenen Wert des 
zweiten Integrals (518) hält er überhaupt nicht für richtig. 

@. B. Airy®®) berichtet, er habe ursprünglich gegen die Ver- 
wendung der Integrale (517) Bedenken gehabt, läßt sich aber dann 
durch de Morgans Zuversicht so vollständig umstimmen, daß er sogar 
die eigentlich divergenten Integrale (520) benutzt. Ebenso benutzt 
W. Center®°) diese Formeln ohne jeden Skrupel. 


31. Ältere mißglückte Beweisversuche. Einige in der älteren 
Literatur sich findende Ansätze zur Rechtfertigung von Fouriers Be- 
hauptung‘®%) sind zwar nicht zu vollständigen Beweisen durchgebildet, 
bieten aber doch vielleicht ein gewisses Interesse, insofern die Theorie 
der Funktionen von unendlich vielen Veränderlichen derartige Ansätze 
jetzt hoffnungsvoller erscheinen läßt, als es noch vor kurzem der Fall 
war. Hieher gehört vor allem ein schon von Euler®s) skizzierter 
- Gedankengang: Die Aufgabe, die allgemeinste periodische Funktion, 
d. h. die allgemeinste Lösung der Funktionalgleichung 


(834) F(< +1) — F(a) = 0 


zu suchen, kann vermöge des Taylorschen Satzes®?) zurückgeführt 


847) p. 261. 

848) p. 264. Im Grunde dieselbe Argumentation, nur in anderer Ausdrucks- 
weise, auch bei R. Moon, Phil. mag. (3) 26 (1845), p. 493, und bei R.J. Young, 
ib. 27 (1845), p. 441; Cambr. trans. 8, (1847), p. 434. Vgl. 784. 

849) Cambr. trans. 8, (1849), p. 595. 

850) Cambr. Dubl. math. J. 5 (1850), p. 216. 

851) Petrop. n. comm. 3 (1750/51[53]), p. 43; reproduziert von Lacroix, 
Traite des differences et des series, 1800, p. 232; Traite du cale. diff. et du cale. 
int. (2° €d.) 3 (1819), p. 245. Euler vermeidet hier den ihm doch sonst geläufigen 
Gebrauch komplexer Größen; dagegen nicht mehr in der auch sonst modifizierten 
Darstellung instit. cale. int. 2, Petrop 1769, Nr. 1209 — operz (1) 12, p. 369. 
N. Fuß (Petersb. mem. 4 (1811[13)), p. 221; von 1808) ersetzt’ ebenfalls derartige 
Funktionalgleichungen durch Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung, 
gibt aber keine Lösungen durch Reihenentwicklung. 

852) Daß dessen Anwendung hier eine wesentliche Beschränkung der Vor- 
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werden auf die Integration der linearen Differentialgleichung unend- 
lich hoher Ordnung, mit konstanten Koeffizienten: 


(4 1 G 1 ‚" 
(535) en u 1 Me TE Ale wi 
Die zugehörige determinierende Gleichung ist 
1 1 
(536) a 
d. h. 
e—1=0; 


ihre Wurzeln sind: 
(537) 2=2nzi, n eine beliebige ganze Zahl; 


die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (535) also: 
(538) F(z) -> [a,edrmiz 4 Be 'nriz). 
n=0 


Daraus ergibt sich für die allgemeine Lösung der entsprechenden 
Gleichung „mit zweitem Glied“: 

(539) Fa+1)— F@)=f() 

eine Formel, aus der man unmittelbar die Darstellung der Entwick- 
lung von f(x) nach den trigonometrischen Funktionen der ganzzahligen 
Vielfachen von 2xx ablesen kann®®®), 

Ein anderer ebenfalls nicht zum Ziele führender Beweisansatz 
geht auf eine nachgelassene Abhandlung von L. Euler zurück, in der 
. zunächst gezeigt wird®°%): der linearen Differentialgleichung beliebiger 
Ordnung mit beliebig vielen Variablen und konstanten ru 


(540) AH BHO Hr HH tt 


wird durch einen Rn der Form exp (ex -+ßy+---) 
jedesmal dann genügt, wenn die Koeffizienten «, ß, --- der „aequatio 
vicaria“ 


(54)0—-A+Ba+0ß+:---+Ea+Faß+ GB+:::+--- 


aussetzungen bedingt, hat bereits d’Alembert bemerkt, Opusc. math. 4 (1768), 
p- 345; 5 (1788), p. 511. 

853) Dieser letztere Schluß wird von Euler hier nicht gezogen, wohl aber 
von Lagrange bei einem etwas allgemeineren, nachher wieder auf das hier vor- 
liegende spezialisierten Problem (Taur. mise. 3, (1762/65[66]) = Oeuvres 1, p. 516), 
doch nur unter der ausdrücklich ausgesprochenen Voraussetzung „sofern eine 
analytische Darstellung von f(x) möglich ist“. Auch hier hat also Lagrange 
nicht, wie man wohl gemeint hat, die Entwickelbarkeit einer willkürlichen 
Funktion behaupten wollen. 

854) Petersb. mem. 4 (1811[13]), p. 45 (von 1779). 
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genügen. Wenn man alle so gebildeten Ausdrücke mit willkürlichen 
Konstanten multipliziere und dann summiere, so erhalte man „einen 
sehr allgemeinen Ausdruck, den man als das vollständige Integral der 
Gleichung (540) ansehen dürfe“. Das ergänzt er dann noch durch die 
Bemerkung®®): man könne eine derartige Summe als Entwicklung 
nach Potenzen von p = exp x auffassen und „bekanntlich“ jede Funk- 
tion von p nach Potenzen von p entwickeln. Daran anschließend hat 
dann $._D. Poisson wiederholt®°) behauptet: das allgemeine Integral 
einer linearen partiellen Differentialgleichung müsse sich, wenn £ eine 
der unabhängigen Variablen sei, nach Potenzen von e’ oder auch von 
e‘ entwickeln lassen; diese Entwicklungen müßten auch für t=0 
gelten und dort die willkürlichen Anfangsbedingungen darstellen. Daß 
weder die Möglichkeit einer solchen Entwicklung des allgemeinen 
Integrals dargetan ist, noch daraus folgen würde, daß auch die 
Anfangsfunktion einer solchen Darstellung fähig sei, bemerkt bereits 
E. Dirksen®®"). 

Ein dritter Ansatz, der auf J. L. Lagrange®°®) zurückgeht, ver- 
tauscht zunächst die Reihenfolge von Summation und Integration, 
wodurch aus der Entwicklung einer Funktion nach den Sinus der 
Vielfachen des Arguments die Formel 


(642) Le sin (n + 1)«e sinne — sinn« sin(n—+ de], 
0 





CO8 & — CO8X 


entsteht. Da Lagrange annimmt (vgl. Nr. 30), es sei sin oo —=(), so 
schließt er, daß zu dem Werte des Integrals nur die Umgebung der 
Stelle «= x einen merklichen Beitrag liefert, für die auch der Nenner 
null ist; und indem er sich zur Bestimmung des sog. wahren Wertes 


855) p. 49. 

856) Paris mem. 1 (1816[18]), p. 832; Bull. soc. philom. 1817, p. 180; J. Ec. 
polyt. cah. 19 (1823), p. 371; Me&canique 2 (1833), p. 366; chaleur p. 136, 168. Daß 
die Überlegung doch noch den Wunsch nach einem direckteren Beweis bestehen 
läßt bemerkt er selbst chaleur p. 291. 

857) Berl. Ber. 1842, p. 21. 

858) Taur. misc. 1 (1759) = Oeuvres 1, p. 101. Bei Lagrange wird die 
Schlußweise nicht auf die Entwicklung der Funktion f(x) selbst, sondern auf die 
zugehörige Lösung des Saitenproblems (Nr. 69) angewendet; infolgedessen hat ihn 
auch sie nicht zu der Annahme des Satzes geführt, eine willkürliche Funktion 
lasse sich in eine solche Reihe entwickeln. Vgl. Note 650) und 853). Übrigens 
fehlt bei Lagrange im Zähler der Subtrahend und steht im Minuenden « statt 
(rn + 1)e; er hatte die Formel durch Grenzübergang aus einer andern erhalten, 


bei der nur ganzzahlige Vielfache von — als Werte von & in Betracht kamen. 
In ‘den Oeuvres ist die Formel geändert, aber nicht richtig. 
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des Integranden für diesen Fall der Annahme cos oo = 1 bedient, 
glaubt er zu dem gewünschten Resultat zu kommen. 

Der erste Teil dieser Schlußweise ist auch von J. L. Raabe®®®) 
übernommen worden; den zweiten ergänzt er (für x = 0) durch 
folgende Betrachtung: Das Integral 


(543) J er 
sın & 
ö 
ist, wenn 2=kö gesetzt wird, nach der Definition eines bestimmten 
Integrals gleich: 
: sin nd sin 2nd sin kn 

im Je, ie sin 26 ee sinkd 

dafür schreibt er: 
A : in 2nd in k 

(544) lim [sin nd + =” + et), 


und das ist nach (110) gleich $(x= — e), also in der Grenze = - 


Verwandter Art ist die Schlußweise von O. Schlömilch®®): sei die 
doppelte Summe der Reihe (27) mit F'(x) bezeichnet, so folgt für 
ganzzahlige h durch gliedweise Integration mit Hilfe von (110): 














(545) SF) cos ha dae=n (<e<2r); 
{) 


also wenn wiederholt unter dem Zeichen nach % differentiiert[!] und 
dann h=( gesetzt wird: 
(546) _ SerFlo)de—0 (m-1,2,3,...; 

ö 


und also für jede analytische Funktion f(x): 


(547) fi f(e) F(e)d« = xf(0). 


Hie und da findet sich auch der Schluß: da man jede Potenz 
von x durch eine trigonometrische Reihe darstellen könne (Nr. 7), so 
sei gleiches auch für jede Funktion möglich, die sich nach solchen 
Potenzen entwickeln lasse; so bei A. de Morgan®*.). 

. 4A. Pioch®®?) will die trigonometrische Reihe aus dem Fourierschen 


859) Differential- und Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 294. 

860) Arch. Math. Phys. 1 (1841), p. 267. 

861) Diff. and int. calc., London 1836/41, p. 609. 

862) Brux. mem. cour. in 4° 15 (1841/42), p. 52. Dabei kommt der Zahlenfaktor 
des absoluten Gliedes zunächst falsch heraus; dem hilft er durch ein Taschenspieler- 
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Integral ableiten, indem er das divergente Integral (517) durch die 
divergente Reihe (25) ersetzt. 


32. Grenzübergang von den Interpolationsformeln her. Der in. 
' Nr.25 auseinandergesetzten Auffassung würde es entsprechen, wenn 
man versuchen würde, von der näherungsweisen Darstellung einer Funk- 
tion durch eine trigonometrische Interpolationsformel (II 9) vermittelst 
unbegrenzter Vermehrung der Zahl der benutzten Argumente zu ihrer 
Darstellung durch eine unendliche trigonometrische Reihe zu gelangen. 
In der That hat bereits J. L. Lagrange®®) die bei dem Problem der 
nur in einzelnen Punkten belasteten Saite auftretende Gleichung: 


ji 
. NVT . NT 
(548) y, -) BN sin NHi cos (2% sin Tg = 
n=1 
in 
5 DR kt 
(549) y, — DB, sin Fri cos Ni 


übergeführt, wo die B,, sich von den B(® nur durch Größen der Ord- 
nung 1/N unterscheiden, und demgemäß seine Näherungskurve zwar 
nicht durch Punkte der gegebenen Anfangsfigur, sondern durch korri- 
gierte Lagen gelegt, die aber mit wachsendem N jenen unendlich nahe 
rücken. Er scheint ohne weiters anzunehmen, daß dann „die Diffe- 
renzen beider Kurven so klein werden, wie man will“ #4), behauptet 
aber später doch noch®%), ebenfalls ohne Begründung, daß die so er- 
haltenen unendlichen Reihen in den meisten Fällen divergieren würden. 

Dagegen setzen J. Fourier®®), S. D. Poisson®®), M. Pagani®®®), 


kunststück ab, nachher (p. 72) findet er das doch „raisonnements un peu ab- 
straits‘‘ und ersetzt es durch ein anderes, das kaum besser ist. 

863) Taur. misc. 3 (1762/65[66]) = Oeuvres 1, p. 547. 

864) p. 552. 

865) M&canique analytique, 2me 6d., Paris 1811 — Oeuvres 11, p. 424. 

866) Paris M&m. 4 (1819/20[24]). p. 394 (Preisschrift von 1811); Theorie de la 
chaleur Nr. 277 = Oeuvres 1, p. 294. Er bemerkt dazu (Nr. 278, p. 296): „Cette 
methode... a une clart6 qui lui est propre, et qui dirige les premitres recherches. 
Il est facile ensuite de passer ä& une methode plus concise“; daran anschließend 
noch: Wenn man bei dem Problem der Wärmeleitung den entsprechenden Über- 
gang von der Vorstellung diskreter Massenteilchen zu der eines kontinuierlichen 
Körpers vornehmen wolle, so müsse man dabei den Koeffizienten des Wärme- 
austausches zwischen zwei Teilchen umgekehrt proportional ihrem Abstand neh- 
men (ein Punkt, dessen Nichtbeachtung nicht nur seinen Zeitgenossen, sondern 
auch noch späteren Physikern Schwierigkeiten gemacht hat). Vgl. übrigens auch 
seine spätere Angabe Paris Mem. 5 (1821/22[26]) = Oeuvres 2, p. 94, nach der 
seine Untersuchungen über Wärmeleitung überhaupt von der Vorstellung des 


Wärmeaustausches zwischen diskreten Teilchen ausgegangen sind; also jeden- 
Enoyklop. d. math. Wissensch. IL ı. 65 
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v. Schmidten®®), @. Piola®"®) einfach in den Interpolationsformeln 
(550) No, Ta, de, 


wodurch die Summen zur Koeffizientenbestimmung in Integrale über- 
gehen, die Darstellungsformel selbst in eine unendliche Reihe. 

A de Morgan®”‘) will diesen Grenzübergang bei der nur Cosinus- 
glieder enthaltenden Reihe durchführen, indem er nur über die halbe 
Periode summiert; da die Summationsformeln nicht einfach werden, 
kommt er für 4%.A, z.B. nicht auf 


r f(@)dz 


sondern auf 
1— 


Ö 
(551) [1+ Neosnz)f(e) dx 


und muß sich also noch auf die divergente Entwicklung (25) berufen. 

Die Schwierigkeit, von diesem Ansatz aus zu einem wirklichen 
Beweis der Reihenformel zu gelangen, liegt in folgendem Umstand: 
Definiert man die in den Koeffizienten der Reihenformel auftretenden 
Integraie als Grenzwerte von Summen, wie sie bei Einschaltung von 
M Zwischenwerten erscheinen, so verlangt die Reihenformel, daß erst 
zur Grenze M = oo und dann zur Grenze N = oo übergegangen 
werden soll. In der Interpolationsformel aber ist M beständig gleich N, 
und von ihr aus würde man zunächst nur zu einer Grenzformel ge- 
langen, in, der beide Zahlen zugleich unter Aufrechterhaltung ihrer 


falls auch seine Untersuchungen über trigonometrische Reihen von den Inter- 
polationsformeln. 

867) J. &c. polyt. cah. 18 (1820), p. 421; 19 (1823), p. 445; chaleur p. 201. 
Poisson bezieht sich auf Lagrange; wie aus den im Text und in den Noten ®2°), 8#®), 868) 
gemachten näheren Angaben hervorgeht, nur mit sehr bedingtem Recht. Er 
fügt bei (18, p. 421) „& la premitre 6poque oü il [Lagrange] en a fait usage, le 
passage du fini & l’infini a souffert plusieurs diffhicultes parmi les geomötres; ei 
Vexactitude de cette formule n’a pas paru suffisamment demontree.“ Daran 
schließt er dann die Nr. 34 zu besprechenden Untersuchungen. 

868) Brux. M&m. cour. 5 (1827), p. 32, 36. Mit der Konvergenzfrage findet er 
sich durch die Behauptungen ab: „Die Methode des Unendlichkleinen mache 
die Durchführung des Exhaustionsbeweises in jedem einzelnen Falle überflüssig“ 
und: „die Reihen seien zwar nicht im allgemeinen, aber in den für die Anwen- 
dungen wichtigsten Fällen konvergent; und in andern sei es leicht, sie so zu 
transformieren, daß sie es würden.“ 

869) J. f. Math. 5 (1830), p. 392. 

870) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 586. 

871) Diff. and int. calc., Lond. 1836/42, p. 613. 
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Gleichheit über alle Grenzen wachsen. Darauf hat bereits E. AH. 
Dirksen®'?) hingewiesen; ausführlicher hat es P. @. Lejeune-Dirich- 
let?"?) auseinandergesetzt. 

33. Der Deflerssche Beweisansatz. Deflers®"*) leitet zunächst die 
Grenzgleichung: 


(552) lim Fa)lr2\a2—0 


sin NnX 
durch partielle Integration ab; dabei setzt er voraus, die Funktion F(x) 
lasse in der Umgebung jeder Stelle des Integrationsintervalls eine Ent- 
wicklung der Form zu: 
(553) F(a) = A + Bf+0r+.-- 
mit Exponenten, die alle algebraisch größer als — 1 sind. Hierauf 
bringt er die zunächst zu beweisende Gleichung (384) durch Sum- 
mation der endlichen trigonometrischen Reihe auf die Form: 














, fmen+ yemn 
54) . FD = ins / — a fla)da; 
” 2 sin 3 
0 
ihre Richtigkeit ergibt sich dann mit Hilfe der Gleichung (vgl. 121): 
(555) N Be 
Ye sin & 2 


aus (552), sobald in der Entwicklung von f(x) kein Exponent negativ ist. 


34. Der Poissonsche Beweisansatz. S. D. Poisson hatte zuerst 
die Sätze über die Integration partieller Differentialgleichungen durch 
trigonometrische Reihen aus ihrer Integration durch trigonometrische 
Integrale mittels der in Nr. 84 zu besprechenden Methoden abge- 
leitet. Später ®”5) betrachtet er an Stelle der eigentlich zu untersuchen- 


872) Berl. Abhandl. 1827[30], p. 111. 

873) Repert. Phys. 1 (1837), p. 161 = Werke 1, p. 145. 

874) Bull. soc. philomat. 1819, p. 161. Man erkennt nicht, inwiefern er die 
von ihm über die Funktion f(x) schließlich gemachte Voraussetzung wirklich als 
Einschränkung ihrer Allgemeinheit empfunden hat. Daß Deflers nur von 0 bis x 
(statt 2) integriert, heißt so viel als: er entwickelt eine Funktion, die von 0 bis x 
gleich /(x), von x bis 2x (bzw. von — x bis 0) gleich 0 ist; vgl. #!%) Fourier (theorie 
Nr. 423 — Oeuvres 1, p. 510) betrachtet die Richtigkeit der Grenzgleichungen 
(552) als „manifeste‘, 

875) Bull. philomat. 1815, p. 89; J. &e. polyt. cah. 18 (1820), p. 422. Poisson 
integriert hier nur von <= 0 bis <= und zieht nur zwischen diesen 
Grenzen gelegene Werte von x in Betracht; er bemerkt auch ausdrücklich, daß 
an den beiden Grenzen sich nicht f(x), sondern nur 4 f(x) ergibt. Die Integration 
von — = bis + = hat Poisson erst ib. 19 (1823), p. 51, 432. 

65* 
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den Reihe die folgende: 


72 RN z 
566) |foda+ Der F cos(ne— na)f(a)d« 

— 1 n=1 ge, 
und führt sie unter Vertauschung der Reihenfolge von Summation 
und Integration — gegen die hier nichts einzuwenden ist — und 
unter Benutzung der Gleichung (2) in das Integral: 





(557) = 1 ee 6 
et — 20”? cos (© — a) + e”?? 


über, das seinen Namen behalten hat. Er bemerkt, daß im Grenzfall 
ö=0 nur diejenigen Elemente des Integrals einen Beitrag geben, 
für die dann zugleich auch der Nenner Null wird, also nur die Um- 
gebung von «=; er glaubt sich daher berechtigt, nur über diese 
Umgebung zu integrieren und dabei für f(«) den konstanten Wert 
f(x) vor das Integralzeichen zu ziehen. Der Wert des dann noch 
bleibenden Integrals ist in der Grenze gleich 2x°°P); also ergibt sich 
f(x) als Grenzwert der Reihe (556) für d = 0. 

Die Frage, welchen Bedingungen die Funktion f(x) unterworfen 
werden muß, damit es erlaubt sei, unter dem Integralzeichen f(x) durch 
f(«) zu ersetzen, ist von Poisson zwar für das analoge Problem für 
Funktionen von zwei Variabeln (Entwicklung nach Kugelfunktionen) 
im Verlaufe einer Diskussion mit Ivory behandelt und im wesent- 


876) Der Wert dieses Integrals läßt sich mit elementaren Methoden finden 
und der Grenzübergang dann ausführen; Poisson begnügt sich hier und auch 
noch später (J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 52, 66, 415, 433; mecanique I, p. 645; 
chaleur p.189) damit, daß er, wenn von @&=x—f bis @=x2+ ß integriert wer- 
den soll, ß und d als unendlich kleine Größen derselben Ordnung behandelt und 
Glieder, die in bezug auf sie von der dritten Ordnung sind, vernachlässigt. 

Über das zeitliche Verhältnis seiner Untersuchungen zu denjenigen Fouriers 
gibt Poisson an (J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 1): Fouriers Preisschrift von 1811, 
sei ihm im Manuskript zugänglich gewesen; die beiderseitigen Resultate stimmten 
überein, aber die Methode der Behandlung sei verschieden. Seine eigenen Un- 
tersuchungen seien 1815 dem Institut vorgelegt, aber seitdem durch Zusätze er- 
weitert worden; worin diese bestehen, gibt er nicht an. | 

Deflers meint in einer Besprechung (Bull. Ferussac 1 (1824), p. 333) von 
Poissons zweiter Abhandlung: dessen Auffassung sei analog zu der des soge- 
nannten wahren Wertes eines Ausdrucks, der in der Form $ erscheint. Hier wie 
dort sei der Grenzwert dadurch ausgezeichnet, daß er den kontinuierlichen Über- 
gang zwischen den benachbarten Werten herstelle. [Um diese Analogie voll- 
ständig zu machen, müßte freilich gezeigt werden, daß auch hier wie dort un- 
abhängig von der Art der Annäherung immer derselbe Grenzwert erreicht wird.] 
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lichen auch erledigt worden; aber nicht für das doch einfachere hier 
in Rede stehende®””), 

Auch A. Cauchy hat sich einmal®”®) dieser Schlußweise bedient. 
Er bringt (für x = 0) den gleichgültigen Teil des Integrals auf die 


Form 
2n—p 


a MR 
ae a +1—. (2 sin :) 
ß 


und sagt dann, der Faktor von f(«) sei in ihm 
| 
(589) <ple a +1—9(z sin #)] 


also „sensiblement nul, si“ ß „etant considere comme infiniment petit 
du 1° ordre, on prend pour & une quantit infiniment petite d’un 
ordre superieur ä 2“; den Hauptteil transformiert er zuerst in 


—1 


’ 


“IT 


! f(es)ds 
ad Ja 1i+41-9- (- sin 2) 
v 


und setzt darin ohne weiteres & = (0). 

A. de Morgan®'®) gibt im wesentlichen Poissons erste ungenügende 
Darstellung wieder. 

Der kürzlich®®) aus dem Nachlaß von C. F. Gauß veröffentlichte 


877) Vgl. darüber IIA 7b, H. Burkhardt-W. F. Meyer, Nr. 19, p. 489 und 
IIA 10, A. Wangerin, Nr. 16, p. 715; sowie H. Burkhardt, Jahresber. d. Math.-Ver. 
10, (1908), p. 380 (von 1902). — Vgl. über diese Diskussion auch das Urteil von 
C. F. Gauß, Gött. Anz. 1828, p. 56 = Werke 6, p. 648 „einen Zusatz, der richtig 
verstanden allerdings alle Schwierigkeiten hebt, obwohl eine vollständige Unter- 
scheidung der dabei vorkommenden unendlich kleinen Größen die Evidenz des 
Beweises noch vollkommener machen würde; wenigstens zeigt das, was neuer- 
lich... gegen die neue Poissonsche Darstellung vorgebracht worden ist, wenn 
es auch das Wesen derselben gar nicht trifft, daß diese Darstellung noch miß- 
verstanden werden konnte.“ 

878) Exerc. de math. 1 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 188. 

879) Diff. and int. calc., Lond. 1836/41, p. 615. Er-meint, wenn man dabei 
von unendlich kleinen Größen rede, so sei das nur Abkürzung; wenn man nach 
Potenzen der kleinen Größen entwickle, könne man zeigen, daß die vernach- 
lässigten Glieder in der Tat von höherer Ordnung seien als die beihehaltenen. 
p- 627 erläutert er den Grenzübergang zu r = 1 noch durch Figuren. 

880) Werke 7, p. 471 (nach der Angabe des Herausgebers p. 603 etwa vom 
Jahre 1816). Von einer späteren Handschrift von Gauß über dieselbe Frage ist 
die Veröffentlichung erst in Aussicht gestellt. (Materialien für eine wissenschaft- 
liche Biographie von Gauß 3 (1912), p. 90.) 
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Beweisversuch stimmt der Sache nach mit dem Poissonschen: überein. 


Gauß bezeichnet mit 1°, was Poisson e-* genannt hatte, bringt 








i1-+: 

das zunächst zu bestimmende Integral auf die Form 

1 2 eflo)de 
(561) 3 

ut ARERTN „deesi.. + 8 cos? Schere.) 
2 2 

—_n 
und substituiert 
(562) tg — tg f, 


wodurch es in 
e+n 


1 
(663) & [rap 
6—-n 
übergeht, wobei 


(564) = 2arc tg (e cot 5) D 


also in der Grenze gleich null zu setzen ist. Dann schließt er weiter: 
ist & unendlich klein, so ist für alle ß, die von —xz und +x um 
ein endliches verschieden sind, f(«) unendlich wenig von f(x) ver- 
schieden, also auch das ganze Integral. 
Daß bei dieser ganzen Schlußweise die Vertauschung der Reihen- 
folge der Grenzübergänge a und lim einer besonderen Rechtfer- 
=0 


tigung bedarf, haben bereits E. H. Dirksen®'), W. R. Hamilton®®?), 
M. Ohm???) bemerkt. Auch die schon erwähnten Untersuchungen on 
©. J. Malmsten"®) sind von diesem Gedanken geleitet; die von ihm an- 
gegebenen Bedingungen für die Zulässigkeit jener Vertauschung sind 
freilich ungenügend. O. Schloemilch®®%) hält die Konvergenz der Reihe 
für d = 0 für eine „offenbar“ hinreichende Bedingung. 


881) Berl. Abbandl. f. 1827 [30], p. 86: „Es ist unmittelbar klar, daß die 
Bedeutung der auf diese Weise entstehenden unendlichen Reihe, an und für sich 
betrachtet, und hiermit wiederum die eigentliche Lösbarkeit des vorliegenden 
Problems selbst, völlig zweifelhaft bleibt.“ 

882) Dubl. Trans. 1843, p. 318 —= Dubl. proc. 6, 1841/42, p. 235; übrigens 
doch mehr gefühlt als klar erkannt. 

883) Versuch eines konsequenten Systems der Mathematik 9, Berlin 1852, 
p. 305. 

884) Integralrechnung, Greifswald 1848, p. 173. Er meint übrigens „die 
Untersuchung ..... hat wenig Wert und trifft den Nerv der ganzen schönen 
Theorie... . nicht“; daher begnügt er sich mit der Bestimmung des Grenzwerts 
des Poissonschen Integrals an der Stelle x = 0 unter der Voraussetzung, daß 
f(x) im Integrationsintervall endlich bleibt. 
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R. Moon dagegen schließt umgekehrt®®): Da man bei der er- 
wähnten Vertauschung der Reihenfolge von Summation und Integration 
für d—=0 eine divergente Reihe erhält, so erklärt er nicht nur Pois- 
sons Beweis für falsch, sondern sogar überhaupt die Behauptung von 
der Möglichkeit der Entwicklung einer willkürlichen Funktion in eine 
trigonometrische Reihe. 

@. G. Stokes hat bemerkt?®), daß man den Poissonschen Ansatz 
zu einem vollständigen Beweis ausgestalten könne, wenn man die Kon- 
vergenz der Reihe für d = 0 direkt, etwa durch das hier in Nr. 38 
zu besprechende Verfahren beweise. Aber erst bei O0. Bonnet®®?") ist 
diese Bemerkung zu einem vollständigen Beweis durch den Hinweis 
auf Abels Satz’) geworden. 

Das Poissonsche Schlußverfahren kann auch zum Beweis der Sätze 
über die Entwicklung einer Funktion komplexen Arguments in eine 
Potenzreihe dienen; es ist dazu von A. Qu. Gregan-Craufurd®®) und 
von CO. Weierstraß®®?) verwendet worden. 


35. Exkurs betr. die Entwicklungsgeschichte von Cauchys 
Residuentheorie. Die Darstellung der Residuensätze ist in Cauchys 
erster — nicht zuerst publizierter — Abhandlung®®) aus doppeltem 


885) Phil. mag. (8) 26 (1845), p. 490. J. R. Young (ib. 27 (1845), p. 439) 
weist demgegenüber auf die früher ’®*) besprochene Unterscheidung hin; aber 
Moon bleibt auf seiner Meinung (ib. 28 (1846), p. 139). 

886) Cambr. trans. 8, (1849), p. 587 (von 1847) = Papers 1, p. 244. Er be- 
merkt, daß man den Schluß auch anwenden könne, wenn f(x) an einzelnen 
Stellen nicht mehr stetig ist; man braucht dann nur, wie in Nr. 20 besprochen, 
die störenden Bestandteile abzutrennen und sich für diese auf die besonders be- 
wiesene Konvergenz der Reihen von Nr. 7 und 8 zu berufen. Übrigens bemerkt 
Stokes selbst p. 542 = 251: Wenn er die Untersuchungen von Dirichlet !%*”) und 
Hamilton '°°') früher gekannt hätte, so würde er sich wahrschejnlich an sie an- 
geschlossen oder sich einfach auf ihre Resultate berufen haben. 

887) Brux. m&m. cour. in 4°, 23 (1850), p. 10. 

888) An essay on the developement of functions, Lond. 1844, p. 30. Seltsam 
ist seine Konstantenbestimmung: er erhält für den Wert des Integrals für f(«)= 1 
die Differenz zweier Werte des Logarithmus derselben komplexen Größe und be- 
hauptet ohne weiteres, dafür sei 2#i zu nehmen. en, 

889) Werke 1 (1894), p. 61 (von 1841). Er vermeidet den Gebrauch der 


trigonometrischen Funktionen, indem er tg I als Integrationsvariable einführt; 


übrigens hat auch er die Berufung auf den Abelschen Satz 0) zur Vollendung 
des Schlusses. 

890) Paris Me&m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1)1, p. 381 (von 1814). Vgl. I Bı, 
Osgood, Nr. 8, p. 14; dann die historiv hen Aufsätze von P. Stäckel, bibl. math. (3) 1, 
1900, p. 109; 2, 1901, p. 111.und von Ph. Jourdain, ib. 6, 1905, p. 190, sowie 
E. Lindelöf, le caleul des r&sidus, Paris 1906, namentlich p. 84. Eine Über- 
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Grunde unübersichtlich. Es handelt sich zunächst um den Satz: Ist 
Z=X-+iY 
eine Funktion von x + iy, die in dem von den Geraden 
sel), z=o,y=0,y-b 
PORTeumGeR Gebiet überall endlich ist, so ist 


(565) Ste + ib) ir (2 dx [za + iy)idy [zupiay 
wie sich ergibt, wenn man die identische Gleichung 

0Z .0Z 
(566) rend | 
nach Multiplikation mit dxdy über das Rechteck integriert und da- 
bei auf der einen Seite die eine, auf der andern die andere Integration 
zuerst ausführt. Statt dessen trennt Cauchy erstens jede Gleichung 
zwischen komplexen Größen in zwei Gleichungen zwischen reellen 
Größen®®!); zweitens aber führt er noch zwei Hilfsfunktionen M, N 
von x und y ein — wobei M-HiN keineswegs eine Funktion von 
x -+-iy zu sein braucht — und bildet erst von M-+:iN eine Funk- 
tion, so daß er statt nur mit den zwei Größen X und Y mit vier 
verschiedenen 


X —Yy, U-1S— 7 


en 1 yik, yozit,yie 


zu tun bekommt®”?). Ist die ER er Te 


sicht über Cauchys wichtigste Resultate gibt auch F‘. Casorati, teorica delle 
funzioni di variabili complesse, Pavia 1868, p. 64—91, 102—111. E. Fabbri, il 
teorema dell’integrale di Cauchy, contributo alla storia critica dell’analisi, 
Bologna 1900, war mir nicht zugänglich. 

891) Die Zusammenfassung zweier Gleichungen sitlschen reellen zu einer 
zwischen komplexen Größen erscheint bei ihm erst Bull. philomat. 1822, p. 167 
und J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 574. In den der Abhandlung von 1814 beim 
Druck 1827 beigefügten Noten sind die Resultate durchgängig in die neue Sprache 
übersetzt. 

892) Man könnte sagen: Cauchy bildet die M + s N-Ebene, in der er 
eigentlich operiert, stetig — nicht notwendig konform — in eine «y-Ebene ab 
und integriert dann über ein Gebiet der M + iN-Ebene, das einem Rechteck 
der xy-Ebene entspricht. Er bedient sich dieser geometrischen Ausdrucksweise 
in seinen früheren Arbeiten nirgends, so daß schwer zu sagen ist, wie weit er 
selbst mit geometrischen Vorstellungen: gearbeitet haben mag. Aber wie hat er 
ohne sie die Herrschaft über seine umständlichen Formeln in der Hand behalten 
können? Die Zusammenfassung von je zweien der 4 Größen (567) zu einer kom- 
plexen Größe erscheint Exerc. de math. 1 (1826) — Oeuvres (2) 6, p. 114; dort ist 
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folge nicht erlaubt, so erscheint an Stelle der Gleichung (565) eine 
von der Form: | 


(568) f Z@+ib)de— fi Za)da= J Z(a + iy)idy — f Ztiy)iay + 4; 


die mit A bezeichnete Größe tritt dabei zunächst in der Gestalt dessen 
auf, was Cauchy ein singuläres Integral nennt®®®); nachher zeigt er, 
daß sie auch durch einen Grenzwert ausgedrückt werden kann. Diese 
Darstellung durch einen Grenzwert ist sehr umständlich, wenn man 
Cauchys allgemeine Auffassung voranstellt®®); für den einfacheren 
Fall lautet sie: 

(569) A—2zilimefla+e) . 


wenn a eine Unendlichkeitsstelle (Nullstelle des Nenners) von f(2) 
bedeutet®®), 
Von speziellen Annahmen behandelt Cauchy außer M=x, 


mit (ze) Se ‚ f(@) . bezeichnet, was in der früheren Bezeichnung S-+iT, U+iV 


heißen würde. — Geradezu ausgesprochen finde ich die Zuordnung der kom- 
plexen Größe x + iy zu dem Punkte der Ebene mit den kartesischen Koordinaten 
x, y bei Cauchy erst Paris C. R. 5 (1837), p. 302 = Oeuvres (1), 4, p. 85. 

893) D. h. 


lim Ste + 9d£. 


Der heute üblichen Ablehnung dieses Begriffs sowie des damit enge zusammen- 
hängenden Begriffs der „valeur principale“ eines bestimmten Integrals (vgl. z. B. 
1IA3, Brunel, p. 138, Note 2), kann ich mich nicht anschließen: Bei den in diesem 
Artikel zu besprechenden Untersuchungen begegnet man immer wieder Fällen, 
in welchen eine Gleichung 


im fi fe, dr — [fa Qdz 


in dem Sinne gilt, daß rechts der Hauptwert zu verstehen ist. Cauchy scheint 
auch gerade durch solche Fragestellungen auf seine Definition geführt worden 
zu sein. 

894) Paris M&m. pr&s. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 393. 

. 895) Ib. p. 409; die Zusammenfassung zu einer Gleichung zwischen kom- 
plexen Größen erst in den Noten von 1827, sowie J. 6c. polyt. cah. 19 (1823), 
p. 574; an letzterer Stelle und Ann. de math. 17 (1827), p. 94 auch der allge- 
meinere Ausdruck für den Fall einer mehrfachen Unendlichkeitsstelle. — Wenn 
. Cauchy Oeuvres (1) 1, p. 383 merkwürdigerweise behauptet, reeller und imagi- 
närer Bestandteil einer rationalen Funktion komplexen Arguments könnten nur 
unbestimmt, nicht unendlich werden, so hat er übersehen, daß die Unbestimmt- 
heit erst durch die zur Trennung des reellen und imaginären Teiles erforder- 
liche Erweiterung mit dem konjugierten Wert des Nenners hereingekommen ist. 
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N=ynoch: M=ax, N=ay®®); M=zcosy, N =zainy°"); 
M= az!, N = xy®®). Übrigens verwendet er die Formeln in seinen 
ersten Abhandlungen auch ohne weiteres für ins Unendliche sich er- 
streckende Bereiche, mit der einzigen Einschränkung, daß die Funk- 
tionen für «= © und alle in Betracht kommenden y sowie für „= 
und alle in Betracht kommenden x verschwinden sollen ®). 

Cauchys erstes Lehrbuch ®°) enthält dann eine ausführliche und 
in allem wesentlichen vollständige Theorie der expliziten algebrai- 
schen und der sog. elementaren transzendenten Funktionen einer kom- 
plexen Variablen, aber weder eine allgemeine Definition des dem 
Ausdruck “Finktion einer komplexen Variablen“ beizulegenden Sinnes, 
noch Sätze über die Integrale soleher Funktionen, indem ja die aber 
gralrechnung überhaupt außerhalb des Planes dieses Werkes lag. Aber 


896) Oeuvres (1) 1, p. 349, 463. Dem Rechteck in der xy-Ebene entspricht 
hier ein Dreieck in der M.N-Ebene. 

897) p. 357 (Kreis, bzw. Kreisring in der PREENERER, Was Cauchy p. 362 
als „separation des exponentielles* bezeichnet, ist, wie er selbst in den Noten 
von 1827 merken läßt, ein Umweg znr Erlangung von Resultaten, die durch an- 
dere Annahmen über die Funktion f(x) bequemer zu erreichen sind. 

898) p. 359. 

899) p. 425; ebenso noch J. Ec. polyt. cah. 19 (1823) = Oeuvres (2) 1, p. 345 
und Paris Me&m. 22 (1850) (von 1824) = Oeuvres (1) 2, p. 200. 

900) Cours d’analyse de l’&cole polytechnique, I’ partie (seule parue): 
Analyse algebrique, Paris 1821, Kap. 7—10 = Oeuvres (2) 3, p. 153—301. Er 
faßt die Gleichungen zwischen komplexen Größen als „symbolische“ Zusammen- 
fassungen je zweier Gleichungen zwischen reellen Größen, betont aber die Not- 
wendigkeit, die elementaren Funktionen für komplexe Variable aufs neue zu 
definieren (p. 156, 257, 259) und die fortdauernde Gültigkeit der elementaren 
Rechengesetze besonders zu beweisen (p. 156, 205, 272) — wenn er auch die 
Durchführung dieser Beweise im einzelnen meist dem Leser überläßt. Ich kann 
daher die scharfe Kritik, die H. Hankel (Theorie der komplexen Zahlensysteme, 
Leipzig 1867, p. 14) an Cauchys Ausführungen übt, nicht als berechtigt aner- 
kennen: Cauchys Auffassung unterscheidet sich mehr der Ausdrucksweise als 
der Sache nach von der von Hankel selbst vertretenen. Erst Exerc. d’analyse 4 
(1847), p. 157 und ebenso Paris M&m. 22 (1850) — Oeuvres (1) 2, p. 282 erklärt 
er, er sei jetzt „apres de nouvelles et müres reflexions‘‘ zu der Ansicht gekom- 
men, das beste sei, den Gebrauch des Zeichens Y — 1 ganz fallen zu lassen und 
die Theorie der imaginären Ausdrücke durch die Theorie der „geometrischen 
Größen‘ [d. h. der Vektoren in einer Ebene] zu ersetzen. Erwähnt sei übrigens, 
daß Cauchy hier ((2)3 p. 266) und auch noch einige Zeit nachher (z. B. Legons 
sur le calcul infinit&simal, Paris 1823 — Oeuvres (2) 4, p. 234; Exerc. de math. 1 
(1826) —= Oeuvres (2) 6, p. 13; legons sur le calcul differentiel, Paris 1829 — 
Oeuvres (2) 4, p. 497; ebenso P. @. Lejeune-Dirichlet, J. f. Math. 4 (1829), p. 94 = 
Werke 1, p. 112) die Hauptwerte der mehrdeutigen Funktionen nur für komplexe 
Werte mit positiv imaginärem Bestandteil definiert. 
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auch das folgende’%) enthält nur die Definition des Integrals einer 
komplexen Funktion reellen Arguments und bringt die Residuensätze 
nur für den Fall rechteckiger Begrenzung ””?). 

Die entscheidenden Fortschritte bringt dann Cauchys Abhand- 
lung von 1825°%®): die allgemeine Definition des Integrals zwischen 
komplexen Grenzen als Grenzwert einer Summe, unter Einschaltung 
beliebiger Zwischenwerte; die Umformung dieser Darstellung in die 
andere, bei welcher die reellen und die imaginären Teile der einge- 
schalteten Zwischenwerte als spezielle Werte zweier stetigen mono- 
-tonen [und differentiierbaren] Funktionen , y einer Hilfsvariablen an- 
gesehen und diese dann als Integrationsvariable eingeführt wird; den 
Beweis, daß der Wert des Integrals, wenn die Zwischenwerte alle 
einem rechteckig begrenzten Gebiet angehören, in dem die Funktion 
endlich ‚und stetig ist, von der Wahl dieser Hilfsfunktionen unabhängig 
ist. Diesen letzteren Beweis führt er so’%), daß er die Funktionen 
9, x um Produkte aus einer unendlich kleinen Größe & in zwei an- 
dere an den Grenzen verschwindende Funktionen «, v ändert und 
dann zeigt, daß in der Entwicklung des variierten Integrals nach Po- 
' tenzen von & der Koeffizient der ersten Potenz dieser Größe Null ist; 
„wie nach den Grundsätzen der Variationsrechnung vorauszusehen, da 
unter dem Integralzeichen ein vollständiges Differential steht“. Ist 
die Stetigkeitsbedingung für einen Punkt des unvariierten Wegs nicht 
mehr erfüllt, so ist der Faktor von & nicht mehr gleich Null, son- 
dern erscheint als „singuläres Integral“, und als dessen Wert ergibt 
sich eben xi mal dem zugehörigen Residuum °®), 


901) Legons sur le calcul infinitesimal, Paris 1823 = Oeuvres (2) 4, p. 135. 

902) p. 202. 

903) Me&m. sur les int&grales definies prises entre des limites imaginaires, 
Paris 1825 = Bull. Darboux 7 (1874), p. 265; 8 (1875), p. 43, 148; deutsch v. 
P. Stäckel, Leipzig 1900. Die Ausdrucksweise Cauchys ist auch hier zunächst 
noch rein analytisch; erst $ 9, p. 20 (vollständiger Paris M&m. 22 (1850) — 
Oeuvres (1) 2, p. 325) redet er von der Kurve = g(t), y=y(t). Tatsächlich 
macht übrigens Cauchy in dieser Abhandlung trotz der erwähnten allgemeinen 
Formulierungen von keinen andern Integrationswegen als Geradenstücken und 
Kreisbogen wirklich Gebrauch. 

904) p. 5. 

905) p.7. Nachher (p. 10; ebenso Ann. de math. 16 (1826), p. 104; 17 (1827), 
p. 93 und mit Ausführung aller Zwischenrechnungen Exerc. de math. 1 (1826) — 
Oeuvres (2) 6, p. 115) gibt er noch eine zweite Darstellung, bei der er die Funk- 
tion f(z) in ein Hauptglied und einen an der betrachteten Stelle endlich blei- 
benden Bestandteil zerlegt. Das gibt ihm die Möglichkeit, auch mehrfache Pole 
zu behandeln; die für diese erhaltenen Resultate verifiziert er dann wieder nach 
dem ersten Verfahren. 
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Was die Ausdehnung der Sätze auf sich ins Unendliche er- 
streckende Bereiche betrifft, so gibt er auch in dieser Abhandlung 
zunächst) nur wieder die früheren ungenügenden Bedingungen da- 
für an. Nachher”) bemerkt er doch, daß das nicht in allen Fällen 
angeht: wenn f(z) im Unendlichen nur von der ersten Ordnung Null 


wird, so hilft er sich damit, daß er die Sätze zunächst auf a m 


anwendet und nachher zur Grenze e= 0) übergeht [was freilich eine 
neue Vertauschung von Grenzübergängen involviert]. 

Eine folgende Abhandlung”®) bringt dann die Einführung der 
Namen „residu“ für den Grenzwert (569) und „residu integral“ für die 
Summe aller Residuen einer Funktion innerhalb eines bestimmten 
Bereiches [den er sich allerdings auch hier immer noch durch Par- 
allelen zu den Koordinatenachsen begrenzt vorstellt]; sowie der Be- 
zeichnung: 


f(@) 





für das residu integral von z ‚ wenn bei dessen Bildung nur die Null- 


stellen von F, nicht auch die Pole von f berücksichtigt werden sollen. 
Daran schließt sich eine genauere Untersuchung des Falles, daß ein 
Pol auf den Rand oder in eine Ecke des Rechtecks fällt®®): liegt er 
auf dem Rande, so ist das zugehörige Residuum nur mit dem Faktor 
% in Rechnung zu bringen und das Randintegral als singuläres Inte- 
gral zu verstehen; liegt er in einer Ecke, so ist das Residuum mit + 
zu multiplizieren und die Integration über die beiden anstoßenden 
Seiten ist zunächst bis zu demselben Abstand & von der Ecke auszu- 
führen, und dann ist zur Grenze &—= 0) überzugehen. 

Es folgt eine neue Darstellung der früheren Sätze unter Anwen- 
dung dieser Bezeichnungen, in der aber jetzt die Bedingungen schärfer 
formuliert sind, unter denen die Anwendung der Sätze auf einen ins 
Unendliche sich erstreckenden Bereich gerechtfertigt ist; z. B.?'°): die 


906) p. 28; ebenso auch noch Ann. de math. 16 (1826), p. 98. 

907) M&m. von 1825, p. 46. 

908) Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 23; deutsch v. A. v. Eitings- 
hausen, Zeitschr. Phys.-Math. 1 (1826), p. 342. 

909) Ib. p. 116 zunächst für die einfachen Funktionen z”"”; dann p. 124, 
128 für allgemeinere Funktionen, durch Abtrennung der unendlich werdenden 
Bestandteile. Der geometrischen Ausdrucksweise bedient sich übrigens Cauchy 
auch hier nicht. 

910) Ib. p.135. Etwas anders Ann. de math. 16 (1826), p. 100, wo die 
Grenzübergänge zu x = 00 und zu y = 00 in der umgekehrten Reihenfolge vor- 
genommen werden und infolgedessen vorausgesetzt werden muß, daß die Grenz- 
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Gleichung 
z=+t+ny=+% 
(571) Jr f@a)as - 2zil Rre — +8] 
gilt, wenn en 
(572) faetiy=0 fürz—= + © und jedes [positive] y 
d: 
(573) lim [(« + iy)f(& + iy)] = 5 für jedes x. 
y-»9 


Daran schließen sich dann entsprechende Sätze über das für die ganze 
Ebene genommene Integralresiduum; namentlich®"'): wenn 


(574) f@)=0 fürz=mw, 
und wenn außerdem die Grenzwerte 


(675) lim [(v + iy)f(e + 1] — Bu, im [le + iNf@ + N] = 5 


beide existieren — mögen sie auch voneinander verschieden sein — so 
ist: 


(576) Ere-:%+%. 
Es folgt die Ableitung der nur: 


(577) Ero-E/ 


[Sie drückt den Satz aus: Die Summe der Residuen einer eindeutigen 
Funktion auf der ganzen Kugel ist Null]. Dann der Satz°!°): Hat die 
Funktion f(z) in einem Punkte einen Pol, so ist das Residuum ihrer 
Ableitung f’(z) in diesem Punkte immer gleich Null. 

Erst nachher®'*) werden die Sätze auf Bereiche übertragen, die 
dadurch entstehen, daß ein Rechteck einer Hilfsebene stetig [nicht 
notwendig konform] auf die betrachtete Ebene abgebildet wird; mit 
besonderer Hervorhebung des Falles, daß in dieser Ebene das Bild 





gleichung (573) für x = 00 gilt (Cauchy sagt hier: lim zf(z) soll gleich % sein, 


is} ı=0 

macht aber von dieser Voraussetzung nur in dem eben angegebenen Sinne Ge- 
brauch). — [Übrigens muß bei der einen wie bei der andern Schlußweise vor- 
ausgesetzt werden, daß die betreffende Grenzgleichung gleichmäßig in bezug auf 
die andere Koordinate gilt, da sie integriert wird.] — Noch eine andere Formu- 
lierung, bei der die Gültigkeit der Grenzgleichung (573) mit $% = 0 sowohl für 
% = + 0© und jedes [positive] y, als für y= + 00 und jedes x vorausgesetzt 
wird, exerc. d’anal 2, 1841, p. 361; C. R. 16 (1843), p. 426; 23 (1846), p. 274. — 
Oeuvres (1) 7, p. 276; 10, p. 78. 

911) p. 141. 

912\ p 171. 

913) p. 210. 

914) p. 256. 
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ein Kreisringsektor ist; und .schließlich®'°) auch noch auf Bereiche, 
deren Bild in der Eilfsehand durch zwei Parallele zu einer Achse 
und zwei Kurvenbogen begrenzt ist. 

Als Ausdruck der Bedeutung, die Cauchy um diese Zeit seinen 
Untersuchungen beigelegt wissen wollte, darf man wohl die Äußerung 
in einem Referat [Selbstreferat?]°!%) nehmen: „Substituer une methode 
facile et d’une application trös-&tendue ä une marche de calcul la- 
borieuse et sans liaison n’est point, quoiqu’on ait pu dire, abuser des 
theories inventees ou d&velopp6ees par d’autres geometres; c’est d’ail- 
leurs la marche de l’esprit humain dans toutes les d&couvertes, et 
surtout dans les math&matiques.“ 

Einen weiteren Fortschritt — namentlich auch für die hier zu 
besprechenden Anwendungen — bringt dann die Bemerkung®!”), daß 
die Summe der Residuen in der ganzen Ebene nicht immer von der 
Reihenfolge der Summation unabhängig ist, und die daran sich an- 
schließende Definition des „Hauptwertes“ dieser Summe als des Grenz- 
wertes, dem sich die Summe der Residuen in einem Kreise um den 
Nullpunkt nähert, wenn der Radius dieses Kreises unbegrenzt wächst. 
Kann man eine Folge von unbegrenzt wachsenden Werten o, angeben, 
derart, daß 


(578) lim (9,0r'f(e,e”9) = 8 


existiert und von g unabhängig ist, so existiert auch der Hauptwert 
des Integralresiduums und ist diesem Werte % gleich®"); und das- 
. selbe gilt auch noch, wenn die Grenzgleichung (578) in der Umgebung 
gewisser Werte von p nicht mehr erfüllt ist, falls nur dort 


(579) onF(one®‘) Be N) 
unterhalb einer endlichen Grenze bleibt®?); endlich auch noch, wenn 
statt (578) die Gleichung 


(580) lim [4 0,e®*(fo,er) + f— 0, 9)] = 3 
in demselben Sinne besteht??). 


915) p. 260. 

916) Bull. Ferussac 6 (1826), p. 316. 

917) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 292. Ib. p. 364 weist Cauchy 
ausdrücklich darauf hin, daß solche Untersuchungen unentbehrlich seien, wenn 
man die Sätze über Partialbruchzerlegung auf transzendente Funktionen anwen- 
den wolle. 

918) p. 297. 

919) p. 298; p. 303 sogar eine Bemerkung alas den Fall von unendlich 
vielen Ausnahmewerten des Winkels g. 

920) p. 320. Die Verallgemeinerung auf den Fall, daß statt der Kreise 
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Was denjenigen Satz betrifft, an dem Cauchys Name ganz be- 
‘sonders haften geblieben ist, so erscheint eine mit ihm äquivalente 
Formel, allerdings unter Beschränkung auf reelle positive 2®'), bei 
Cauchy bereits 1822. Die Anwendung des Residuensatzes auf einen, 
Halbkreis gibt ihm nämlich zunächst): | 


(581) ? Re afla)+i fren {or 


und als eine „leichte“ Folgerung daraus: 


Ed 
(682) afewro + enap =, ED. 
-n7 
Doch hat er damals ihre zentrale Stellung entweder nicht erkannt 
oder nicht erkennen lassen wollen; vielmehr stellt er neben die Dop- 
pelformel: 


(1 f(e*) fi: af(2) fürz<1, 
a a 





als gleichberechtigt die andere: 


’ -i2 |xf(0) füre<1 
584 fi deln u EN au 17 
. (A, +,_,0% Ian tn(f(0) — f(e))) fürz>1 


0 


und gibt in einer bald folgenden Abhandlung °?®) sogar nur diese letz- 
tere; allerdings jetzt auch für negative reelle z und in der Form, daß 
die beiden Integrale rechts in eines mit den Grenzen — x und + x 
zusammengezogen sind. Nachher°*) schreibt er die Formeln in der 


eine andere Schar zueinander ähnlicher Kurven auftritt, erst Paris C. R. 32 (1851), 
p 207 = Oeuvres (1) 11, p. 306. 

921) „Nombre‘ "bedeutet in Wieser Zeit bei Cauchy immer nur positive 
reelle Zahl; für reelle Zahl überhaupt sagt er „quantite‘, für komplexe Zahl 
„expression imaginaire‘*. 

922) Bull. philomat. 1822, p. 169. Als Gültigkeitsbedingungen gibt er hier, 
daß die Funktion f zwischen den Grenzen p=0,p=-x;jr=(0, r=1 „ni 
infinie ni indeterminde“ werden dürfe. Das Integral rechts ist übrigens als sin- 
guläres zu verstehen. In einer Nachschrift p. 173 erwähnt er, wie man alle 
seine Formeln aus dem Parsevalschen Satze (Nr. 23) erhalten könne. 

923) J. 6c. polyt. cah. 19 (1823), p. 579. Er erwähnt hier selbst, daß man 
durch Trennung des reellen und imaginären Teils zu Poissons Formeln (694) ge- 
lange; später (M&m. von 1825, p. 54, 57; Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 
6, p. 275; Ann. de math. 17 (1827), p. 114) verweist er auch auf Vernier 1008) 
Frullani 1006), und Libri 1007). 

924) Mem. von 1825 (Note 903), p. 56. 
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Gestalt, daß er die Faktoren (1 — exp (+ ix))"! — immer noch unter 
der Voraussetzung eines reellen 3 — in reellen und imaginären Teil 
zerlegt und als Grenzen 0 und - benutzt. Erst 1826°®°) werden die 


Formeln auch für komplexe Werte von z in Anspruch genommen, 
‚und um dieselbe Zeit??*) erscheint die Gestalt: 








PP... Du 


(685) fe) = 5 ! re 


1831 die mit der jetzt üblichen Söhrarbiräiik schon ziemlich überein- 
stimmende °?”): 


(686) fe); uf ED aa K= re). 





Als Gültigkeitsbedingung gibt er hier und auch noch später?*®) 
an, die Funktion f müsse für |2|<r „endlich und stetig“ bleiben; 
erst 1840 bemerkt er®®), man habe doch keine hinlängliche Sicherheit 
dafür, daß aus diesen Eigenschaften der Funktion dieselben für ihre 
Ableitung folgten, und es sei deshalb „plus rigoureux“, wenn man 
diese Bedingung ausdrücklich mit unter die Voraussetzungen aufnehme. 
Bei dem Abdruck des ersten Teils der Abhandlung von 1831 im 
folgenden Jahre°®®) tut er das dann auch an den meisten Stellen, nur 


925) Exerc. de math. 1 (1826) —= Oeuvres (2) 6, p. 271; auch hier noch in 
der eben erwähnten Zerlegung. 

926) Ann. de math. 17 (1827), p. 114. Ib. p. 112° sind die Formeln noch in 
der alten Gestalt gegeben. 

927) Sur la me6canique celeste et sur un nouveau calcul (von 1831), lith. Turin 
1832, eine addition 1833; ital. v. @. Frisiani und @. Piola (ohne die addition und 
den $ 3 des ersten Teils und mit Versetzung des $ 1 des ersten Teils an die 
Spitze des zweiten, mit Noten, die hauptsächlich in Ausführung der Zwischen- 
rechnungen bestehen), Mem. di mat. e di fis. di diversi autori 2 (1834) (auch 
sep., Milano 1835). Der Auszug Bull. Ferussac 15 (1831), p. 260 enthält keine 
expliziten Formeln, sondern nur allgemeine Angabe des Gedankengangs und der 
Resultate. Der Beweis der Gleichung (586) ist auch in dem mem. sur la r&solution 
generale des &quations 1837, p. 2 aus dem Turiner m&m. reproduziert. 

928) So in dem 1835 lithographierten mem. sur l’int@gration des &quations 
differentielles und auch noch in dessen Abdruck exerc. d’anal. et de phys. 
math. 1, 1840, p. 356; dann Paris C. R. 4 (1837), p. 216 (Brief an Coriolis) = Oeuvres 
(1) 4, p. 39. 

929) Paris C. R. 8 (1839), p. 187 = Oeurvres (1) 4, p. 486 und in der damit bis auf 
die Einleitung, die Bezeichnung und dieReihenfolge der Abschnitte übereinstimmen- 
den Note Exerc. d’anal. et de phys. math. 1 (1840), p. 32. Ebenso bei Moigno, 
lecons 1, Paris 1840, p. 159. 

930) Exerc. d’anal. 2 (1841), p. 52. Einige Resultate der Abhandlung von 
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gerade nicht an der hier in Frage kömmenden°®!), was aber wohl nur 
ein Versehen ist. 

An die Formel (586) schließt er dann sofort die Entwicklung einer 
derartigen Funktion in eine nach Potenzen von z mit ganzen positiven 
Exponenten fortschreitende Reihe, samt der Abschätzung des Restes 
mit Hilfe des Maximums der Funktion auf dem Kreise®??), 

Eine sich anschließende Abhandlung®*) führt dann die Bogen- 
länge der Begrenzungskurve als Integrationsvariable ein und schreibt 
den Residuensatz in der Form°*): | 


(687) Sue) te as 


Später hat er bemerkt®®), daß man zur Ableitung seiner Sätze 
nicht des allgemeinen Integralbegriffs, sondern nur des Begriffs des 
Mittelwerts bedarf: er zeigt mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Diffe- 
rentialrechnung, daß die Summe 


(588) — 5 ef(re”) (e = exp =) 


v=0 


mit 4 gegen null, also die Summe 
”-1 
1 
(589) ofee) 
v=0 


gegen einen von r unabhängigen Grenzwert konvergiert. Bei dieser 
Darstellung erscheint die Stetigkeit von f’(z) als unentbehrliche Vor- 


1831 sind auch bereits ib. 1, p. 29 und p. 355 reproduziert; p. 29 fordert er die 
Stetigkeit auch der Ableitung, aber nicht p. 356. 

931) Auch nicht in dem vorangehenden Abdruck des Auszugs von Bull. 
Ferussac 15, exerc. d’anal. 2, p. 44. 

932) Mem. von 1831, p. 9; vgl. auch den in Note 928 erwähnten Brief. — 
Die Legons sur le calcul diff. Paris 1829 enthalten zwar (Oeuvres (2) 4 p. 446) 
Potenzreihen komplexen Arguments, mit der Angabe der Gültigkeitsbedingung 
„wenn das Restglied mit wachsendem n unbegrenzt abnimmt‘, aber ohne Unter- 
suchung darüber, unter welchen Voraussetzungen das eintritt. 

933) Sur les rapports qui existent entre le calcul des residus et le calcul 
des limites et sur les avantages qu’offrent -ces deux nouveaux calculs dans la 
resolution des &quations algebriques ou transcendantes, lith. Turin 1831 oder 
1832; ital. Übersetzung von A. Lombardi, Mem. soc. ital. 22, (1839), p. 91; Auszug 
bull. Ferussac 16 (1831), p. 116. 

934) p. 98 der italienischen Übersetzung. 

935) Paris C. R. 10 (1840), p. 642 = Oeuvres (1). 5, p. 182 — exerc. d’anal. 
1 (1840), p. 270; reproduziert von Moigno, Legons ’*5) 1, Paris 1840, p. 152; auch 
von O. Schlömileh, Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 198. 
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aussetzung°®®); Cauchy führt sie daher in der folgenden Zeit fast immer 
‚ausdrücklich mit auf, wenn er die gern ergriffene Gelegenheit hat, 
seinen Satz anzuziehen®”). Erst infolge einer ihm von J. Liouville 
. gemachten Bemerkung: sein ursprünglicher Beweis®®®?), der letzten 
‘ Enndes auf der Vertauschung der Integrationsreihenfolge in einem Dop- 
pelintegral beruht, sei von der Voraussetzung der Stetigkeit der Ab- 
leitung unabhängig — läßt er sie zunächst wieder fallen®®). In der 
folgenden Zeit scheint er über eine gewisse Unsicherheit nicht Herr 
geworden zu sein: öfters fügt er die Bedingung der Stetigkeit der 
Ableitung wieder bei®®®); und wenn er es an andern Stellen) nicht 
tut, so denkt er dabei vielleicht an die einmal”) von ihm ausge- 
sprochene allgemeine Bemerkung: man könne mit Hilfe der Theorie 
der singulären Integrale die Gültigkeit der Sätze leicht auf den Fall 
ausdehnen, daß die Ableitung an einer endlichen Anzahl von Stellen 
unendlich oder unstetig wird; Funktionen mit einer unendlichen An- 
zahl von Unstetigkeitsstellen schließe er überhaupt aus. Dann erklärt 
er aber doch wieder”): man könne alle Schwierigkeiten am besten 
abschneiden, wenn man die Stetigkeit der Ableitung mit voraussetze. 

Was Entwicklungen nach steigenden und fallenden Potenzen 
von 2 betrifft, so hat A. Cauchy zunächst behauptet®%), daß zwei solche 


936) Genau genommen setzt Cauchys Schlußweise sogar „gleichmäßige 
Differentiierbarkeit“ der Funktion f auf dem betrachteten Kreise voraus und 
vertauscht auch sonst ohne weiteres die Reihenfolge von Grenzübergängen. 

937) Paris C. R. 10 (1840), p. 939; 11 (1840), p. 640; 17 (1848), p. 938, 1221; 
18 (1844), p. 119; 19 (1844), p. 151 = Oeuvres (1) 5, p. 234, 361; 8, p. 115, 135, 
148, 276. Wenn er es Paris C. R. 15 (1842), p. 261 = Oeuvres (1) 7, p. 92 nicht 
tut, so trägt dieser Paragraph auch sonst die Spuren früherer Abfassung. 

938) Paris C. R. 19 (1844), p. 189; — Oeuvres (1) 8, p. 369. Wie es ge- 
meint ist, verstehe ich nicht ganz: das Doppelintegraltheorem muß doch bei Ab- 
‚leitung des Randintegralsatzes nicht auf die Funktion f selbst, sondern auf f’ 
angewendet werden. Liouville und Cauchy haben wohl die Existenz der Ab- 
leitung hier noch für selbstverständlich und die Endlichkeit des Integranden für 
eine hinreichende Bedingung für die Anwendung des Doppelintegralsatzes ge- 
halten. Vgl. auch die Bemerkungen von A. Pringsheim, Bibl. math. 3, (1900), 
p. 473. 
| 939) Paris C. R. 20 (1845), p. 340; 29 (1849), p. 43 = Oeuvres (1) 9, p. 31; 
11, p. 135. Ä 

940) 19 (1844), p. 205, 1382; 20 (1845), p. 127, 213, 283; 27 (1848), p. 373; 
32 (1851), p. 280 = Oeuvres (1) 8, p. 287, 360, 423, 485; 9, p.8; 11, p. 82, 329. 

941) 20 (1845), p. 120 = Oeuvres (1) 8, p. 415. 

942) 20 (1845), p. 465 = Üeuvres (1) 9, p. 56. 

943) Paris C. R. 13 (1841), p. 912 = Oeuvres (1) 6, p. 861. Der Beweis ge- 
schieht durch gliedweise Integration [setzt also gleichmäßige Konvergenz voraus, 
die nicht stattzuhaben braucht, wenn die Reihe nur auf dem Kreise konvergiert]. 
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Entwicklungen, deren. Werte auf einem Kreise um den Nullpunkt über- 
einstimmen, notwendig Glied für Glied übereinstimmen müssen. Dar- 
aufhin hat P. A. Laurent der Pariser Akademie seine einschlägigen 
Untersuchungen mitgeteilt und im Begleitschreiben bemerkt’), er sei 
im Besitze der Konvergenzbedingungen „für alle bisher von den Ma- 
thematikern benutzten Reihenentwicklungen“, insbesondere auch für 
die trigonometrischen. Bei Gelegenheit der Berichterstattung über 
diese Abhandlung teilt dann Cauchy aus ihr den Satz mit®#): Eine 
Reihe der vorhin genannten Art konvergiert, solange |z| zwischen 
. zwei Grenzen liegt, zwischen denen die Funktion und ihre Ableitung 
endlich und stetig bleiben; er gibt®*®) von ihm einen Beweis mit Hilfe 
seiner Residuenformeln, der nach seiner eigenen Angabe sich von dem 
Laurents nur durch eine kleine Vereinfachung unterscheidet. 

Von weiteren funktionentheoretischen Resultstien aus dieser Zeit 
ist zunächst der von Cauchy aus einer von Cellerier eingereichten 
Note mitgeteilte®”) Satz zu nennen, daß eine Funktion komplexen 


Ein späterer Beweis (Paris C.R. 17 (1848), p. 193 = Oeuvres (1) 8, p. 5) verfährt 
. im Prinzip ebenso, nur ersetzt er die-Integration durch Mittelwertbildung. [Auch 
hier muß gleichmäßige Konvergenz vorausgesetzt werden, wenn man von dem 
Verschwinden der einzelnen Reste auf das Verschwinden ihres Mittelwerts 
schließen will.] 

944) Paris C. R. 17 (1843), p. 348. 

945) Ib. p. 938 = Oeuvres (1) 8, p. 116. 

946) Ib. p. 940 = Oeuvres (1) 8, p. 117; etwas anders stilisiert C. R. 18 (1844), 
p. 122; 20 (1845), p. 122 = Oeuvres (1) 8, p. 152, 418. Laurent hatte seinen Satz 
nur als eine „extension“ von demjenigen Cauchys bezeichnet; Cauchy meint 
(©. R. 17 (1843), p. 940 und ebenso im Nachruf auf Laurent, ebd. 40 (1855), 
p. 682 = ÜOeuvres (1) 8, p. 117; 12, p. 257), es sei vielmehr ein neuer bemer- 
kenswerter Satz. Sein Bericht schließt mit dem Antrag auf Aufnahme von Lau- 
rents Abhandlung in die m&m. pres., doch ist sie nicht erfolgt. Laurents eigene 
Darstellung ist erst mehrere Jahre nach seinem Tode veröffentlicht (J. &c. polyt. 
cab. 40 (1863), p. 106, 145); sie ist sehr schwerfällig, da er überall mit der Dar- 
stellung einer komplexen Größe durch absoluten Betrag und Polarwinkel arbeitet, 


also z. B. statt “ immer 


Be 1 dr 

| Veh 
schreibt. 

947) Paris C. R. 18 (1844), p. 168 = Oeuvres (1) 8, p. 161. Auch von dieser 
Note ist der beantragte Abdruck in den mem. pres. nicht erfolgt; sie scheint 
überhaupt nicht in extenso veröffentlicht zu sein. Cauchy berichtet Paris C.R. 
20 (1845), p. 121 = Oeuvres (1) 8, p.416, Cellerier habe ihm mitgeteilt, daß der 
Satz auch noch gelte, wenn die Funktion nur für alle reellen Werte eines Inter-- 
valls null sei. Was dabei eigentlich unter Funktion komplexen Arguments zu 
verstehen sei, wird nicht angegeben. 
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Arguments, die für alle reellen Werte desselben null ist, auch für alle 
komplexen Werte null sein muß. Cauchy stellt ihm bald darauf?) 
zunächst den folgenden zur Seite: Eine Funktionalgleichung bleibt 
im ganzen Konvergenzkreisring bestehen, wenn sie auf einem Kreise 
gilt. Nachher*®) hat er erkannt, daß dieser Satz noch eine wesentliche 
Erweiterung gestattet: man kann die Gültigkeit einer solchen Gleichung 
für den ganzen zusammenhängenden Bereich behaupten, in dem die 
Funktionen stetig bleiben; wenn man die einzelnen Glieder der Lau- 
rentschen Entwicklung von f(z + 8) nach Potenzen von & entwickelt 
und dann umordnet. Die Abhandlung, in der er diese Erweiterung 
beweist, ist auch darum bemerkenswert, weil er in ihr — soviel ich 
sehe, in ihr zuerst — von der geometrischen Darstellung der Punkte 
kömplexer Zahlen durch die Punkte einer Ebene unverhüllt Gebrauch 
macht; doch gebraucht Cauchy hier und auch später für die komplexe 
Variable und den Punkt, der sie darstellt, zwei verschiedene Buchstaben. 

Ferner sei der Satz erwähnt, daß eine Funktion komplexen Ar- 
guments, die im Endlichen und Unendlichen überall endlich bleibt, 
notwendig eine Konstante ist. Cauchy hat ihn zunächst unter der 
noch etwas einschränkenden Voraussetzung bewiesen, daß lim f(z) 


existiert®%), dann aber gezeigt®!), daß er von dieser Einschränkung 
befreit werden kann, indem man entsprechende Schlüsse auf die Funktion 


a f(2) 
a0, 2—2)(@—y) 
anwendet. 


Zwei andere Noten enthalten die Bemerkung”®), daß man die 


948) Paris C. R. 20 (1845), p. 121 = Oeuvres (1) 8, p. 416. 

949) Paris C. R. 20 (1845), p. 377 = Oeuvres (1) 9, p. 34. Man ist versucht, 
hier bei Cauchy das Prinzip der „analytischen Fortsetzung‘ (vgl. II B 1, Osgood, 
Nr. 13, p.35) finden zu wollen; ein wesentlicher Unterschied gegenüber der Auf- 
fassung von Weierstraß liegt aber darin, daß die Funktion bei ersterem immer 
als für ihren ganzen Stetigkeitsbereich gegeben vorausgesetzt, nicht wie bei 
letzterem aus einem ihrer Elemente heraus erzeugt wird. 

950) 19 (1844), p. 1337 —= Oeuvres (1) 8, p. 367. 

951) 19 (1844), p. 1343 — Oeuvres (1) 8, p. 373. Cauchy hat recht, wenn 
er 19 (1844), p. 1378 = ÜOeuvres (1) 8, p. 379 bemerkt, daß auch die zweite For- 
mulierung unmittelbar aus einer bereits 17 (1843), p. 574 = Oeuvres (1) 8, p. 57 
von ihm benutzten Umformung folgt; immerhin hat er den Satz nicht früher 
ausdrücklich ausgesprochen als Liouville den entsprechenden Satz für dop- 
peltperiodische Funktionen (vgl. II B 3, Harkneß- Wirtinger-Fricke, Nr. 88, 
p. 233). Andererseits beruht es wohl auf einer Verwechslung, wenn, wie Osgood, 
II B 1, Note 29, p. 19 angibt, zuweilen auch der allgemeine Satz Liouville zuge- 
schrieben wird. 

952) Paris C. R. 18 (1844), p.561; 19 (1844), p.209 = Oeuvres (1) 8, p.165, 290. 
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Koeffizienten einer Laurentschen Entwicklung auch durch Integrale 
über den einen oder den andern Rand des Konvergenzkreisrings dar- 
stellen und sie damit abschätzen könne; sofern nur die Funktion auf 
diesem Rande nur so unendlich wird, daß die Integrale Bedeutung 
behalten. 

Zu erneuter Beschäftigung mit der Frage nach den Gültigkeits- 
bedingungen seiner Sätze ist Cauchy durch einen Aufsatz von E. La- 
marle veranlaßt worden. Dieser behauptet einerseits®®), die Forderung 
der Stetigkeit der Ableitung sei unnötig [täuscht sich-aber darin, indem 
auch in seinem Beweisgang die Reihenfolge von Differentiation und 
Integration vertauscht wird]; andererseits glaubt er die Periodizität 
der Funktion in bezug auf den Polarwinkel ausdrücklich fordern zu 
müssen. Cauchy erwidert®%): Die letzte Forderung sei bei ihm immer 
in der der Stetigkeit inbegriffen gedacht. Daraufhin setzt Lamarle 
seine Auffassungen noch einmal ausführlich auseinander =), 20 
meint, eine komplexe Größe selbst als unabhängige Veränderliche zu 
betrachten, gebe keinen präzisen Sinn; man müsse sie durch ihren 
absoluten Betrag und ihren Polarwinkel ersetzen; dann muß man 
freilich die Periodizität in bezug auf diesen letzteren ausdrücklich 
fordern. Sein Funktionsbegriff ist ziemlich unklar: ‘er definiert Funk- 
tion als eine „expression“®), gibt aber nicht an, welche Operationen 
bei der Bildung eines solchen Ausdrucks als zulässig betrachtet werden 
sollen. Er meint, man könne eine Funktion erst dann als „erschöpft“ 
ansehen, wenn sie alle reellen und komplexen Werte angenommen 
habe, dürfe sich also auch bei den elementaren Transzendenten nicht 
auf die Hauptwerte beschränken. Damit hängt noch ein anderer 
Differenzpunkt zusammen. Cauchy hält auch in dieser Zeit noch an 
der früher®) von ihm gestellten Forderung fest, jedes Funktions- 


953) J. de math. 11 (1846), p. 129; eine zweite Darstellung, ib. p. 259, die 
Mittelwerte statt der Integrale verwendet, enthält denselben Fehlschluß. Die am 
Schluß der letzteren zitierte Note bull. Brux. 13 war mir nicht zugänglich, 

954) Ib. p. 318. Er bemerkt dabei p.328: Lamarles Schlußweise falle mit 
der seiner eigenen letzten Abhandlung 935) zusammen, wenn man in dieser statt 
der Mittelwerte wieder Integrale schreibe. Die sich anschließenden Auseinander- 
setzungen darüber, wie man die funktionentheoretischen Sätze aus den Sätzen 
über die Integration vollständiger Differentialien ableiten könne, lassen eine Dis- 
kussion der Frage vermissen, wann die Integration eines solchen Differentials 
eine eindeutige Funktion liefre. 

955) Ib. 12 (1847), p. 305. Er bemerkt, er habe die Stelle »38), an welcher 
Cauchy auch seinerseits die Forderung der Stetigkeit der Ableitung für über- 
flüssig erkläre, früher übersehen gehabt. 

956) p. 314. 
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zeichen so zu definieren, daß es zu jedem Argumentwert nur einen 
Funktionswert liefert. Ein solcher eindeutig definierter Funktionszweig 
wird dann an einer mehr oder weniger willkürlich gewählten Übergangs- 
linie unstetig; und nun kann es vorkommen, daß die Entwicklung einer 
solchen Funktion in eine Potenzreihe auch da noch konvergiert, wo 
eine solche Übergangslinie einsetzt; sie stellt eben von da an einen 
andern Funktionszweig dar. Das hat Cauchy auch gelegentlich am 
Beispiel von Binomialentwicklungen bemerkt®#”), namentlich an einem, 
bei welchem es sich darum handelt, daß der Hauptwert des Produkts 
zweier Wurzeln nicht überall gleich dem Produkt ihrer Hauptwerte 
ist. Seine Bemühungen, diese Verhältnisse aufzuklären, haben ihn 
aber zunächst nur zu den beiden Sätzen geführt: ein Punkt, in welchem 
die Funktion oder ihre Ableitung aufhören, stetig zu sein, liefert dann 
zugleich die wahre Konvergenzgrenze für ihre Potenzreihenentwick- 
lung, wenn in ihm die Funktion oder eine ihrer Ableitungen unend- 
lich wird®®); und die Ableitung einer impliziten Funktion wird im 
allgemeinen, aber nur im allgemeinen, da unendlich, wo zwei Funk- 
tionswerte zusammenfallen ®°®). Lamarle findei nun Cauchys Festsetzung 
ganz unnatürlich®) und verlangt, alle Werte, die derselben Gleichung 
genügen, auch zu derselben Funktion zu rechnen; die Stetigkeit habe 
man dann a!s eine den Funktionen naturgemäß innewohnende Eigen- 
schaft aufzufassen. So könne man behaupten, daß das Aufhören der 
Stetigkeit immer die Divergenz der Potenzreihenentwicklung mit 
sich bringe. 

Wo unter den Werten einer mehrdeutigen Funktion ein einzelner 
ausgezeichnet werden soll, schränkt Lamarle den Polarwinkel einer 
komplexen Größe auf das Intervall (0... 2x) ein°%), Inzwischen hatte 


957) Paris C.R. 19 (1844), p. 141 — Oeuvres (2) 8, p. 655. 

958) Paris ©.R. 19 (1844), p. 152 = Oeuvres (1) 8, p. 277. 

959) Paris C.R. 19 (1844), p. 157 = Oeuvres (1) 8, p.282. [Geometrisch: 
‚Ein Punkt mit zur y-Achse paralleler Tangente begrenzt die Konvergenz der 
Entwicklung von y nach Potenzen von x, ein gewöhnlicher Doppelpunkt nicht. 
Von höheren Singularitäten redet er nicht.] 

960) J. de math. 12 (1847), p. 330. Dabei müßte er sich freilich eigentlich 
mit der Irreduzibilitätsfrage auseinandersetzen; für die einfachen Beispiele, an 
die er ausschließlich denkt, genügt es, wenn er p. 318 verabredet: Eine Potenz 


mit gebrochenem Exponenten m solle stets so verstanden werden, daß erst die 


n Wurzel ausgezogen und dann in die m*® Potenz erhoben werde. — Störender 
ist, daß er p. 319 dem Radiusvektor einer komplexen Größe auch negative 
Werte beilegen zu müssen glaubt. Cauchys Beispiele 957) besprjcht er p. 335 
gahz zutreffend. 

961) J. de math. 11 (1846), p. 140. 
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sich auch E. @. Björling mit der Frage nach der Definition solcher 
Funktionen für komplexe Argumente mit negativ reellem Bestandteil 
prinzipiell beschäftigt°®®); da er den Polarwinkel nicht durch die beiden 
Gleichungen 


(591) z=rcost, y-rsint 
sondern durch die eine 
(592) r=arctg £ 


definiert, kommt er dazu, diesen Winkel für negative y auf das Inter- 
vall (5 .. 7) einzuschränken®®®), so daß, wie er selbst sieht”), der 
Hauptwert einer Potenz oder des Logarithmus bei ihm eine Unstetig- 
keit längs der Halbachse der negativ imaginären Zahlen aufweist. 
Cauchy findet Lamarles wie Björlings Festsetzung unzweckmäßig’®); 
er schlägt vor, wenn man es nicht bei seiner alten Festsetzung be- 
wenden lassen wolle, den Hauptwert des Polarwinkels zwischen den 
Grenzen — x und + x zu nehmen, so daß die Unstetigkeit längs der 
Halbachse der negativ reellen Zahlen auftritt. Er nimmt infolgedessen 
die Definition und die Untersuchung der elementaren Transzendenten 
komplexen, Arguments in einer Reihe von Abhandlungen noch einmal 
vor?®), 

Wohl mit durch diese Diskussion veranlaßt, hat sich Cauchy um 
diese Zeit den prinzipiellen Fragen aufs neue zugewandt. Einmal 
setzt er, unter Bezugnahme auf die Darstellung in der Analyse alge- 
brique®®), abermals auseinander®®”), daß man neuer Verabredungen 
bedürfe, wenn man in eine zunächst nur für reelle Variable definierte 


962) Stockh. Handl. 1845, mit einem Nachtrag 1847, der in den Wieder- 
abdruck Arch. Math. Phys. 9 (1847), p. 383; 11 (1848), p. 39 eingearbeitet ist. 

963) Arch. Math. Phys. 9, p. 392, 408. Er hat den Ausdruck „potentia 
principalis“ geprägt, den Cauchy dann als „puissance principale“ übernommen 
hat (exerc. d’anal. 4 (1847), p. 259). 

964) Arch. 9, p. 426. Was er p. 399 beibringt, um zu argumentieren, daß 
man es nicht konsequent anders machen könne, gilt nur, wenn man den Polar- 
winkel so einführt, wie er es tut. p. 431 meint er, eine Doppeldeutigkeit bzw. 
Unstetigkeit längs der negativ reellen Argumentwerte würde noch unbequemer sein. 

965) J. de math. 11 (1846), p. 320; Paris C.R. 23 (1846), p. 275 = Oeuvres 
(1) 10, p. 79; Exerc. d’anal. 3 (1844), p. 387; 4 (1847), p. 253, 259. Diese späteren 
Bände der exerc. sind übrigens, wie aus mehrfachen Anzeichen zu ersehen ist, 
nicht in denjenigen Jahren fertig geworden, die auf den Titelblättern stehen. 

966) Exerc. d’anal. 4 (1847), von p. 232 an. 

967) Exerc. de math. 3 (1844) (wegen des Datums vgl. Note 965), p. 361; 
Auszug, in dem einiges schärfer ausgesprochen ist, Paris C.R. 23 (1846), p. 271 
= Oeuvres (1) 10, p. 75. 
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Funktion an deren Stelle eine komplexe einführen wolle. Für rationale 
Funktionen und für solche, die sich durch beständig konvergente Po- 
tenzreihen darstellen lassen, reiche die Verabredung aus, daß die für 
reelle Argumente geltenden Sätze bestehen bleiben sollen; darüber 
hinaus nicht mehr. 

Ferner nimmt er den Begriff des Kurvenintegrals noch einmal 
vor), leitet die für ihn geltenden Sätze ab und bespricht namentlich 
auch den Fall?®), daß ein vollständiges Differential über eine Kurve in- 
tegriert wird, in deren Innern ein singulärer Punkt liegt, so daß die 
Integralfunktion mehrdeutig ausfällt und erst durch einen willkür- 
lichen Schnitt von ihr eine eindeutig definierte Funktion abgespalten 
werden kann. Ein solches Differental, genommen über eine geschlossene 
Kurve, läßt sich dann durch eine Summe singulärer Integrale ersetzen. 
Auch setzt er, sich mit der von Poisson gegebenen Auffassung des 
Integrals unter 19%) genommen von — 1 bis + 1 auseinander”): der 
von diesem angegebene Wert werde erhalten, wenn man längs einer 
Geraden integriere, die von der Achse der reellen Zahlen nach der 
einen Seite wenig abweiche; damit gleichberechtigt sei aber ein anderer 
Wert, der durch Integration längs einer zur ersten bezüglich der 
Achse symmetrischen Geraden erhalten werde; der Hauptwert sei das 
arithmetische Mittel aus diesen beiden. 

Im übrigen hat sich Cauchy um diese Zeit viel mit der Inte- 
gration gewöhnlicher Differentialgleichungen beschäftigt, namentlich 
mit der Ausdehnung der Methode der Integration durch Potenzreihen 
(vgl. II A 4a, Painleve, Nr. 11, p. 200) auf den Fall, daß für die un- 
abhängige Variable auch komplexe Werte zugelassen werden. Er setzt 
auseinander°”!), daß man durch Annahme immer neuer Entwicklungs- 
zentra „geradlinige Integrale“ so weit fortsetzen könne, bis man auf 
einen singulären Punkt stoße, und daß die Gesamtheit dieser gerad- 
linigen, von einem bestimmten Ursprung aus genommenen Integrale 
eine Funktion vorstelle, die überall eindeutig und stetig sei, nur nicht 
auf den Verlängerungen der Geraden vom Ursprung nach den singu- 
 lären Punkten. Das wendet er namentlich auf den Fall an, daß die 


968) Paris C.R. 23 (1846), p. 251 = Oeuvres (1) 10, p. 70. 

969) Paris C.R. 28 (1846), p. 537, 557 = Oeuvres (1) 10, p. 133, 135. Die 
Beziehung zur Theorie der Funktionen komplexen Arguments tritt namentlich in 
den Beispielen hervor. Vgl. dazu auch noch Paris C. R. 32 (1851), p. 789 = Oeuvres 
(1) 11, p. 385 die Erörterungen über den Hauptwert eines solchen Integrals für 
den Fall, daß auf dem Integrationsweg selbst ein Unstetigkeitspunkt liegt. 

970) Paris C.R. 23 (1846), p. 567 = Oeuvres (1) 10, p. 147. 

971) Ebenda. 
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Differentialgleichung die eine Variable nicht explizite enthält, daß es 
sfeh also um eine Integralfunktion im engeren Sinne oder um die 
Umkehrung einer solchen handelt; er setzt dabei auseinander, wie 
diese Schlüsse zu modifizieren sind, wenn schon die zu integrierende 
Funktion mehrdeutig ist?"®); andererseits auch, wie man aus dem 
„geradlinigen Integral in bezug auf einen Ursprung“ das „vollständige 
Integral“.erhalten könne, und behauptet, zwar nicht das erstere, wohl 
aber das letztere sei von der Wahl der unabhängigen Variablen un- 
abhängig””®). 

Das führt ihn dazu, die Frage nach der Definition der Stetigkeit 
— zunächst für Integrale von Differentialgleichungen — noch einmal 
allgemein vorzunehmen®”). Er betont jetzt, daß Stetigkeit auch ohne 
Eindeutigkeit vorhanden sein könne: die verschiedenen Zweige einer 
mehrdeutigen Funktion könnten so aufgefaßt werden, daß jeder für 
sich stetig sei, außer an den Übergangslinien, und an diesen schließe 
sich immer ein Zweig stetig an einen andern an. 

Er gibt dann auch noch zwei neue Darstellungen der Grundbe- 
griffe des Rechnens mit komplexen Größen. Die eine®”°), die, wie er 
selbst sagt, hauptsächlich auf rationale Funktionen Bezug hat, sich 
aber auch für Potenzreihen verwenden läßt, faßt die Gleichungen 
zwischen komplexen Größen als Kongruenzen mod (+ 1); die andere”) 
stellt den Begriff der „geometrischen Größen“ [Vektoren in einer 


972) Paris ©. R. 23 (1846), p. 690 ausführlicher p. 698 = Oeuvres (1) 10, 
p. 154, 164. 

978) p. 697, 738 =: 161, 183. Er erklärt (p. 700, 730 = 166, 173), damit 
seien die von Eisenstein hervorgehobenen Schwierigkeiten beseitigt, die einer 
Entwicklung der Theorie der elliptischen Funktionen von den Integralen aus ent- 
gegenstehen. p. 698 u. 739/40 = 163/64, 185 scheint eine Verwechslung von 
„unverzweigt“ und „eindeutig“ vorzuliegen. — Er hat übrigens bereits hier er- 
kannt, daß eine solche Integralfunktion in dem Sinne vollständig unbestimmt 
sein könne, als ihre Werte für einen gegebenen Argumentwert unendlich dicht 
liegen. 

974) Paris C. R. 23 (1846), p. 702, 779 = Oeuvres (1) 10, p. 169, 186. 

975) Paris C.R. 24 (1847),_p. 1120; 25 (1847), p. 129 — Oeuvres (1) 10, 
p. 312, 351; in ausführlicherer, auch zum Teil veränderter Redaktion exerc. 4 
(1847), p. 87. Vgl. auch die spätere Abhandlung exerc. 4, p. 356 (Auszug Paris 
C.R. 36 (1853), p. 70, 129, 161 — Oeuvres (1) 11, p. 439; 12, p. 12, 21), in 
der dieselbe Auffassung für komplexe Zahlen mit mehr als 2 Einheiten ent- 
wickelt wird, 

976) Paris C. R. 29 (1849), p. 250 = Oeuvres (1) 11, p. 152; wenig ver- 
änderte Redaktion exerc. d’anal. 4 (1847), p. 157. Er nimmt die Idee nicht für 
sich in Anspruch, wohl aber ihre methodische Durchführung „avec des modi- 
fications utiles“. Das Wort „Funktion einer geometrischen Größe‘ gebraucht er 
dabei im allgemeinsten Sinn (exerc. 4, p. 309). 
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Ebene] an die Spitze, betont die Notwendigkeit, die elementaren 
Rechnungsoperationen mit solchen neu zu definieren und die fort- 
dauernde Gültigkeit der Rechnungsregeln neu zu beweisen, überläßt 
aber die Durchführung des letzteren dem Leser. Dann zeigt er, wie 
man von da aus auf die gewöhnliche Darstellung zuräckkommt, wenn 
man zwei zueinander senkrechte Einheitsvektoren einführt?””). An dem 
Gebrauch, jedes Funktionszeichen eindeutig zu definieren, hält er auch 
hier noch fest; doch gelangt er schließlich?”®) zu dem Begriff des 
„type“, d.h. „eines analytischen Ausdrucks, der einen der verschie- 
denen Werte einer impliziten Funktion vorstellt“. 

Zunächst folgt nun eine kleine Gruppe von Aufsätzen®”®), in 
welchen Cauchy versucht, auch in nicht analytische Funktionen ein 
komplexes Argument einzuführen und namentlich die Behauptung zu 
beweisen: Wenn eine solche Funktion nur für solche reelle x von 
null verschieden ist, die einem bestimmten Intervall angehören, ist sie 
auch nur für solche komplexen x von null verschieden, deren reelle 
Bestandteile in dasselbe Intervall fallen. Doch hängt alles an der 
speziellen Auswahl der dabei benutzten „limitateurs“ (Nr. 104). 

Die weitere Durchführung der Theorie der: mehrdeutigen, zu- 
nächst der algebraischen Funktionen einer komplexen Veränderlichen 
hat dann V. Puiseux’®®) unternommen. Er geht aus von einem Satz 
von Oauchy?®!), nach dem jede einzelne Wurzel einer algebraischen 
Gleichung sich stetig ändert, solange sie endlich bleibt und nicht mit 
einer andern Wurzel zusammenfällt, und zieht daraus den Schluß ®#2), 
daß zwei Wege der unabhängigen Veränderlichen z, die von demselben 


977) Exerc. d’anal. 4, p. 213. Daran schließen sich dann die bereits 966) 
erwähnten erneuten Festsetzungen betr. die elementaren Transzendenten. 

978) Exerc. d’anal. 4, p. 312. Erst später (Paris C. R. 32 (1851), p. 484 
= ÖOeuyvres (1) 11, p 376) findet sich die wesentliche Erläuterung: Man muß von 
jedem Werte des einzelnen „type zu jedem andern gelangen können, indem man 
die unabhängige Veränderliche sich stetig ändern läßt. 

979) Paris C. R. 27 (1848), p. 525; 28 (1849), p. 280; 29 (1849), p. 610 — 
Oeuvres (1) 11, p. 87, 124, 188. 

980) J. de math. 15 (1850), p. 365 (deutsch von H. Fischer, Halle 1861); 
Ankündigung Paris C. R. 30 (1850), p. 171; Bericht von Cauchy ib. 32 (1851), 
p. 276 — Oeurvres (1) 11, p. 325. 

981) Exerc. d’anal. 2 (1841), p. 111;-Auszug Paris 0. R. 12 (1841), p. 1188 
= ÖOeuvres (1) 6, p. 175. 

982) J. de math. 15, p. 370. Er bemerkt p. 375, daß man bei algebraischen 
Funktionen die Ausnahmepunkte präziser charakterisieren könne,, als es Cauchy 
bei seinen allgemeineren Untersuchungen °®!) hatte tun können. Das Wort 
„Weg“ (chemin) in dieser Bedeutung ist hier von Puiseux in die mathematische 
Sprache eingeführt. 
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Ausgangspunkt nach demselben Endpunkt führen, auch zu demselben 
Funktionswert % führen, wenn zwischen ihnen kein singulärer Punkt 
liegt; daß dann auch das Integral S udz auf beiden Wegen denselben 
Wert erhält, beweist er durch die Methode der kleinen Variationen ®®®). 
Auch zeigt er, wie man von einer Lösung der Gleichung durch eine 
Potenzreihe ausgehend durch Benutzung neuer Entwicklungszentren 
zur Lösung in der ganzen Ebene gelangen kann®*). Daran schließt 
sich dann®®) — und das ist das eigentlich Neue und auch von 
Cauchy”®) als neu Anerkannte — die Untersuchung der Art, wie die 
verschiedenen Zweige in einem singulären Punkte zusammenhängen, 
sowie®”) die Untersuchung der Integrale algebraischer Funktionen 
und ihrer Perioden; die Anzahl der letzteren ist allerdings nur in den 
einfachsten Fällen dot die kleinste mögliche Anzahl linear unabhän- 
giger reduziert. 

Cauchy setzt dann allgemein Kühkinier; daß man die Trennung 
der einzelnen „Funktionen“ die einer und derselben „Gleichung“ ge- 
nügen, durch Gerade („lignes d’arr&t“) vornehmen könne, die von den 
einzelnen singulären Punkten („points d’arröt“) ins Unendliche laufen. 
Er gibt dann®®) auch seinerseits eine Bestimmung der Anzahl der 
linear unabhängigen Perioden des Integrals einer algebraischen Funk- 
tion, die aber nur unter besonderen Voraussetzungen richtig ist. 

Und nun endlich kommt er dazu, die allgemeinen Begriffe der 


983) p. 372; vgl. 904). j 

984) p. 379. Daß man dabei von jedem Punkte zu jedem andern durch 
eine endliche Anzahl von Förtsetzungen gelangen kann, behauptet er, ohne es zu 
beweisen; doch hat er.sich vielleicht klar gemacht, daß bei algebraischen Funk- 
tionen die Entfernung vom nächsten singulären Punkt eine untere Grenze der 
Konvergenzradien liefert. 

985) p. 384. 

986) Paris C. R. 32 (1851), p. 278 = Oeuvres (1) 11, p. 327. 

987) J. de math. 15, p. 429. In der einige Jahre älteren Untersuchung von 
Ch. Hermite (Paris C. R. 18 (1844), p. 1136 = Oeuvres 1, p. 152), war nur der 
Fall behandelt worden, daß die Verzweigungspunkte alle einfach sind, und daß 
in je zweien derselben dieselben Funktionszweige zusammenhängen, ohne daß 
letzteres deutlich als eine Spezialisierung hervortrat. 

988) Paris C. R. 32 (1851), p. 68 = Oeuvres (1) 11, p. 292; PÜRONRESSERN 
für den Fall, daß mehrere Funktionen durch mehrere simultane Gleichungen de- 
finiert sind, p. 162 — 304. Daß Cauchy die lignes d’arrt alle rückwärts ver- 
längert durch einen willkürlichen Punkt laufen läßt, ist nebensächlich und wohl 
eine Erinnerung an sein Verfahren bei der Integration von Differentialglei- 
chungen 971). Der Terminus „ligne d’arr&t“ auch exerc. d’anal. 4 (1847), p. 324; 
die einer solchen entsprechende Linie in der Ebene der Funktion nennt er hier 
p. 325 „ligne terminale“. 

989) Paris C. R. 32 (1851), p. 126 = Oeuvres (1) 11, p. 300. 
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Funktionentheorie festzulegen und bestimmte Kunstausdrücke für sie 
einzuführen®®), Das Wort „fonetion de z“ nimmt er auch hier noch 
im allgemeinsten Sinn, bemerkt aber sogleich, daß die Ableitung einer 
solchen Funktion im allgemeinen von der Tangentenrichtung der 
Kurve abhängt, auf der z sich bewegend gedacht wird, und fügt hinzu, 
damit sei bestätigt, daß man bei Formulierung der Bedingungen für 
die Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe nicht unterlassen 
könne, auch von der Ableitung zu reden. Eine Funktion, die in jedem 
Punkt eine von der Tangentenrichtung unabhängige Ableitung hat, 
bezeichnet er als „monogene®!)“; eine Funktion, die nur einen „type“ 
aufweist?’®), zunächst?) als „monotypique“, später ®®) als „monodrome“, 
Die Stetigkeit der Ableitung verlangt er übrigens auch hier nicht), 
Endlich führt er für „monodrome, monogene et finie“ noch das eine 
Wort „synectique“ ein?®), 


990) Paris C. R. 82 (1851), p. 161 = Oeuvres (1) 11, p. 301; exerc. d’anal. 
4 (1847), p. 342. Statt „quantit& g&ometrique‘ 976) sagt er hier wieder „variable 
imaginaire“. Die allgemeine Auffassung von „fonction“ auch Paris C.R. 43 
(1856), p. 69 = Oeuvres (1) 12, p. 333; er deutet hier an, daß sie Anstoß erregt 
habe, meint aber, sie biete die einzige Möglichkeit, über unzählige Schwierig- 
keiten wegzukommen. 

991) Paris ©. R. 32 (1851), p. 484 = Oeuvres (1) 11, p. 376; exerc. 4 (1847), 
p- 346. 

992) Paris C. R. 32 (1851), p. 484, 704 = Oeuvres (1) 11, p. 377, 384. 

993) Paris C. R. 34 (1852), p. 71, 73 = Oeuvres (1) 11, p. 388, 391 ge- 
braucht er das Wort ohne Erklärung; exerc. d’anal. 4, p.325 (ähnlich p. 345), 
gibt er die Erklärung: „Qui ne cessent d’&tre continueg qu’en devenant infinies.* 
Paris C.R. 36 (1851): p. 459 = Oeuvres (1) 12, p. 35 sagt er ausdrücklich, mo- 
nodrome sei dasselbe, was früher 992) monotypique. Übrigens denkt er auch 
hier überall nur an algebraische Funktionen und die elementaren Transzen- 
denten, allenfalls an beständig konvergente Potenzreihen. Den Terminus „evo- 
dique“, den er exerc. d’anal. 4 (1847), p. 329 für „stetig, aber nicht notwendig 
nonodrom‘“ vorschlägt, hat er selbst nicht wieder benutzt. 

994) Ebenso Paris C. R. 34 (1852), p. 161 (Änderung der unabhängigen 
Variablen in einem „isotropen Mittel); 40 (1855), p. 558, 656, 713, 879 (hier 
suf Grund der Untersuchungen von Puiseux 985) die Formulierung, daß die 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung in der Umgebung eines Verzweigungs- 
punktes ce monogene und monodrome Funktionen von Ve—e sind); 41 (1855), 
p. 41; 42 (1856), p. 666; 43 (1856), p. 13 (bier der Satz, daß eine Funktion, die 
sich überall wie eine rationale Funktion verhält, eine solche ist usw.; sowie 
auch entsprechende Sätze über einfach periodische Funktionen, aber mit un- 
genügenden Voraussetzungen betr. das Verhalten im Unendlichen), 70 (hier noch 
einmal die Erklärung der Termini, unter ausdrücklicher Beschränkung auf einen 
bestimmten Bereich); 44 (1857), p. 410, 849 = Oeurvres (1) 11, p.403; 12, p. 245, 
265, 273, 282, 300, 315, 323, 384, 487, 448. 

995) Paris C. R. 36 (1853), p. 459; 40 (1855), p. 447; 43 (1856), p. 0 = 
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Von „wesentlich singulären“ Stellen (vgl. II B1, Osgood, Nr. 4, 
p. 18) und dem Verhalten analytischer Funktionen in ihrer Umgebung 
ist übrigens bei Cauchy kaum je die Rede; ich wüßte nur eine Stelle’) 
zu nennen, an der er auseinandersetzt, daß tg? fürd—= oo den Wert 
+ oder — i hat, je nach dem Vorzeichen des imaginären Bestand- 
teils von #. 

Um diese Zeit: entschließt er sich endlich auch, anknüpfend an 
eine von Hermite [wo?] gemachte Bemerkung, auch für die Gesamtheit 
der Werte einer mehrdeutigen Funktion ein Zeichen einzuführen: er 
schlägt vor®®”), dafür das Zeichen des Hauptwerts mit einem unter- 
scheidenden Beizeichen, etwa einem darüber gesetzten Strich, zu benutzen. 

Eine Ergänzung seiner früheren Untersuchungen bietet noch eine 
Abhandlung°®®), in der er die „variation integrale“ einer stetigen (nicht 
notwendig monogenen) Funktion untersucht, d.h. die Wertänderung, 
die eine solche Funktion erfährt, wenn ihre unabhängige Veränder- 
liche einen bestimmten Weg durchläuft; und namentlich den Zusammen- 
hang der variation integrale des Logarithmus einer monogenen Funk- 
tion auf einer geschlossenen Kurve mit den Anzahlen der Nullpunkte 
und der Pole der Funktion in dem von dieser Kurve umschlossenen 
Bereiche darlegt; samt der daraus folgenden Bestimmung der Anzahl 
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung, in der ganzen Ebene oder 
in einem begrenzten Bereiche. Daran schließt er auch noch®) einen 
neuen Beweis des Puiseuxschen Satzes®®?). 

Mit seinen inzwischen neu gewonnenen Anschauungen kommt er 
auch noch einmal auf den Begriff des Residuums zurück), er zieht 
es jetzt vor, es nicht mehr als Grenzwert (569), sondern als Mittel- 
wert bzw.!%!) als Integral 


(593) Sere + Hat 


genommen um den betrachteten Punkt zu definieren. 


Oeuvres (1) 12, p. 36, 228, 334. An der erstgenannten Stelle schließt er das 
„imonogene‘“ noch nicht mit ein. 

996) Paris C. R. 40 (1855). p. 446 = Oeuvres (1) 12, p. 227. Daß man auch 
jeden andern Wert erhalten kann, wenn man die Variable auf geeignet gewähltem 
Weg ins Unendliche gehen läßt, scheint er auch hier nicht bemerkt zu haben. 

997) Paris ©.R. 40 (1855), p. 383 = Oeuvres (1) 12, p. 221. 

998) Paris C. R. 40 (1855), p. 651, 713, 804 — Oeuvres (1) 12, p.259, 267, 270. 

999) Paris C. R. 42 (1856), p. 663 — Oeuvres (1) 12, p. 312. 

1000) Paris C. R. 44 (1857), p. 406 = Oeuvres (1) 12, p. 433. Er leitet von 
dieser Definition aus die hauptsächlichsten Sätze noch einmal ab; namentlich 
spricht er jetzt ausdrücklich den Satz aus, daß alle Ableitungen einer mono- 
genen monodromen Funktion selbst monogen und monodrom sind. 

1001) Paris C.R. 41 (1855), p. 41 — Oeuyres (1) 12, p. 300. 
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Eine letzte Abhandlung Cauchys!%?) versucht die Theorie der 
Potenzreihen mit mehreren unabhängigen Veränderlichen durch Ein- 
führung eines „regulateur“ zugänglich zu machen, nach dessen Po- 
tenzen zunächst geordnet werden und der schließlich gleich 1 gesetzt 
werden soll. 

Formeln, die mit den fundamentalen Sätzen Cauchys im wesent- 
lichen äquivalent sind, sind übrigens um dieselbe Zeit auch von an- 
dern Autoren gegeben worden. S. D. Poisson erhält zunächst!%®) die 
Doppelgleichung 


nz 


E7 isinz 1— 2r cosx + r? 





Fetr) Fü) r<1), 


indem er die beiden Faktoren unter dem Integralzeichen, den ersten 

mit Hilfe der Gleichungen (2) und (3), nach Potenzen von r ent- 
wickelt, dann ausmultipliziert und unter Benutzung der Integralrela- 
tionen (387) gliedweise integriert. Die erste Hälfte schreibt er auch: 





1—2rcaox-+r? 


(595) 1 u + Panel) + F(« E= e*?) re F(« + r). 


Ferner''%) gelangt er auf einem ziemlichen Umwege, indem er näm- 
lich in seiner allgemeinen Darstellung der Lagrangeschen Umkeh- 
rungsformel (Nr. 102) erst F(«) = «, dann F(«) = p(«) setzt und die 


1002) Paris C. R. 44 (1857), p. 849 — Oeuvres (1) 12, p. 448. Er deutet 
an, daß er dabei Anwendungen auf astronomische Probleme im Auge hatte 
(p- 851, 896 = Oeuyvres (1), 12, p. 452, 455); zu ihrer Ausführung ist er nicht 
mehr gekommen. 

1003) J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 482; ohne Beweis auch schon Bull. 
philomat. 1822, p. 138. Er bemerkt ausdrücklich (p. 487 und 498), daß diese 
Gleichungen nur so lange bewiesen sind, als die bei ihrer Ableitung benutzten 
Taylorschen Entwicklungen nicht „en defaut“ sind. ». Schmidten gibt die For- 
meln J. £. Math. 5 (1830), p. 395 ohne diese Gültigkeitsbedingung. Cauchy gibt 
Bull. philomat. 1822, p. 170; J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 579; M&m. sur les 
int. def., Paris 1825, p. 56 an, wie die Formeln sich aus seinen Residuensätzen 
ergeben, und ergänzt sie durch die Angabe, wie sie für r > 1 zu modifizieren 
sind. Exerc. de math. 1 (1826) — Oeuvres (2) 6, p. 272 bringt er auch Formeln, 
bei denen im Zähler nur 1 oder nur cos & steht, sowohl durch Kombination mit 
(585), als auch durch direkte Anwendung des Residuensatzes auf Funktionen wie 
s.B. fo — rt end) 

1004) p. 498. 
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Resultate miteinander kombiniert, zu der Gleichung: 

z | 

1 

(896) Zu | pa+e")dı= y(e); 
{ -_ı1 
er verifiziert sie dann durch die Bemerkung, daß man sie auch aus 
der Entwicklung von p(« ++ e”*') nach Potenzen von e””‘, mit Hilfe 
: der Relationen (387) ableiten könne. Indem er diese Relation für die 
Funktion F(«) benutzt, führt er die aus Formeln von Nr. 102 für 
p(«)=r sich ergebenden Gleichungen über in die folgenden: 


(597) Pie he de — 1% et r) (r<1) 


die, wie er selbst bemerkt, von (594) nicht wesentlich verschieden sind. 
Andererseits hat Poisson auch bereits bemerkt!°®), daß das Integral 
| Pa 
(598) cos azdz 
ı1+z# 


(vgl. Nr. 59b), wenn man die Integrationsvariable komplexe Werte mit 
dem konstanten imaginären Teil :y durchlaufen läßt, den Wert 
zexp(—a) oder —n©ina erhält, je nachdem y<1 oder >1 ist, 

@. Frullani‘%%) gewinnt aus der Integraldarstellung der Koeffi- 
zienten einer Cosinusreihe (Nr. 16) nicht nur die Gleichung 


(599) f0) = 4 [fer + fie) az, 


. sondern auch die folgende: 
1 n 1 ü -—x 
(600) — FO) == EG ) + fie”) cosnxda. 
ö 


G. Libri 1007) Jeitet die mit (594) im wesentlichen identische Glei- 


1005) J. &c. polyt. cah. 18 (1820), p. 838. Darauf macht P. Stäckel aufmerk- 
sam, Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 119. 

1006) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 102; Mem. soc. ital. 18 (1820) 
p. 461 (von 1818). Er gibt auch entsprechende Formeln für Funktionen von 
mehreren Variablen. A 

1007) Torino Mem. 28 (1824), p. 256 (von 1822); Da in der Gleichung (602) 
die Variable # nur noch unter dem Zeichen der Exponentialfunktion vorkommt, 
glaubt er mit ihrer Hilfe Differenzen- und Summenbildungen, Difterentistionen 
und Integrationen ebenso leicht vornehmen zu können, als dies mit Hilfe der 
Fourierschen Integraldarstellung möglich ist. J. f. Math. 7 (1831), p. 281 führt 
er die Formel mit dem Beifügen an: Die unbestimmte Größe «, die aus dem 
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chung 
i i rt 
1 &+ e* a Bas 
(601) 9a +i)= e} ( +) Jr ner =) dx 
fı) 1 1 


aus dem Parsevalschen Satze (Nr. 23) ab; indem er die Faktoren 
(1 — tnet*‘)-1 durch Integrale ersetzt, erhält er noch: 


z 0 
(602) yt)= uf [p(@ + e)exp (1 + (ae — Hye“') 
0 —o 


+ pa +e”)exp(l + (@« — Hye')]dyde. 
‚H. Vernier'®) gewinnt die Formeln: 





(603) I f Fer re F(a+r)— Fa —r) 


isinz 





isinz 


(604) 1 (Reh) Sr ag 


+F(a—r) —2F(e) 


durch Reihenentwioklung nach Potenzen von r, mit Hilfe des Satzes, 
daß für ganzzahlige p und.g 


[4 


(605) c08 px sin qx dz RR wenn 9 — q negativ und ungerade 
z A 
ö 


ın x 


0 in den übrigen Fällen; 


ist; dann die Gleichung: 


(606) Jroa = — ifpeneiar 


zunächst einfach durch Einführung einer komplexen Integrationsvari- 
ablen in das Integral links, aber mit dem nachdrücklichen Hinweis!®®), 
daß dieser Schluß unzureichend ist, ünd daß die Gleichung nur richtig 
ist, sofern man auf beiden Seiten in solche Potenzreihen entwickeln 


kann, 


Resultat herausfällt, „sert ä detruire les erreurs que l’on pourrait commettre en 
attribuant au developpement de g(t) une forme qui ne lui conviendrait point‘*, 
Ib. 12 (1834), p. 257 gewinnt er die Formel aus einer Summenformel durch Über- 
gang zu unendlicher Gliederzahl. 

1008) Ann. de math. 15 (1825), p. 175. Er hat auch noch allgemeinere, aber 
weniger einfache Gleichungen mit dem Cosinus oder Sinus eines beliebigen Viel- 
fachen von x als Faktor unter dem Integralzeicken (p. 173). 

1009) p. 180. Gergonne weist ib. p. 360, von einem „quelqu’un‘‘ veranlaßt, 
darauf hin, daß diese Formel ein Spezialfall einer Gleichung Cauchys (vgl. 581) ist. 
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Auch R. Murphy'"'°) stellt den Koeffizienten von 2? in der Ent- 
wicklung von f(x) nach (steigenden und fallenden) Potenzen von x 
durch das bestimmte Integral 


+1 
(607) | Er) + fa )]de 


dar, scheint aber dabei nur an Integration durch reelle Zwischenwerte 
zu denken und dem Integral : 


(608) Sr az 


den Wert — log (— 1) = — zi zuzuschreiben. 

M. Ostrogradsky'"") bringt überhaupt die Differenz der beiden 
Werte, die ein Doppelintegral mit der singulären Stelle (a, b) des In- 
tegranden je nach der Reihenfolge der Integrationen annimmt, auf 


die Form: 
+1 +41 


(609) A -/ fra +s,b+:)— fat en, b+e.d)edidn 
1-1 
und bemerkt dann, da sie von & unabhängig ausfallen müsse, brauche 
man in der Entwicklung des Integranden nach Potenzen von & nur 
die von & unabhängigen Glieder zu berücksichtigen. Für den Fall 
’ = 
(610) f(&, Y) ge et e 
brauche man also in der Entwicklung von f{a-+:ib-+z) nach Po- 
tenzen von z nur das Glied Az”! zu berücksichtigen; dieses gibt 
+1 +1 1% 


1 
u a Te ee So rn “— mY)d$dn 
(611) af. J let ar me] dedh el E+ m 


und damit wieder die Resultate Cauchys. 
Eine Darstellung von merkwürdiger Originalität findet sich bei 
A. Qu. Gregan-Craufurd'2). Er meint: wenn in dem Integral 


—+a 
f(a)da 
a’ 23 


f(«) eine ungerade Funktion bedeutet, heben sich aus ihm alle Ele- 
mente paarweise weg, bis auf die Umgebungen von «@—=-+ x, wenn 











(612) 


1010) Cambr. trans. 3, (1830), p. 438. 

1011) Petersb. mem. (6) 1 (1831), p. 117 (von 1828). 

1012) Essay on the development of functions, Lond. 1844, p. 7. 
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diese Punkte zwischen den Integrationsgrenzen liegen; da er dem Inte- 
gral (608) den Wert + xi zuschreibt, kommt er für sein Integral auf 
den Wert zix'f(x). Indem er eine analoge Betrachtung für eine 
gerade Funktion anstellt und dann die beiden Resultate kombiniert, 
kommt er für eine beliebige endlich bleibende Funktion p(«) zu der 
Formel'913) 
ta 
1 @ —.« 
(613) | +) 


u} 





und durch Entwicklung nach Potenzen von x zur Maclaurinschen 
Formel mit Restglied?)., Zum Ausdruck der Koeffizienten durch die 
Ableitung gelangt er, indem er zuerst das Integral 


+a ' 
(614) | F zn 


-4a 





analog wie (612) behandelt und dabei ohne jede nähere Erläuterung 
annimmt, alle Wurzeln der Gleichung «= x” lägen zwischen den 
Integrationsgrenzen; hierauf zur Grenze x = 0 übergeht!!5). Anderer- 
seits bestimmt er noch!?!%) unabhängig von diesem Gedankengang die 
Koeffizienten einer Entwicklung nach fallenden und steigenden Potenzen 
durch gliedweise Integration und zeigt®®®) mit Hilfe des Poissonschen 
Schlußverfahrens, daß die so gebildete Reihe die Funktion wirklich 
darstellt. 

O. Bonnet verwirft den Gebrauch des allgemeinen Funktions- 
begriffs, „da man sich dabei keine klare Vorstellung von den Ab- 
leitungen machen könne“!”), Er setzt zunächst mit Hilfe von 
Abels Sätzen’®®) auseinander, daß die Maclaurinsche Entwicklung von 
f(r exp ix), soweit sie konvergiert, eine stetige Funktion von r und x 
vorstelle, und schließt daraus, daß sie jedenfalls nur so weit konver- 
gieren könne, als f stetig bleibt und für z—= 2x denselben Wert 
wieder annimmt wie für &=0. Er will dann beweisen, daß diese 
Bedingungen auch hinreichend seien, und bedient sich zu diesem Zweck 
der trigonometrischen Entwicklung nach den Funktionen der Viel- 


1013) p. 8. Man vgl. damit Cauchys Formeln (581) und (583). 
1014) p. 10. Gegen den Gebrauch unendlicher Reihen hat er Skrupel. Er 


 - entwickelt auch — ebenfalls mit Restglied — den einen Bestandteil nach stei- 


genden. den andern nach fallenden Potenzen von x; auch beide Teile nach fal- 
lenden,. wobei sich aber alles weghebt (p. 17). 

1015) p. 20. Berichtigung der Rechnung, p. 33. 

1016) p. 28. 

1017) Brux. m&m.-cour. in 4° 15 (1850), p. 97. 
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fachen von x bei konstantem r; dabei vergißt er, daß er vorher (vgl. 
Nr. 39) die Möglichkeit einer solchen Entwicklung nür unter einer 
Monotoniebedingung bewiesen hatte. Durch partielle Integration und 
Differentiation unter dem Zeichen [die wieder die Stetigkeit der Ab- 
leitung voraussetzt], gewinnt er dann die Art der Abhängigkeit der 
Koeffizienten dieser Entwicklung von r und damit die Laurentsche 
Reihe a 

Merkwürdig ist übrigens, daß J. Dienger noch vor Okay ) 
ausgesprochen hat!?!?), daß aus der Annahme der Existenz einer be- 
stimmten Ableitung F’(x + iy) — die er übrigens für selbstverständ- 
lich zu halten scheint — die sogenannten Cauchy-Riemannschen Diffe- 
rentialgleichungen folgen. 

Daß auch C. F. Gauß den Satz, „daß das Integral [yp(x)dz nach 
zwei verschiedenen Übergängen immer einerlei Wert erhalte, wenn 
innerhalb des zwischen beiden die Übergänge repräsentierenden Linien 
eingeschlossenen Flächenraumes nirgends p(z) = oo wird“ gekannt 
hat, ist erst lange nach seinem Tode bekannt geworden !920), 

Ebenso hat C. Weierstraß seine Ableitung des Laurentschen Satzes 
erst viel später veröffentlicht!®!). Sie unterscheidet sich von der 
Cauchys zunächst dadurch, daß sie den Gebrauch der trigonometrischen 
Funktionen vermeidet und statt dessen für die komplexen Größen vom 
absoluten Betrag 1 die Parameterdarstellung 


(615) Se De 


benutzt, in der A alle reellen Werte durchläuft; ferner, daß an Stelle 
der Forderung der Stetigkeit der Ableitung die etwas weniger ver- 
langende auftritt, daß zu jedem gegebenen & die Ungleichung 








hk 


1018) p. 99. Dabei liegt noch insofern ein Versehen vor, als für die kon- 
stanten Glieder seine Schlüsse nicht gelten; deren Unabhängigkeit von r muß 
besonders bewiesen werden. 

1019) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 423. Wegen der Zeitfolge der Ver- 
öffentlichungen vgl. man die Bemerkung Note 965). 

1020) Brief an Bessel vom 18. Dez. 1811, veröffentlicht zuerst im Brief- 
wechsel zwischen Gauß und Bessel, Leipzig 1880, p.156 (jetzt Werke 7, p 91). 
Vgl. auch die von L. Schlesinger, Materialien für eine wissenschaftliche Biographie 
von Gauß, 1912, p. 118, veröffentlichte, allerdings aus sehr viel späterer Zeit 
stammende Auseinandersetzung. Die Anwendung der Sätze auf mehrdeutige 
Funktionen scheint übrigens Gauß dieselben Schwierigkeiten gemacht zu haben 
wie Cauchy; vgl. darüber die Bemerkungen von Schlesinger, ebd. p. 99. 

1021) Werke 1, Berlin 1894, p. 51 (von 1841); p. 54 unten sind nach „ab- 
solute Beträge‘ die Worte einzuschalten „einander gleich sind und“ 

67* 
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für alle in Betracht kommenden x, für alle A, deren absoluter Betrag 
eine gewisse Grenze nicht übersteigt, und für alle hinlänglich kleinen k 
besteht. Damit führt er die Änderung der Funktion von einem Kreise 
zum andern auf die Änderung längs eines Kreises zurück; da die letztere 
bei der Integration null ergibt, so folgt, daß Entsprechendes auch für 
die erstere gilt, und daß folglich der Wert des Integrals 


+r 
(617) SF exp iz)dz 
—_n 


von r unabhängig ist !°®?). Indem man auf Grund dieses Satzes den 
Integrationsweg für die Darstellung der Koeffizienten der Laurent- 
schen Entwicklung passend verschieben kann, ergibt sich wie bei 
Cauchy °°?) eine Abschätzung dieser Koeffizienten und damit der Kon- 
vergenzbeweis für alle Punkte des Kreisrings, für den die Voraus- 
setzungen erfüllt sind; daß die so gebildete Reihe die zu entwickelnde 
Funktion wirklich darstellt, beweist auch Weierstraß®”) mit dem 
Poissonschen Verfahren. 

Die Erkenntnis der fundamentalen Bedeutung von Cauchys Sätzen 
und Methoden hat sich übrigens verhältnismäßig langsam verbreitet; 
Dirichlet z. B. erscheint von ihr kaum berührt. Es liegt das wohl in 
erster Linie daran, daß Cauchy selbst nie eine zusammenhängende und 
von der Rücksicht auf ihn gerade beschäftigende spezielle Probleme 
freie Darstellung gegeben hat. Was sein Apostel Moigno bietet, kann 
dafür um so weniger als Ersatz dienen, als er die verschiedenen Ent- 
wicklungsstufen von Cauchys Gedanken an verschiedenen Stellen seiner 
Vorlesungen zerstreut!0?®) unverbunden wiedergibt. A. de Morgan!) 
kennt und verwendet wohl eine große Anzahl der von Cauchy aus 
seinen allgemeinen Sätzen abgeleiteten Einzelresultate, meint aber 
doch 10%), die Grenze zwischen denjenigen Fällen, in welchen es erlaubt 
sei, den in einem bestimmten Integrale auftretenden Parametern komplexe 
Werte beizulegen, und denjenigen, in welchen das nicht erlaubt sei, 


1022) p. 56. | 

1023) Die von der Vertauschung der Integrationsreihenfolge in einem Dop- 
pelintegral ausgehende legons de calc: diff. et de calc. int. 2, Paris 1844, p. 83 
und 302; die der Exercices®°®) ib. 1 (1840), p. 484; die des Turiner m&m. von 
1831 °?”), 2, p. 747; die auf dem Mittelwert (588) beruhende 1, p. 152. An der 
. letzteren Stelle, aber nicht an den vier zuerst genannten fordert er die Stetig- 
keit auch der Ableitung. 

1024) Den Hauptsatz gibt er diff. and. int. calc., Lond. 1836/41, p. 648, in 
der älteren Formulierung. 

1025) p. 630; vgl. auch die Bemerkung p. 636, betr. die „very great care 
which this method required“ und das Mißverständnis in der Note p. 638. 
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sei nie scharf gezogen worden. Die Darstellung von D. F. Gregory’) 
gibt nur die elementarsten Sätze; die von M. Ohm''?") reproduziert 
nur die älteste, in mehrfacher Hinsicht unvollkommene Fassung. 

E. H. Dirksen scheint eine von formalen Definitionen ausgehende 
Darstellung des Rechnens mit komplexen Zahlen entworfen gehabt zu 
haben, die jedenfalls bis zu einer strengen Begründung der Cauchy- 
schen Integralsätze vordringen sollte; doch ist aus den wenigen ver- 
öffentlichten Andeutungen !®®) nicht zu ersehen, wie weit er damit 
gelangt ist. | 

Se!bst die Richtigkeit von Cauchys Resultaten ist keineswegs so- 
gleich aligemein anerkannt worden. Die Einwendungen von @. Radike''2°) 
gegen die Formulierung der Residuensätze beruhen freilich größten- 
teils auf Mißverständnissen; namentlich übersieht er, daß Cauchy 
immer nur Funktionen im Auge hat, die in dem.betrachteten Bereich 
eindeutig definiert sind. Immerhin hat er darin recht, daß Cauchy an 
die Möglichkeit wesentlich singulärer Punkte, mit einer unbegrenzten 
Anzahl von Gliedern mit negativen Exponenten in der für ihre Um- 
gebung geltenden Entwicklung, ursprünglich nicht gedacht zu haben 
scheint. Auch die Darstellung von T. Franke!”®°), der Cauchys Beweis 
des Entwicklungssatzes ohne nähere Angabe für nicht richtig erklärt, 
ist voll von Trugschlüssen. Aber selbst P..L. T’schebyscheff'") glaubt 
die Stetigkeit aller Ableitungen als notwendige Bedingung für den 


1026) Cambr. math J. 1, (1838), p. 145. 

1027) System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 178, 202, 204. Auch die 
Bedingungen für die Anwendbarkeit der Sätze auf ins Unendliche sich er- 
streckende Bereiche gibt er p. 190 noch in der ursprünglichen ungenügenden 
Form. — p. 87 hat er übrigens eine ihm eigentümliche uns um zu 


zeigen, daß 
27 


Ss 
ad! _ Ae' 
0 


von a unabhängig ist, differentiiert er erst nach a unter dem Zeichen. Aber das 
tritt bei ihm nur als Rechenbeispiel auf und ist mit den andern Sätzen nicht 
in Verbindung gebracht. Die Benutzung des Begriffs des Hauptwerts eines be- 
stimmten Integrals lehnt er übrigens ab (p. 197). 

1028) Berl. Ber. 1839, p. 10; 1841, p. 5. 

1029) J. f. Math. 25 (1843), p. 216. 

1030) Arch. Math. Phys. 15 (1849), p. 227. Z.B behauptet er, alle Ab- 
leitungen einer stetigen Funktion seien selbst stetig, indem er eine Form des 
Mittelwertsatzes benutzt, die die Stetigkeit der ersten Ableitung bereits voraus- 
setzt; dann berücksichtigt er p. 233 nicht, daß die von ihm mit A bezeichnete 
Größe noch von x abhängt u. dgl. m. 

1031) J. f. Math. 28 (1844), p. 283 = Oeurvres 1, p. 14. 
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Entwicklungssatz fordern zu müssen, da er die gliedweise Integration 
selbst bei einer Potenzreihe nicht für zulässig .hielt. 

O. Schlömilch hat sich wiederholt mit den Cauchyschen Sätzen 
beschäftigt. Zunächst scheint er nur diejenige Darstellung Moignos!0#), 
die mit dem Begriff des Mittelwertsatzes arbeitet, kennen gelernt zu 
haben, ohne zu wissen, daß Cauchy früher*?®) selbst vom allgemeinen 
Integralbegriff ausgegangen war. Er fragt daher!'®?), wie wohl Cauchy 
auf dieses eigentümliche Verfahren gekommen sein möge, und beant- 
wortet sich diese Frage dahin, daß hinter der ganzen Untersuchung 
die Gleichung (585) stehe. Er meint, Cauchy habe diese Gleichung 
wohl zuerst unter der Voraussetzung abgeleitet, daß die Entwickel- 
barkeit von f(z) in eine Potenzreihe schon bewiesen sei, und sei von 
hier aus zu der Frage gekommen, unter welchen Umständen sich der 
Schluß in umgekehrter Richtung durchführen lasse. : Später!) gibt 
er im wesentlichen Cauchys ursprüngliche Darstellung der Residuen- 
sätze®”®) wieder, wobei er die Stetigkeit der Ableitung ausdrücklich 
als Voraussetzung einführt. Eine dritte Darstellung!) beginnt mit 
dem durch Vertauschung der Reihenfolge von Differentiation und Inte- 
gration gelieferten Nachweis, daß das Integral (617) von r unabhängig 
ist. Da er aber bei der Anwendung dieses Satzes auf F(r) = r""f(r) 
wiederholt partiell integriert, kommt er auch hier!) zu der Meinung, 
man müsse die Stetigkeit aller Ableitungen voraussetzen. 


36. Der Cauchyschen Beweisansatz aus der Residuentheorie. 
Indem A. Cauchy seinen Satz’) auf zwei Halbstreifen in den beiden 
Halbebenen der z mit positivem und mit negativem imaginären Be- 
standteil anwendet, gelangt er zu den beiden Gleichungen !®®);: | 


1032) Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 354. Die damit skizzierte Darstellung 
führt Schlömilch in seiner Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 194—217, 
im einzelnen durch; dabei glaubt er übrigens die Stetigkeit aller Ableitungen 
fordern zu müssen, indem er sich sonst nicht getraut (p. 214), den Mittelwert 
einer unendlichen Reihe durch die Summe der Mittelwerte ihrer Glieder zu 
ersetzen. 

1033) Neue Methode zur Summation endlicher und unendlicher Reihen, 
Greifswald 1849 — Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 133. 

1034) Math. Abhandlungen, Dessau 1850, p. 17. 

1035) p. 27. Ähnlich ist auch die Darstellung von J. Dienger, Arch. Math. 
Phys. 15 (1850), p. 119. Diengers Aufsatz über bestimmte Integrale mit imagi- 
nären Grenzen, J. f. Math. 37 (1848), p. 363 (von 1845) betrifft nur die Fälle, daß 
bei konstantem absoluten Betrag oder bei konstantem Winkel integriert wird. 

1036) Paris mem. 6 (1827), p. 808 (von 1823; oeuvres (1) 2, p. 12); mem. sur 
Yapplication du calcul des residus ä la solution des probleömes de physique 
math., Paris 1827, p. 6. 
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" fa)de _ fan + Bat) 75 _ 
ge e-Di_ı Bei de Y etrzi_ı aß x f(x) 
RER RR ar —B) nn 
x)a& — dı) — T— R 
1 rn ae Fi aß — af(e) 
0 0 


und durch Addition nu Reihenentwicklung rechts unter dem Integral- 
zeichen zu: 


fa) — ro 4 ;l| nat [ens(f@n + Bi — FBN)AP 


=1 


(619) — gsi fi er far — BD — fe Bö)AB| 


woraus die zu beweisende Gleichung sich durch abermalige Anwendung 
des Residuensatzes auf die einzelnen Glieder der rechten Seite ergibt. 
Die Schlußweise setzt voraus, daß die zu entwickelnde Funktion f(x) 
für alle reellen und komplexen Werte ihres Arguments endlich bleibt, 
außerdem noch bestimmte, von Cauchy hier noch nicht genau an- 
gegebene Bedingungen über das Verhalten dieser Funktion im unend- 
lichen. Aber diese Bedingungen sind, wie bereits Dirichlet bemerkt 
hat!”), zusammen nur erfüllt, wenn fe) eine Konstante ist; womit 
dieser Beweis hinfällig wird!%®). 

Die Konvergenz seiner Reihe erschließt Cauchy übrigens daraus, 
daß das allgemeine Glied durch die Substitution nß = z in: 


(620) 4 Fi (fr +) (+ #))as 
ö 
übergeführt werden kann, und daß die Summe zweier solcher Glieder 


1087) J. f. Math. 4 (1829); Werke 1, p. 119. 

1038) B. Riemann (Hab.-Schr. Gött. 1854, veröffentlicht durch R.' Dedekind, 
Gött. Abh. 13 (1867); Werke 2. Aufl., p. 234) deutet an, man könne ihn so um- 
formen, daß man über f(« + fi) nur für positive Werte von ß Voraussetzungen 
zu machen brauche. — Riemanns sich anschließende Angabe, daß „umgekehrt 
dieser Satz (daß eine in der positiven Halbebene überall endliche Funktion 
komplexen Arguments existiert, die für reelle Argumente vorgeschriebene Werte 
annimmt) sich aus der Fourierschen Reihe ableiten lasse‘, kann verschieden 
verstanden werden: entweder so, daß er damals noch an die Möglichkeit der 
Entwicklung jeder stetigen Funktion in eine trigonometrische Reihe geglaubt 
habe; oder so, daß er auch 'den in Rede stehenden Satz nur für solche Rand- 
werte habe behaupten wollen, für die die Entwicklung möglich ist. 
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samt den zugehörigen Faktoren nahezu gleich 


(621) — {f(2x) — f(0) } sin na 
sei. 

Daß mit so einfachen Hilfsmitteln nicht zum Ziele zu kommen 
ist, muß Cauchy übrigens bald selbst bemerkt haben, nachdem ihn 
fortgesetzte Beschäftigung mit seinen Residuensätzen veranlaßt hatte”), 
die Bedingungen schärfer zu formulieren, unter denen diese Sätze auf 
sich ins Unendliche erstreckende Bereiche angewendet werden können !%?), 
Er gibt zunächst!) für ein nach allen Seiten unendlich großes Rechteck, 
dessen Seiten zu den Koordinatenachsen parallel sind, den Satz in fol- 
gender Formulierung: wenn für reelle x die Grenzwerte 


(622) im @f@]—f, lim ka] —1 
existieren, und wenn für komplexe z 
(623) lim RS 


ist, wenn endlich & eine hinlänglich kleine positive reelle Größe be- 
deutet, so gilt: 


<f@) <fl@)) 
(624) Be —g, Ber. 
Wird das auf die Funktionen 
X 
Xe) 29 few-f(o)de, 


KIOR 
(625) 


__%(2) za 
oe, fer fla)da 


angewendet, in denen f(«) eine yn der reellen Variabeln « be- 
deuten soll, und wird dabei angenommen, daß 


(2) — v2) 
(626) E7ON 








1039) Die in Rede stehenden Untersuchungen Cauchys stehen im engsten 
Zusammenhang mit seinen später (Nr. 83) zu besprechenden Darstellungen von 
Integralen gewöhnlicher und partieller Differentialgleichungen durch Residuen. 

1040) M&m. sur l’application du calcul des residus & la solution des problemes 
de physique mathematique, Paris 1827, p.1. Da Dirichlet und Riemann diese 
Untersuchungen Cauchys nicht erwähnen, sind sie lange unbeachtet geblieben, 
obwohl schon C. 8. [Saigey?] (bull. Ferussac 12 (1829), p. 200) darauf hingewiesen 
hat, daß sie von Dirichlets Einwänden gegen Cauchys ersten Beweis nicht mit 
getroffen werden. 
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auch da endlich bleibt, wo %(z) = 0 ist, so ergibt sich 


(627) E Bi, ECM ee-()da— f(e) 
und daraus für 
(628) g)=er—1, 1W-1 


die Entwicklung von f(x) in eine harmonische trigonometrische Reihe. 
Die Frage, welchen Bedingungen die Funktion f genügen muß, wenn 
X(z), P(z) die erforderlichen Bedingungen erfüllen sollen, bespricht 
Cauchy hier noch nicht, wohl aber in einer folgenden Abhandlung ’*!). 
Er versucht mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung 
zu zeigen, daß sich z. B. die Funktion X(z) im unendlichen wie 


‘ 4 (z) z—x, 
(629) re 


verhält; übersieht aber dabei die für jenen Satz wesentliche Bedingung, 
daß die unter dem Integralzeichen stehenbleibende Funktion ihr Zeichen 
im Integrationsintervall nicht wechseln darf!%®). Übrigens führt ihn 
seine Ableitung zunächst zu den beiden Gleichungen: 


R f(«) = = [fode+ nn lee (nz — na) f(e)de, 
(630) En 
sf(@)= 3 fon frorine no flo 


nz B x 
die unter der Voraussetzung 
sm <r<X<s2n 
gelten; erst deren Zusammenfassung gibt die eigentlich zu beweisende.!*®) 


Verwandt mit Cauchys erster Schlußweise ist diejenige, vermöge 
deren O. Schlömilch!**) aus den in Nr. 103 zu besprechenden Formeln 


1041) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuyvres (2) 7, p. 396; p. 406 die Formu- 
lierung der Resultate in einen Satz. — Die Annahme Fiz) = e”’ +1 führt auf 
Reihen, die nach den Funktionen der ungeraden Vielfachen des Arguments fort- 
schreiten (p. 411). 

1042) Auch die späteren Andeutungen Paris C. R. 32 (1851), p. 212 = Oeuvres 
(1) 11, p. 313 geben über diesen Punkt keinen Aufschluß. 

1043) Wie man die Reihen mit nur Cosinus- oder nur Sinusgliedern durch 
Spezialisierung seines allgemeinen Ansatzes direkt in der gewöhnlichen Form er- 
halten kann, gibt Cauchy ib. p. 418 an. 

1044) Neue Methode zur Summierung endlicher und unendlicher Reihen, 
Greifswald 1849 — Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 149. Die Endlichkeit von f 
selbst, die Schlömilch noch besonders fordert, ist bereits eine Folge der End- 
lichkeit von f., 
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(631) D'f(n) cosnz, Df(n) sinnz 
konvergieren für O<x<z, wenn f(w-+ vi) vnu=0bisu=- 
und von v=— wo bis v=-+ oo endlich und stetig bleibt. 


37. Der Dirichletsche Beweis. Einen andern Ansatz, von dem 
aus man zu einem wirklichen Beweis der Entwicklungssätze gelangen 
kann, hat bereits Fourier selbst skizziert.'%) Er setzt zunächst aus- 
einander, daß die einzelnen positiven und negativen Flächenstücke, 
deren algebraische Summe das Integral (486) darstellt, abgesehen von 
dem ersten, für große Werte von x absolut genommen sehr wenig 
voneinander verschieden sind, so daß sie sich größtenteils gegenein- 
ander wegheben, und daß daher der Wert des Integrals größtenteils 
von dem ersten unter ihnen geliefert wird; dann bemerkt er, daß man 
entsprechende Überlegungen für die Integrale 








(632) 7 FÜ) da 

und n 

(633) °- 1 f(e) sin na "de 
v0 


durchführen könne, gibt aber nicht an, welche Eigenschaften man 
dazu von der Funktion f(x) voraussetzen muß '), 

Erst P. @. Lejeune-Dirichlet hat, auf Grund der von ihm gewon- 
nenen Erkenntnis der großen Allgemeinheit des Begriffs „willkürliche 
Funktion“ (vgl. Nr. 28) Beschränkungen angegeben, unter denen der 
Beweis möglich ist, und ihn dann auch wirklich in allen Einzelheiten 


1045) Theorie de la chaleur, Nr. 415, 416, 423 — Oeuvres 1, p. 494, 498, 
510 (noch nicht in der Preisschrift von 1811, also wohl erst durch die ihm ge- 
machten Einwände veranlaßt). 

1046) Dieser letztere Punkt ist in den Noten von @. Darboux zu Fouriers 
Oeuvres, bei Reiff, Geschichte der unendlichen Reihen, p. 185 und bei @. A. 
Gibson, Edinb. math. proc. 11 (1892/93), p. 147, die im übrigen das Verhältnis 
dieser Untersuchungen Fouriers zu denjenigen von Dirichlet alle richtig angeben, 
nicht genügend hervorgehoben. — Auch bei Ostrogradsky, Petersb. mem. (6) 1 
(1831), p. 137 (von 1828), bei J. M.C. Duhamel (Cours d’analyse 2, Paris 1840, 
p. 162), bei A. A. Cournot (Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 207), bei A. 
de Morgan (Differential and integral calculus 1841, p. 627), die alle dieselbe 
Schlußweise benutzen, bleibt die Frage unerörtert, unter welchen Voraussetzungen 
über die Funktion f(x) sie richtig ist. 
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durchgeführt. Er geht aus von dem Integral 





h 
ink 
0) ae FO—yR+ 2R) 
0 
und zerlegt es durch Einschaltung der Zwischenwerte 


+ w=1,2,3,...) 


in Teile, in welchen der Faktor Zr sein Zeichen nicht wechselt, so 
daß er auf jeden dieser Teile den ersten Mittelwertsatz der Integral- 
rechnung anwenden und damit die Abschätzung auf die des Integrals 


vn 


k 


in k 
(635) 9 F ng aß 
v—ı'7 
k 


zurückführen kann. Diese letztere vollzieht er in seiner ersten Ab- 
handlung!%”) dadurch, daß er zu 





vn 


(636) lim 0, — f _ dy 
zn v—1) 


übergeht; in der zweiten!%®) gewinnt er durch direkte Untersuchung 
der e,, für den Fall, daß f(x) im ganzen Intervall positiv ist und mit 
wachsendem x nicht zunimmt, die Doppelungleichung 


(3) a) CE <<) + Fr tn) PH) 


und aus ihr, indem er m so mit k ins Unendliche wachsen läßt, daß 
lim + = (0) wird!%9), die zu beweisende Grenzgleichung: 


(638) lim ,— (0). 


Der Übergang zu den Fällen, daß f(x) negativ ist, oder daß es mit 
wachsendem & nicht abnimmt, geschieht sofort; den Fall eines [nach 


1047) J. £. Math. 4 (1829), p. 157 = Werke 1, p. 117; ebenso A. A. Cournot, 
Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 206. 

1048) Repert. Phys. 1, Berlin 1887, p. 152 = Werke 1, p. 133; mit An- 
merkungen von H. Liebmann, Leipzig 1900; reproduziert auch in @. F. Meyers 
Bearbeitung der Vorlesunger Dirichlets über bestimmte Integrale, Leipzig 1871, 
p- 229, und in vielen andern Lehrbüchern (zuerst wohl bei M. Ohm, System der 
Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 294). 

1049) W. Fr. Bessel (Astr. Nachr. 16 (1839), p. 229 = ges. Abhandl. 2, 


p. 398) setzt zu diesem Zwecke m = Vhr; im übrigen ist bei ihm, wie schon 
Riemann !°®) bemerkt, die Durchführung im einzelnen nicht einwandfrei. 
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jetziger Ausdrucksweise] „abteilungsweise monotonen“ f(x) erledigt 
Dirichlet dadurch, daß er aus (638) zunächst die andere Grenzgleichung 





(639) lim f ya =0 (O<g<h<a) 
ableitet und dann das Integral durch diejenigen Werte von x in Teil- 
integrale zerlegt, an welchen f(x) den Sinn seiner Änderung wechselt. 
O. Schlömilch'®°) glaubt Dirichlets Beweisgang ohne Einbuße an 
Strenge vereinfachen zu können. Er bringt alle Bestandteile des 
en auf dieselben Grenzen und hat dann noch den Grenzwert; 


a 


(640) lim B° = A 
ER ksin — Ein ® kein "+ ° 























: k k 
(@ *) ( + *) | 
Erste t +(— 2 nee sined«e (k=2n-+1) 
k wi . 


zu untersuchen; hier glaubt er den Grenzübergang unter dem Inte- 
gralzeichen vornehmen zu dürfen, da diejenigen Glieder, für die r von 
. derselben Größenordnung wie m sei, keinen Beitrag lieferten; unter 
dem Integralzeichen erscheint dann nur noch f(0) sin « mit der Partial- 
bruchzerlegung von cosec « multipliziert. 

W. R. Hamilton'°') bezeichnet die von Fourier!'“#) angewendete 
Schlußweise als „principle of fluctuation“. Er selbst beginnt mit dem 
Satze!®%?), daß die Grenzgleichung 


(641) lim / sin kaf(e)da — 0 
k=o» 
jedesmal besteht, wenn die Funktion f im Integrationsintervall stetig 


1050) Arch. Math. Phys. 1 (1841), p. 417; etwas ausführlicher Beiträge zur 
Theorie bestimmter Integrale, Jena 1848, p. 3. 

1051) Dubl. proc. 6 (1841/42), p. 285 = Dubl. trans. 19, (1843), p. 319. 
Hamilton wendet seine Schlüsse sogleich auf Entwicklungen nach allgemeineren 
oszillierenden Funktionen an; darüber wird in einem der Ergänzungsartikel zu 
berichten sein. Er bemerkt übrigens mit Recht (p. 237 bzw. 320), Fourier habe 
nicht gezeigt, daß die vernachlässigten Größen von höherer Ordnung als die bei- 
behaltenen sind. 

1052) Dubl. trans. 19, p. 267. Die Voraussetzung der Stetigkeit erscheint 
bei ihm p. 269 in derjenigen Form, die man jetzt als Voraussetzung gleichmäßiger 
Stetigkeit bezeichnet. p. 270 bemerkt er, daß eine endliche Anzahl von Unstetig- 
keitsstellen dem Schlusse keinen Eintrag tue. 
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ist; den Beweis führt er, indem er den Mittelwertsatz auf diejenigen 
Teilintervalle anwendet, in welchen der Faktor sin k« sein Vorzeichen 
nicht wechselt. Ebenso zeigt er!®®), daß 


) 


(642) lim # win de PR 
& 


k=o 





ist. Für den dann noch erforderlichen Schluß, daß auch 
z-+e & ke) 
F sin (kx — ka u 

ist, muß er, um den Mittelwertsatz mit umgekehrter Rolle der beiden 
Faktoren anwenden zu können, die Voraussetzung hinzunehmen, daß 
f(«) zwischn @&=xz und =#2-+: sich immer in demselben Sinn 
ändert!®®). Indem er in dieser Gleichung dann noch f(x) durch 

@— e)f(®) 
(644) sin (kz— ke) 
ersetzt, erhält er die zu beweisende Gleichung (638) 105), 

Mit Hamiltons Anordnung der einzelnen Schritte des Beweises 
zeigt eine spätere Darstellung von O. Schlömilch!%*) große Verwandt- 
schaft; nur verwendet dieser bei Ableitung der Gleichung (641) mit 
Hilfe des ersten Mittelwertsatzes die beiden Faktoren in umgekehrter 
Rolle, so daß er hier schon f(«) als abteilungsweise monoton voraus- 
setzen muß, was er übrigens nicht als eine Einschränkung erkannt 
zu haben scheint. Indem er dann zeigt, daß diese Gleichung auch 
noch gilt, wenn die Funktion f(«) bei «= 0 so unendlich wird, daß 





(645) lim [&«f(«)] = 0 
«a=0 
ist, gelangt er von ihr direkt zu (638), indem er f(«) durch 
(646) 10) 
ersetzt 1057), a 


38. Beweis der Konvergenz durch partielle Integration in den 
Ausdrücken der Koeffizienten. Schon $. D. Poisson!®) hat die Aus- 


1058) p. 273. 

1054) p. 275. 

1055) p 281. 

1056) Analytische Studien 2, Leipzig 1848, p. 14. 

1057) p. 23, 26. 

1058) Chaleur, p. 185. Vorher, M6canique 1, p. 647 der 2. Auflage (nicht 
in der ersten) hatte er aus den durch einmalige partielle Integration sich er- 
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drücke der Koeffizienten trigonometrischer Reihen mit nur Cosinus- 
oder nur Sinusgliedern durch bestimmte Integrale vermittelst wieder- 
holter partieller Integration in: 


r 


A=-— iz ro cosnade, 
(647) 





Ba 4 frio sinne 


umgeformt und daraus geschlossen, daß eine solche Reihe wie n”? 
konvergiere. Daß dieser Schluß nur unter bestimmten Voraussetzungen 
über die Funktion f(x) richtig ist, durch welche die Allgemeinheit 
der Untersuchung stark beeinträchtigt wird, hat bereits W. R. Hamilton 
hervorgehoben !%°). 

E. H. Dirksen''®) formt die Reihe (384), unter der Voraussetzung, 
daß /’(x) „innerhalb der Grenzen der Integration einschließlich, be- 
ständig endlich und bestimmt bleibt“, durch partielle Integration in 
den Ausdrücken der Koeffizienten um in 


(648) 2 Tfk« ‚> sin u En I fr« een, 


n=1 





und schließt daraus mit Hilfe der speziellen Gleichung (110), daß 
ihre Summe endlich ist, sowie daß die Grenzgleichung 


(649) lim ai I Bez EN la)da = 0 
gilt, wenn nur das Integrationsintervall keine Nullstelle des Nenners 
enthält!%t), Infolgedessen glaubt er in dem Dirichletschen Integral 
(638) ohne weiteres die obere Grenze beliebig nahe an der untern 
nehmen und dann f(x) vor das Integralzeichen ziehen zu können 1°), 





gebenden Formeln geschlossen, daß die Koeffizienten mit lim n = 00 gegen 0 
konvergieren und hinzugefügt: „Cette remarque est necessaire et suflit pour 
l’emploi qu’on fera de la formule'“. Für einen speziellen Fall auch schon conn. 
des temps pour 1836[33], add. p. 7”. Von den Formeln (647) setzt. die erste 
voraus, es sei f'(0) = f’(x) = 0, die zweite, es sei f (0 —= f(n) = 0; vgl. darüber 
Note 1085), 

1059) Dubl. proc. 6 (1841/42), p. 235 — Dubl. trans. 19 (1843), p. 319. 

1060) J. f. Math. 4 (1829), p. 172. Zum Beweis dafür, daß f’(x) auch an 
einzelnen Stellen unendlich werden darf, beruft er sich auf die doch gerade dann 
nicht mögliche Entwickelbarkeit von f(x) in eine Taylorsche Reihe (p. 173). 

1061) p. 175. 

1062) p. 176. In der ausführlicheren Darstellung Berl. Abh. 1829[32], p. 183 
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Auch N. I. Lobatschefskij'"®) behandelt Reihen, die Cosinus- und 
Sinusglieder nebeneinander enthalten; da er aber in den Integralaus- 
drücken der Koeffizienten die Integration nur über das halbe Intervall 
erstreckt (vgl.°'®%)), so bleiben ihm bei der zweimaligen partiellen Inte- 
gration Glieder vom Integralzeichen frei, und er muß sich auf seinen 
Beweis®!”) der Konvergenz der speziellen Reihe (110) berufen, um 
behaupten zu können, daß diese für sich eine konvergente Reihe 
geben. Zum Beweis, daß die Summe der Reihe wirklich gleich der zu 
entwickelnden Funktion ist, bedient er sich zunächst des Poissonschen 
Verfahrens (Nr. 34); nachher noch der folgenden Schlußweise: wird 
die Reihensumme zwischen irgend zwei Grenzen gliedweise integriert 
und dann die Reihenfolge der Summation und der zur Bildung der 
Koeffizienten erforderlichen Integration vertauscht, was jetzt möglich 
ist, da durch die erste Integration das n“ Glied den Nenner % be- 
kommen hat, so ergibt sich mit Hilfe von (110), daß das Integral der 
Reihensumme gleich dem der zu entwickelnden Funktion ist. Weiß 
man nun schon, daß die Reihensumme eine stetige Funktion ist, so 
ergibt sich der Schluß unmittelbar. Um zu zeigen, daß das überall 
da der Fall ist, wo die zu entwickelnde Funktion selbst stetig ist, 
zieht Lobatschefskij in der Dirichletschen Integraldarstellung (638) 
zweier benachbarter Werte der Reihensumme für die Umgebung des 
betrachteten Punktes die Differenz der zugehörigen Werte der zu ent- 
wickelnden Funktion vor das Integralzeichen, während er in den 
übrigen Bestandteilen dieses Integrals die Differenz f(@« + 6) — f(«) 
durch öf’(«) ersetzt und daraus folgert, diese Bestandteile konver- 
gierten mit ö zugleich gegen Null. 

Auch C. Navier!%%) und J. Dienger''®) suchen die Konvergenz 
der allgemeinen Reihe aus der speziellen Reihe (110) zu erschließen, 
. indem sie zeigen wollen, daß in jener die Koeffizienten von der Größen- 


ordnung 2 sind. Navier bedient sich zu diesem Zwecke einer nicht 


streng durchgeführten Abschätzung, indem er die Kurve y= f(x) 
durch ein Polygon ersetzt; Dienger bedient sich der partiellen Inte- 
gration. Daß die Summe aber den behaupteten Wert hat, berührt 


will er den Schluß damit rechtfertigen, daß er sowohl auf f(«) als auf 1/sin rn 


das Rollesche Theorem anwendet; das setzt aber eben auch die Existenz von 
f'(«) an der betrachteten Stelle voraus. 

1063) Kasan Schriften 1834, p. 167; vgl. Note 217. 

1064) Lecgons d’analyse 2 (1840), p. 167. 

1065) J. f. Math. 34 (1847), p. 80. Er behauptet auch, einzelne Unstetig- 
keitsstellen täten dem Schlusse keinen Abbruch, doch ist seine Begründung dieser 
Behauptung ganz ungenügend. 
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Navier überhaupt nicht; Dienger zieht in dem Dirichletschen Ausdruck 
für die Summe der 2» + 1 ersten Glieder ohne weiteres f(x) vor das 
Integralzeichen und ersetzt dann in dem Nenner des übrigbleibenden 
Integrals den Sinus durch den Bogen. 

@. G. Stokes''®) wendet das Verfahren wieder auf Reihen an, die 
nur Cosinus- oder nur Sinusglieder enthalten, jedoch ohne das Vor- 
kommen von Unstetigkeitsstellen in der Funktion oder ihren Ablei- 
tungen auszuschließen. Es bleiben dann bei den partiellen Integra- 
tionen vom Integralzeichen freigewordene Glieder stehen; die Konver- 
genz der von diesen gebildeten Reihen erschließt auch er aus der 
Konvergenz der speziellen Reihe (110), die er wie Fourier?) beweist. 
Daß die Reihensumme der zu entwickelnden Funktion gleich ist, er- 
schließt er dann aus dem Poissonschen Verfahren (Nr. 34), unter 
Hinzunahme des Abelschen Lemmas’®), Durch Umkehrung der 
Schlußweise ergibt sich ihm die Möglichkeit, aus der Natur der Koeffi- 
. zienten der Entwicklung auf die Unstetigkeiten der Funktion zu 
schließen, vermöge verschiedener Sätze, die er schließlich?) zu dem 
‘einen zusammenfaßt: wenn die Funktion und alle ihre Ableitungen 
nur eine endliche Anzahl von Stetigkeitssprüngen aufweisen, so ist: 


215)-4+4 I te+0—r@—0) (fmjne 


[7 


60) mern 
FH a+o fon + Ft; 


die Summation ist dabei über alle Unstetigkeitsstellen der betr. -Ab- 
leitung im Intervall zu erstrecken, die Funktion ist über das Intervall 
hinaus den Gleichungen 


(651) f—-)=+fl), fat)=+tf@— e) 

gemäß fortgesetzt zu denken, wobei die oberen Zeichen für die Co- 
sinusreihe, die untern für die Sinusreihe gelten und etwa daraus ent- 
springende Unstetigkeiten an einem oder dem andern Endpunkt des 
Intervalls sind mit dem halben Betrag in Rechnung zu bringen. 





1066) Cambr. trans 8, (1849), p. 539 (von 1847) = papers 1, p. 246. Er 
bemerkt, daß die Schlüsse sich nicht wesentlich ändern, wenn die letzte benutzte 
Ableitung an einer endlichen Anzahl von Steilen von niedrigerer als der ersten 
Ordnung unendlich wird. Das Vorkommen von unendlich vielen Unstetigkeiten 
schließt er ausdrücklich aus. 

1067) p. 551 = 262. Die Formulierung betr. die Endpunkte des Intervalls 
ist bei Stokes etwas umständlicher. Die Gleichungen (650) sind übrigens als 
asymptotische zu verstehen. 


40. Integral des Quadrats des übrigbleibenden Fehlers. 1043 


39. Benutzung des zweiten Mittelwertsatzes der Integralrech- 
nung durch O.Bonnet. O0. Bonnet hat gezeigt, daß man die Ab- 
schätzung des Integrals (634) auch mit Hilfe desjenigen Satzes vor- 
nehmen kann, den man jetzt als zweiten Mittelwertsatz der Integral- 
rechnung bezeichnet. Dieser Satz erscheint bei ihm in der Gestalt!) 
wenn für alle x des Intervalls (@...b) die Funktion f(x) positiv ist 
und abnimmt und die Ungleichung gilt: 


(652) A</vBdB<B, 
dann ist? ; 
(653) Af(a) < SHB)U()dB < Bfla). 


Wird hier f(x) durch en ersetzt, wobei @ denselben Bedingungen 
genügen muß wie vorher f, so ergeben sich die Ungleichungen !%®): 








b 
in k b | 
ap <tr® (a>0) 
und K 
(655) 0< L (PB — pe) dB<(P0)) — 9) f dß, 
0 0 


aus denen zunächst die Grenzgleichung (643) folgt. Um von ihr zu 
(638) zu kommen, muß noch 9(x) durch 
zy(“) 


sin 


ersetzt werden; das verlangt, daß diese Funktion in der Umgebung 
von <= (0) abnimmt!P®), 


40. Integral des Quadrats des beim Abbrechen einer trigono- 
metrischen Entwicklung übrigbleibenden Fehlers. Ist s, die Summe 
der n ersten Glieder einer trigonometrischen Entwicklung der Funk- 








1068) J. de math. 14 (1849), p.249; Brux. me&m. cour. in 4° 23 (1848/50), 
p: 8. Bonnet gewinnt den Satz, indem er in dem entsprechenden, für endliche 
Summen geltenden Lemma Abels die Gliederzahl unbegrenzt zunehmen läßt; er 
fügt dann nur hinzu, er sei „trös-facile & &tablir en toute rigueur“. Vgl. darüber 
IIA2, Voß, Nr. 85, p. 98, sowie die dort zitierte historische Darstellung von 
A. Pringsheim, Münch. Ber. 1900, p- 209. 

1069) J. de math. 14, p. 254; Brux. mem. cour. 23, p. 13. 

1070) Brux. mem. cour. 23, p. 17. Die Bedingung ist insofern unbequem, 
als der Faktor x/sin x dort zunimmt. 
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tion f, so ergibt sich aus den Gleichungen (368) bzw. (385) daß 


(656) Sr — da = 0, 
also i 
(657) Sraz > fs2ds 


ist. Dieser Satz ist als sehr spezieller Fall in einem allgemeinen von 
J. Liowville!”"') enthalten; seine Verwendung zu Untersuchungen über 
die Konvergenz trigonometrischer Reihen gehört einer späteren Zeit an. 


41. Differentiation und Integration trigonometrischer Reihen. 
Solange man an der formalen Auffassung auch divergenter trigono- 
metrischer Reihen festhielt und sich um die Reihenfolge von Grenz- 
übergängen nicht kümmerte, glaubte man sich auch berechtigt, tri- 
gonometrische Reihen beliebig oft gliedweise zu differentiieren oder 
zu integrieren), Auch S..D. Poisson zweifelt nicht daran, daß das 
im allgemeinen zulässig sei; doch stellt er bereits folgende Überlegung 
an1®); Wird die Gleichung (384) gliedweise differentiiert und werden 
dann die Integrale durch partielle Integration umgeformt, so wird zu- 
nächst erhalten: 


a zı 
(658) f@--2 | en f(«)eos(ne—ne)de—(fim)—f— m))cosnzeosnz |. 
n=0 —r 
Wird hier die Summe rechts in zwei Bestandteile gespalten und dem 
zweiten Bestandteil, der für sich genommen divergiert, auf Grund der 
Gleichung (25) der Wert 


(659) m Nm) Sf lode 
, - RN 

. zugeschrieben, so stimmt das Resultat mit demjenigen überein, das- 
durch direkte Anwendung der Formel (384) auf die Funktion f’(x) er- 
halten wird. Poisson meint aber, das gelte nicht mehr fir e—=-+x, 
da dann der erwähnten Reihe nicht der Wert — 4, sondern © zuzu- 
schreiben sei; daraus glaubt er schließen zu müssen, daß die Ent-. 
wicklung von f’(z) an den Grenzen ihres Gültigkeitsintervalls diver- 
giere, wenn nicht f(x) =f(— x) sei [was wieder nach der andern 
Seite hin zu viel behauptet ist]. 

Entsprechende Überlegungen stellt er dann auch für diejenigen 
Reihen an, die nur Sinus- oder nur Cosinusglieder enthalten 4), 


1071) J. de math. 1 (1836), p. 265. 

1072) Vgl. Nr. 4,7, 8. 

1073) J. €c. polyt. cah. 19 (1823), p. 438; chaleur p. 193. 

1074) Auch A. Cauchy bemerkt, daß die Sinusreihe durch gliedweise Inte- 
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Dagegen wird durch Integration nach x und Umformung der 
Koeffizienten durch partielle Integration aus der Gleichung (369) er- 
halten .: 


(660) F(x) = ffoJie = x em re sinnade 


n=1 


Sonne [ Flo) eosnada— 2.) AP 


n=i n=1 ° 


und da F(0) = 0 ist, so ist das gleich 


ze u zı 
(661) + R F(e)da+ — D’eosnz f F(«) cos nada, 
0 n=1 0 


wie es sein soll. Poisson glaubt daraus schließen zu können, daß die 
durch gliedweise Integration einer Sinusreihe erhaltene Reihe auch an 
den Grenzen des Intervalls das richtige Resultat ergebe, wenn nur 
F(0) und F(x) überhaupt endlich seien. Aus der Cosinusreihe (365) 
wird ebenso erhalten: 


(662) F(&) = [= + LE CR in nz| F(x) 


n=1l 


PEN,y sin nf F(e)sinn«d« 


n=1 


der richtige Wert komme also hier dadurch heraus, daß das Zusatz- 
glied nach (111) überall gleich O ist, außer für x — m. 

Auch @. @. Stokes bemerkt 079), daß man aus einer Sinusreihe 
durch Integration immer eine noch besser konvergente Reihe erhalte, 
durch Differentiation dagegen häufig eine divergente; man könne aber 
mit Hilfe der bereits in Nr. 38 besprochenen Umformungen diese 
divergenten_Reihen durch konvergente ersetzen. Ist z.B. B, der 
Koeffizient von sinnz in der Entwicklung einer Funktion f(x), die 
mit ihren Ableitungen bis zur (Zw)! Ordnung einschließlich im 








gration aus der Cosinusreihe abgeleitet werden kann, exerc. de math. 2 (1827). 
= Oeuvres (2) 7, p. 419. 

1075) J. &c. polyt. cah. 19, p. 441; chaleur p. 196. 

1076) Cambr. trans. 8 (1849), p. 545 (von 1847) —= papers 1, p. 255. Er be- 
merkt kurz, für die Cosinusreihe gelte Analoges; die von Poisson an die Glei- 
chung (662) geknüpfte Bemerkung findet sich bei ihm nicht. p. 264 = 551 fügt 
er noch nachträglich bei, daß einzelne Unstetigkeiten der letzten berücksich- 
tigten Ableitung den Schluß nicht stören. 

68* 
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Innern des Intervalls stetig ist, so ist der Koeffizient B@w in der 
entsprechenden Entwicklung ihrer (2u)*® Ableitung gegeben durch: 


(668) (— Ye BEn— nt B,— nen -1[f(0) — (—1FCa)] 
+ Dr +— 


+ Zr 20) — (— Dfer-i)] 


Läßt sich B, in der Form (650) darstellen, so kann man das Resultat 
auch so aussprechen !”); man erhält die Koeffizienten der Entwick- 
lung von f(x), wenn man gliedweise differentiiert, dabei aber aus 
der Formel (650) alle Glieder wegläßt, die zu divergenten Bestand- 
teilen Veranlassung geben würden!). Die Entwicklung von f’(z) in 
eine Sinusreihe kann, wenn f(x) im Innern des Intervalls keine Un- 
stetigkeiten aufweist, ohne weiteres aus der Entwicklung von (x) in 
eine Cosinusreihe durch gliedweise Differentiation gefunden werden; 
aus ihr ergeben sich dann die Entwicklungen der Ableitungen un- 
gerader Ordnung durch das vorhin genannte Verfahren. 

O. Bonnet'”®) sieht den Grund dafür, daß man eine trigono- 
metrische Reihe nicht immer gliedweise differentiieren könne, in dem 
Umstande, daß die Konvergenz der Reihe den Vorzeichen ihrer Glieder 
und nicht allein ihrem Abnehmen zuzuschreiben sei. 


42. Verhalten der Reihe an Sprungstellen der zu entwickeln- 
den Funktion. Schon D. Bernoulli!”) hat darauf aufmerksam ge- 
macht, daß man beim Übergang von (25) zu (110) für jedes der Inter- 
valle 2k— 1)a<x<(2k+ 1)” die Integrationskonstante anders 
bestimmen müsse, und daß infolgedessen die letztere Reihe eine an 
den Trennungsstellen dieser Intervalle unstetige Funktion vorstellt. 
Auch Euler hat bemerkt!®), daß die Gleichung (111) für x = x nicht 
ınehr richtig sein kann; er legt sich die Sache so zurecht: fir er — ö 
wird jedes Glied der Reihe nahezu gleich d, die Summe unend- 
lich vieler unendlich kleiner Größen kann aber sehr wohl einen end- 


1077) p. 258 — 547. 

1078) Brux. mem. cour. in 4° 23 (1848/50), p. 24. 

1079) Petrop. n. comm. 17 (1772), p. 8: „integer transitus perfieitur non in 
arculo dx, sed in unico puncto vere mathematico“. J. Fr. Pfaff (Versuch #°)) 
p. 18 ist mit dieser Erklärung nicht zufrieden, weiß aber auch nichts Besseres 
beizubringen als die Berufung darauf, daß schon die [divergente] Reihe (25) bei 


x=0 nicht En sondern OO zur Summe habe. 


1080) opuscula analytica 1, Petrop. (1783), p. 169 —= institut. cale. integr. 4, 
suppl. V, $ 48? (von 1772). 
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lichen Wert haben. Immerhin blieben diese Bemerkungen vereinzelt; 
noch Ch. Babbage meint!®!): die Reihe (110) zeige, daß die willkür- 
liche Integrationskonstante nicht für die ganze Ausdehnung eines 
Integrals denselben Wert zu haben brauche; der Grund hiervon sei 
noch nicht genügend aufgeklärt; man könne ihn in Unstetigkeiten 
von Ableitungen des Integranden oder in besonderen Eigentümlich- 
keiten der Exponentialfunktion suchen. 

Dann hat A. Cauchy'?) aus seinen Residuensätzen gefolgert, daß 
auch die Summen der Reihen (282), (283) in verschiedenen Intervallen 
verschiedenen analytischen Funktionen gleich sind. 

Allgemein ist die Frage aber erst von 5. D. Poisson behandelt 
worden.!®®) Er zeigt zunächst, daß: 


(664) 4 f fla)da +? lim I" 5; es cos(ne—na)f(e)de 


0 für -_a<r<0, 
ai fürz=0 undfürrre=z, 


2 
f(a) für O<z<a 


1081) Mem. of the analytical society, Cambr. 1813, p. VIII; die Vorrede, die 
wie auch die Abhandlungen des Bandes keinen Verfassernamen trägt, rührt 
nach Angabe von W. W. R. Ball, history of the study of mathematics at Cam- 
bridge 1889, p. 120, von Babbage her. 

1082) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 471 (von 1814). Vgl. 
die auf Verlangen der akademischen Kommission [Legendre] hinzugefügten Er- 
läuterungen p. 493, 503. Betr. Legendre’s eigene Darstellung vgl. man hier 
Note 400. ; 

1083) J. &c. polyt. cah. 18 (1820), p. 423. Er leitet daraus ab, daß die 
Reihen, die nur Sinus- oder nur Cosinusglieder enthalten, an den Grenzen ihrer. 
Gültigkeitsintervalle selbst Null sind, bzw. verschwindende Ableitungen liefern 
(p. 428), sowie entsprechende Sätze für die Reihen, die nach den Funktionen 
der ungeraden Vielfachen des Arguments fortschreiten. Infolgedessen vermeidet 
er es, direkten Gebrauch von Entwicklungen von Funktionen zu machen, welche 
diesen Bedingungen nicht genügen, und hilft sich, um das vermeiden zu können, 
damit, daß er eine der erwähnten einfachen Funktionen mit derselben Art von 
Unstetigkeit addiert und ihre Entwicklung wieder subtrahiert (ib. p. 467, 489; 
19 (1823), p. 58, 443). Noch im trait de mecanique (1833), leitet er 2, p. 837 
die Entwicklung von x nach den Sinus und p. 344 die von =/4 nach den Cosinus 
der Vielfachen von & nicht direkt mit Hilfe der Integraldarstellungen der Koef- 
fizienten ab, sondern gewinnt auf diesem Wege nur die Entwicklungen von x? 
nach den Cosinus bzw. von xx nach den Sinus und differentiiert dann. — Auch 
J. Liouville hat diese Bedenken ursprünglich geteilt (J. de math. 1, 1836, p. 27, 
30), aber bald bemerkt (ib. 2, 1837, p. 421, 483), daß sie grundlos sind. 
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ist; weiter!%%) überhaupt, daß dieselbe Summe, wie auch die Summe 
(384), wenn f(x) nur in einem Teil des Gültigkeitsintervalls von Null 
verschieden ist, an den Grenzen dieses Teilintervalls nicht = f(x), 
sondern nur = 1/2 f(x) ist; sowie!0®), daß der Wert der letzteren 
Summe, firrc—=— x und für 2=x, wenn f(—x) und f(x) von- 
einander verschieden sind, keinem von beiden, sondern ihrem arith- 
metischen Mittel gleich ist. Derselbe Satz sowie der allgemeinere: 
wenn für einen besonderen Wert von x die Grenzwerte lim f(x + e) 
e=0 


und limf(z — e) zwar beide existieren, aber voneinander verschieden 
.=0 


sind, so ist an einer solchen Stelle die Summe der Reihe gleich dem 
arithmetischen Mittel der beiden Grenzwerte — ergibt sich dann sofort 
‚aus Dirichlets Beweisverfahren, wie dieser auch selbst hervorhebt!%®), 

Die nähere Untersuchung des Verhaltens der Reihensumme in 
der Umgebung einer singulären Stelle hat Fr. W. Newman begonnen; 
zunächst für die Reihe (410). Er stellt die Summe ihrer 2m ersten 
Glieder in der Form dar!®”): 
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(665) y— 2 2: ae dx 





1084) J. &c. polyt. cah. 18 (1820), p. 430; 19 (1823), p. 435; chaleur p. 190. 

1085) Ib. 19, p. 434. — Bei Fourier findet sich hierüber nur eine Andeu- 
tung, theorie Nr. 423 = Oeuvres 1, p. 511, die erst Darboux in einer Note dazu 
ausführt. 

1086) J. f. Math. 4 (1829), p. 168; Repert. Phys. 1 (1837), p. 170 = Werke 1, 
p. 130, 156; ausführlich erörtert auch von M. Ohm, System der Mathematik 9, 
Nürnberg 1852, p. 311. Daß die gegenteilige Angabe bei Dirksen, J. f. Math.4 
(1829), p- 178 falsch ist, bemerkt bereits B. Riemann, Gött. Abhandl. 13 (1868) (von 
1854) = Werke p.238. In der ausführlicheren Abhandlung Dirksens, Berl. Ab- 
handl, 1829 [32], p. 186, die Riemann nicht kennt [oder ignoriert?], steht übri- 
gens die richtige Angabe. 

Übrigens steht noch @. Piola (mem. soc. ital. 20, (1831), p. 608) der 
Schwierigkeit ratlos gegenüber, daß die Sinusreihe die zu entwickelnde Funktion 
an der Grenze nicht mehr, darstellen kann, wenn diese dort von Null verschie- 
den ist. Er meint: wenn auch die Interpolationsformel an der Grenze nicht 
mehr richtig sei, könne man doch die zur Darstellung der Koeffizienten der 
Reihe dienenden Integrale bis an die Grenze erstrecken, da eine unendlich kleine 
Änderung der Grenzen das Integral nur unendlich wenig ändere. Da er aber 
doch weiß, daß diese letztere Behauptung nur „im allgemeinen richtig“ ist, so 
verzichtet er in Erkenntnis . seiner unzureichenden Kräfte auf eine klare Aus- 
einandersetzung. 

1087) Cambr. Dubl. math. J. 3 (1848), p. 108. Er meint die Frage, ob 
m von x abhängig sein könne, sei vom „algebraischen“ Standpunkt aus jeden- 
falls zu bejahen, bei physikalischen Problemen im einzelnen Fall zu untersuchen. 
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und setzt darin 
indem er den Grenzübergang ohne weiteres unter dem Integralzeichen 
vornimmt, erhält er für dieses Argument 

“ 


(667) lim y„ = 1 faran. 


m=n 0 





Er meint, man könne so durch geeignete Wahl von u jeden Wert 
zwischen den Grenzen + erhalten, da dies die Werte sind, die das 


Integral für vu —= + oo annimmt. Demgegenüber macht H. Wiül- 
braham'!'®®) darauf aufmerksam, daß die äußersten Werte, die dieses 
Integral annehmen kann, vielmehr 


ze 


(668) Ma II 
/ 





U 


sind, daß also das geometrische Bild der Reihensumme nicht einfach 
ein aus abwechselnd horizontalen und vertikalen Strecken zusammen- 
gesetzter Linienzug sei, sondern daß die vertikalen Strecken beider- 
seits um ein endliches Stück zu verlängern sind. 

Wenn J. R. Young'”®®) behauptet, die Gleichung (111) sei noch 
für = x und die Gleichung (410) noch für x = > richtig, so meint 


er dabei doch nur: wenn x sich der betr. Grenze unbegrenzt nähert. 
O. Bonnet überträgt das Hauptresultat dieser Nummer auf Po- 
tenzreihen komplexen Arguments. Aus seinen Untersuchungen ergibt 


Analog, nur kürzer, behandelt er auch die Reihe (111). Auch bei A. Cauchy, 
Paris C.R. 36 (1853), p. 457 = Oeuvres (1) 12, p. 33, findet sich die Bemerkung 
(1091), daß die Summe der in der Reihe (110) auf das nte noch folgenden 


Glieder für = Z näherungsweise durch das Integral 


Ti = “ du m 0,6244 


1 





sich darstellen läßt. 

1088) Ib. p. 198. Er erläutert die Verhältnisse durch Figuren. Übrigens 
ist bei ihm weder bewiesen, daß man (665) durch (667) ersetzen darf, noch daß 
man durch Annahme anderer'Beziehungen zwischen x und n keine andern Werte - 
erhalten könne; überhaupt liegt der ganzen Untersuchung kein scharfer Grenz- 
begriff zugrunde. | 

1089) Phil. mag. 27 (1845), p. 91 Dubl. proc. 3, (1846), p. 46. Cambr. trans. - 
8, (1847), p. 437. 
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sich !®°);: wenn die Werte einer solchen Funktion in einem Punkt z, 
des Konvergenzkreises einen endlichen Stetigkeitssprung aufweisen, so 
nähert sich die Funktion dem arithmetischen Mittel aus diesen beiden 
Werten, wenn die Variable sich dem Punkte z auf einem Radius 
nähert. Auch den Fall untersucht er, daß die zu entwickelnde Funk- 
tion in einem Punkte des Konvergenzkreises so unendlich wird, daß 
(669) lim (2 —2)t- fl) 

für einen positiven Wert von Ö existiert; er zeigt, daß auch in diesem 
Falle die Entwicklung in allen übrigen Punkten des Konvergenzkreises 
noch konvergiert!!). 


III. Unharmonische trigonometrische Reihen. 


43. Erste Beispiele solcher Reihen. Die Methode der ausge- 
zeichneten Lösungen zur Integration partieller Differentialgleichun- 
gen (Nr. 69) führt auch dann nicht immer auf die im bisherigen 
allein besprochenen „harmonischen“ trigonometrischen Reihen, wenn 
der eine Faktor der Elementarlösung ein Cosinus oder Sinus ist; 
das ist vielmehr nur dann der Fall, wenn die zu erfüllenden Grenz- 
_ bedingungen die einfache Form u = 0) oder öu/öx = 0 haben. Treten 
kompliziertere Grenzbedingungen oder neben den Grenzbedingungen 
für einzelne Innenwerte des Intervalls (bei den Anwendungen auf 
physikalische Probleme an Stellen, an welchen die Materialkonstanten 
sich sprungweise ändern) noch „Übergangsbedingungen“ auf, so erhält 
man zur Bestimmung der zulässigen Frequenzzahlen bzw. Abklingungs- 
konstanten kompliziertere determinierende Gleichungen. Derartige Glei- 
chungen sind bereits im Laufe des 18. Jahrhunderts mehrfach aufge- 
stellt, zum Teil auch diskutiert worden. So erhalten etwa gleichzeitig 
D. Bernoulli!®?) für die Schwingungszahlen einer Orgelpfeife „a che- 


1090) Brux. m&m. cour. in 4° 23 (1848/50), p. 103. Der Satz ist bei Bonnet 
nicht so bestimmt ausgesprochen; er redet ganz allgemein von dem Wert der 
Reihe für z= 2,. 

1091) p. 104. Für den Fall, daß der Grenzwert (669) für keinen positiven 
Wert von ö existiert, aber für d = 0 gleich Null ist, zieht Bonnet p. 105 noch 
logarithmische Kriterien herbei. 

1092) Paris mem. 1762 [64], p. 466. S. D. Poisson (Paris mem. 2 (1817) [19], 
p. 361) — der übrigens glaubt, man müsse das Problem als ein solches erzwun- 
gener Schwingungen behandeln, und deshalb die Eigenschwingungen gerade aus- 
schließt — kommt bei anderen Annahmen über die Grenzbedingungen auf die 
Form: 

tgaAl.cotbi=c. 
Weitere Ausführungen über solche Orgelpfeifen bei J. M. C. Duhamel, J. de 
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minee“ eine Gleichung der Form 
(670) tgar .tgbi =c, 
und L. Euler!®®) für die einer aus zwei verschiedenen Stücken zu- 
sammengesetzten Saite die folgende: 
Ab 
(671) +0, 
die sich in dem später von D. Bernoulli!*) besprochenen Grenzfall 
B=0 auf 
(672) eg 4-0 


reduziert; Euler noch'’®). für eine Saite, deren Konstante in bestimm- 
ter Weise vom Ort abhängen: 
1 (k — h)A 

die für = 0 wieder in (672) übergeht. Die Frage aber, ob und wie 
man aus den so gefundenen Partikularlösungen die allgemeinen Lö- 
sungen durch Superposition zusammensetzen, also ob man eine will- 
kürliche Funktion von x nach den so erhaltenen Funktionen sinAz 
oder cos Ax entwickeln könne, ist damals noch nicht berührt worden. 
Erst J. J. Fourier hat für das Problem der Abkühlung einer Kugel, 
in der die Temperatur von den Polarwinkeln unabhängig ist, nicht 








math. 15 (1850), p. 197; er findet, bei D. Bernoulli kompensierten sich zwei Ver- 
sehen. 

1093) Petrop. n. comm. 9 (1762/63), p. 285. 

1094) Ib. 16 (1771), p. 264. — Für die Diskussion dieser Gleichung (durch 
Untersuchung der Schnittpunkte der Geraden u=—ıb mit der Tangenslinie 


km atg =) sind die beiden Falle 
d b 
r >0, n 0 


zu unterscheiden; außer der jedesmal vorhandenen Wurzel A=0, die für b=a 
eine dreifache ist, hat die Gleichung im ersteren Fall in jedem der Intervalle 


(kx — 5 ka) eine Wurzel (D. Bernoulli, Petrop. n. comm. 16, p. 266, für 


b=a), im letzteren in jedem der Intervalle (k= .. km +) für |d/<]a| mit 


Ausnahme des ersten. (Euler, introductio in analysin infin. 2, Laus. 1748, 
p. 318, für b=—.a.) — Sind so die Wurzeln separiert, so kann man sich zu 
ihrer näheren Bestimmung der Reihenumkehrung bedienen, was ebenfalls bereits 
von den genannten Autoren für die von ihnen behandelten speziellen Fälle 
durchgeführt worden ist. 

1095) Taur. mise. 3, (1762/65), p. 56. Er gibt die Diskussion dieser Glei- 
chung, unter Benutzung der Schnittpunkte der Tangenslinie mit einer Hyperbel. 
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nur gezeigt!), daß sin A,x eine ausgezeichnete Lösung ist, wenn A, 
eine Wurzel der Gleichung 

(674) tgA,m = al, 

ist, in der a eine positive Konstante bedeutet, sondern auch (durch 


elementare Rechnung) abgeleitet, daß für diese Funktionen das Inte- 
graltheorem gilt 


zt 1) für An = PR 
(675) Sana sin A, 2dı = “ — 1 sin 24,” für 1, —1,; 


so daß die Koeffizienten der Entwicklung einer Funktion nach diesen 
ausgezeichneten Lösungen durch die Methode der gliedweisen Inte- 
gration sich bestimmen. Ebenso zeigt er!”), daß für das Problem 


1096) Paris mem. 4 (1819/20[24]) (Preisschrift von 1811), p. 408; theorie de 
la chaleur Nr. 291, 424 = Oeuvres 1, p. 313, 513. Ohne Beweis auch bull. 
philomat. (1820), p. 64 —= Ann. chim. phys. 13 (1820), p. 427 = Üeuvres 2, 
p. 279. Die Separation der Wurzeln nimmt er wie Euler!‘®) vor; zu ihrer Be- 
rechnung bedient er sich dann der Iteration in der Form 

ıktDg— aarctgA®, 

in der sie, wie aus der Figur erhellt, konvergiert, während Ak+D — arligi®z, 
divergiert. Den Beweis für die Möglichkeit der Entwicklung einer willkürlichen 
Funktion nach diesen sinA,x scheint Fourier zuerst als durch das Gelingen der 
Koeffizientenbestimmung bereits genügend erbracht angesehen zu haben; nach- 
träglich (theorie Nr. 424 = Oeuvres 1, p. 517) beruft er sich noch auf den Grenz- 
übergang von der entsprechenden Interpolationsformel her, doch ohne dessen 
Zulässigkeit zu begründen. Übrigens bemerkt er: wenn man ein sinA,x aus 
ihrer Folge weglassen wollte, würde man jedenfalls nur solche Funktionen ent- 
wickeln können, für die f f(x) sin), zdx = 0 wäre (Nr. 425, p. 519). — Dieselbe 
Entwicklung bei demselben Problem auch bei $. D. Poisson, J. &c. polyt. 19 
(1823), p. 113; beim Problem des „Bordaschen Pendels‘ conn. des temps pour 
1833[30], p. 45. Im Falle a—=x hat die Gleichung (674) 4,—=0 zur dreifachen 
Wurzel; Poisson bemerkt an der ersteren Stelle, die Entwicklung gelte auch in 
diesem Fall, nur sei dem zu A,=0 gehörenden Glied der Faktor 3 beizufügen. 
Fourier’s Verfahren ist reproduziert von Ph. Kelland, theory of heat, Cambr. 
1837, p. 78. O. Bonnet (Brux. mem, cour. in 4°, 25, 1848/50, p. 35) hebt hervor, 
daß es die Entwickelbarkeit einer willkürlichen Funktion nach den sinA, x nicht 
beweist, sondern voraussetzt; vgl. hierzu Note ®°), 

1097) Preisschrift p. 458; theorie Nr. 323 = Oeuvres 1, p. 361. — Poisson, 
j. ce. polyt. cah. 18 (1820), p. 480, 'hat dieselbe Entwicklung bei dem Problent 
der Schwingungen eines an einem elastischen Faden aufgehängten Massen- 
punktes; außerdem noch eine Entwicklung nach den sinA,x, mit derselben Glei- 
chung für die A,, und analoger Koeffizientenbestimmung. — Die Entwicklung des 
Textes auch in der Theorie der Schwingungen einer Kettenbrücke bei C. H. 
L. Navier, rapport ä& M. Becquey et möm. sur les ponds suspendus, Paris 1823, 
p- 138. 
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der Erkaltung eines Parallelepipeds die Funktionen cosA,x ausge- 
zeichnete Lösungen geben, wenn die A, der transzendenten Gleichung 
(676) 1,tgil,n=a 

genügen; und daß für diese Funktionen die Integraltheoreme 

0 für4,#4,, 


ze 
(677) 1. DEREN © + 74 sin 24,2 für 2, —1 


gelten. 


Die Frage der Wärmeleitung in einem Stabe unter den Grenz- 
bedingungen 
u 


(678) a — hufrs=—1ı = — hufürz-l 


führt, wie S. D. Poisson ursprünglich'®) durch die in Nr. 84 zu be- 
sprechende Methode gefunden und später!°®®) durch die hier besprochene 
verifiziert hat, auf eine Entwicklung nach den Funktionen 

(679) (h, — h,) cos A, sinA,x — [2A, cosA, + (h, + h,) sin A,] cosA,x 
mit der determinierenden Gleichung: 

(680) (hıh, — 4) sin24 + (h,+h)i cos2I —(. 

Man erhält etwas einfachere Formeln, wenn man mit J. M. C. Du- 
hamel‘) den Nullpunkt in den einen Endpunkt des Stabes verlegt, 
also die Bedingungen (678) durch 


(681) SH 2hu fürz—0, Aha fürs 


ersetzt; die determinierende Gleichung bleibt dieselbe, aber die Eigen- 
funktionen können einfacher 
(682) 2h, sinA,x + A, co84,2 


geschrieben werden. Im Falle h, = h,, der von @. @. Stokes"!) direkt 
untersucht ist, zerfällt die determinierende Gleichung (680) in die 
beiden: 

(683) htga+ı—0, Atgi + h—=0; 





1098) J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 34. 

1099) Chaleur, p. 265, p. 266 führt er noch den Grenzübergang zu dem Falle 
aus, daß eine der Größen h unendlich wird; der dann auftretende Eigenwert 
= 0 erfordert dabei eine besondere Überleguig, 

1100) J. Ee. polyt. cah. 22 (1838), p. 30 (von 1829/30). 

1101) Cambr. Trans. 8, (1849) (von 1847) —= Papers 1, p. 291. 
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die zu ihnen gehörenden Eigenfunktionen können bzw. 
(684) sin A,x, cos A,x 
geschrieben werden. 

Verwandt damit ist das Problem der Wärmebewegung in einer 
Kugelschale, ohne Wärmeabgabe nach innen und mit Strahlung nach 
außen, das Poisson auf Entwicklungen nach den Eigenfunktionen 
(685) rX, = (1 — pR)r,? sin (A, R — 2,x) — R? sin (A,x — A,r,) 

— rgRA,[R cos (A,x — A,r,) + 70 608 (A, R— 2,x)] 
mit der determinierenden Gleichung 
(Ar, R+1—pR)sin (AR — Ar,) 


(686) FR (R —n + pr, R)A cos (AR ae Ar.) 


führt 102), 

Die Frage der radialen Schwingungen einer elastischen festen 
Kugel führt 8. _D. Poisson“!®) auf eine Entwicklung einer willkür- 
lichen Funktion in eine Reihe der Form 


(687) fa) = — D’ 4,0, x c084,x — sinA,2), 
wobei die A, einer Gleichung '!%) 
(688) (4 — 34°) sinA — 44 cosi 


zu genügen haben. Die erforderlichen Integraltheoreme leitet er zu- 
nächst auf dem unten!!!!) erwähnten Umwege, nachher !!%) durch direkte 
Rechnung ab. 

Unharmonische trigonometrische Reihen treten auch bei den 
Untersuchungen der Schwingungen eines kontinuierlichen Systems auf, 


1102) Chaleur, p. 287. Im Falle p=0 hat die determinierende Gleichung 
== 0 zur dreifachen Wurzel; ihr entspricht eine von 0 verschiedene Konstante 
als Eigenfunktion (p. 288). Die Annahme r,„,—0 führt auf die Formeln (674), 
(675) zurück (p. 289); p. 291 behandelt er diese auch noch einmal direkt. Übrigens 
gehen, was Poisson nicht bemerkt zu haben scheint, die Gleichung (686) in (680) 
und die Eigenfunktionen (685) bis auf irrelevante Faktoren in (679), bzw. (682) 
über, wenn man 





EL me (R—r)PR—1) u R—r, 
R r, 
nimmt und 
R+n 
A(R—r,) durch 24, x durch = ee AN bzw. rn, + (R—r,)® 


ersetzt; nur ist zu beachten, daß en h auch .. ausfallen kann. 
1103) Paris mem. 8 (1829), p. 411. 
1104) Einige numerische Angaben über die Wurzeln dieser Gleichung noch 
p. 420. ia, 
1105) p. 416. 


43. Erste Beispiele solcher Reihen. 1055 


das an einem oder mehreren Punkten mit einem System einer end- 
lichen Anzahl von Freiheitsgraden gekoppelt ist. So stellt 8. D. 
Poisson‘!®) das Problem der sog. sympathischen Pendel durch das. 
Gleichungssystem dar: 


[ 0:u - u 


je az für -1<e<i; 

a0, 9 d 

aatzertrtı 2 fr—— |; 
(689) 0 +90, My für zei; 


0 dd 
u=ga, pl), O=h, v=h, Gm, 


IR für il 





| dt 
und integriert sie — von Ausnahmefällen abgesehen!) — durch 
den Ansatz: j 


u= Ba sinäx + DcosAz)(L cosAt + M sin At), 
(690) 10 = Dr —n(e sinA + DcosA)(L cosät + M sinAt), 





(v= DS n(C sind — Deosa)(L cosat + Meint). 


Die Nebenbedingungen ergeben dann zwei Gleichungen für das Ver- 
hältnis C: D, Elimination desselben eine determinierende Gleichung 
der Form !!%8); 


tgA = einer gebrochenen Funktion 4. Grades von A. 


Er leitet die zur Bestimmung der Koeffizienten der Entwicklung will- 
kürlicher Funktionen nach den hier auftretenden Eigenfunktionen er- 
forderlichen Integralsätze ab. 

Weiter ist 8. D. Poisson“!®) durch das Problem der kleinen 


1106) Conn. des temps pour 1833[30], add. p. 3; Auszug Bull. Ferussac 15 
(183), p. 269. 

1107) Diese Ausnahmerälle sind bei ihm nur analytisch charakterisiert; es 
muß sich um Fälle der Konsonanz des ganzen Systems mit einem der Teilsysteme 
handeln. 

1108) Angaben über die näherungsweise Auflösung dieser Gleichung 
p. 30, 34. 

1109) J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 460. Poisson bespricht auch den Über- 
gang von diesem Fall zu dem der harmonischen Sinusreihe. Er kann in doppelter 
Weise erreicht werden: einmal durch die Annahme e— I, was keine Schwierig- 
keit bietet (p. 463); dann aber auch durch die Annahme a=b. Bei dieser 
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Schwingungen einer gestückelten Saite auf die Aufgabe geführt wor- 
den, simultan zwei Funktionen von zwei verschiedenen Veränderlichen 
in Reihen der Form 


(u =DB,sina,bsina,e, 0<zx<a, 


(691) 
y=ÖB,sini,asin,e 0<axz<b, 


zu entwickeln, wobei die A, der Gleichung 
(692) sin A„b cosA,a + c cosA,b sinA,a = 0 


zu genügen haben. Die Koeffizienten berechnen sich dabei mit Hilfe 
der Gleichungen: 


(693) sin 4,5 sin 1,5 / sin A,« sin A„ad« 
s 5 
+ e sin}, « sin 1a / sin 1, sinA, ade 
O für 2, +2, k 
= + sinA,a sinA,b{(@ + bc) sinA,a sin A,b 
— (+ ac) cosA,a co84,b) für A, —4,. 


Bei dem ähnlichen Problem der Wärmeleitung in einer aus Kern 
und Schale zusammengesetzten Kugel bedient sich Poisson!!!0) der 
Methode Fouriers. Es handelt sich zunächst darum, die Elementar- 
lösungen 


(693) ve cos4,c + B, sinA,z, (<z2<D 
. WO AD cosA,ce+ B®sinl,a (<x<I+]) 


letzteren würde sich zunächst y, =0 für =a „,=0für z=b ergeben; 
‚Poisson zeigt (p. 469), wie man das vermeiden kann, wenn man beobachtet, daß 
beim Grenzübergang das Verhältnis sinA,a:sinA,b nicht notwendig gleich 1 
wird, sondern wenigstens für einen Teil der A, zunächst in der Form 0/0 er- 
scheint, und seinen Grenzwert durch Entwicklung nach Potenzen von b— a be- 
stimmt. Er erhält so Zusatzglieder, die überall null sind, außer für x—=a, bzw. 
x=b, und dort gerade die gewünschten Korrektionen ergeben. Etwas anders 
p. 489. 

Er erhält die Funktionen, nach denen entwickelt werden soll, nicht als den 
Grenzbedingungen genügende Elementarlösungen der Differentialgleichung selbst, 
sondern als Lösungen derjenigen Differenzengleichung, auf die man geführt wird, 
wenn man die gegebenen Funktionen den Grenzbedingungen gemäß nach der 
in Nr. 84 zu erwähnenden Methode über ihren ursprünglichen Definitionsbereich 
hinaus fortsetzen will. 

1110) J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 374; reproduziert, mit ausführlicher 
Diskussion der Grenzfälle, chaleur p. 300. 
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den Bedingungen 
v0 für 20, 


a) 1 
En (7) —0 für z=1+h, 








(694) zu h 
En a Pe 


ee (+7) u + bu = 0 


gemäß zu bestimmen; die erste verlangt A, = 0), die zweite bestimmt 
A® und BV bis auf einen gemeinsamen Faktor C,, die vierte dann 
B, und dieses ©, bis auf einen gemeinsamen Faktor M, und die 
dritte schließlich die determinierende Gleichung zur Bestimmung der 
zulässigen Werte von A, eine bilineare Beziehung zwischen tg Al und 
tg Al, mit rationalen ganzen Funktionen zweiten oder dritten Grades 
von A als Koeffizienten. Sollen dann zwei willkürliche Funktionen in 
die Reihen 


(695) 


für =] 





P(@)=ZIM,u(), (<x<h 
v@)= ZU ur), (<z<i+)) 


entwickelt werden, so sind noch die Faktoren M, aus diesen Be- 
dingungen zu bestimmen: die dazu erforderlichen Integralrelationen 
leitet Poisson diesmal dadurch her, daß er auf die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen des Problems zurückgeht und zunächst die Integral- 
relationen zwischen je zwei ausgezeichneten Lösungen derselben durch 
partielle Integration ziemlich umständlich ableitet!!!!), Der Grenz- 
übergang zum Falle der homogenen Kugel läßt sich hier auf zwei 
Arten durchführen: entweder indem man die Übergangskonstanten 
erst einander gleich und dann unendlich groß werden läßt, oder in- 
dem man = (0) nimmt; Poisson führt beides durch'!!?). Außerdem 
betrachtet er noch!!!®) den Fall eines sehr kleinen !; das gibt die- 
selben Resultate wie bei einer homogenen Kugel, mit einem modifi- 
zierten Wert der „äußeren Leitfähigkeit“ (nicht einfach dem der 
Schale). Endlich gibt er noch Näherungswerte für die beiden kleinsten 
Werte von A, für den Fall, daß / und /, beide sehr klein sind !!!), 


1111) J. Ec. polyt. cah. 19, p. 377. Desselben umständlichen Verfahrens 
bedient sich Poisson auch noch später (conn. des temps pour 1836[33], add. p. 14; 
mecanique 2, p. 379; chaleur p. 263, 292); warum eigentlich? Ebenso A. A. Cour- 
not, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 415. Vgl. auch !18), 

1112) J. Ee. polyt. cah. 19, p. 384, 386. 

1113) p. 389. 

1114) p. 390. 
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Lame und Clapeyron'“) zeigen, daß man auch die Koeffizienten 
der Entwicklung 


(696) f(«) = DIA, sinr,® 
auch dann durch die Methode der gliedweisen Integration bestimmen 


kann, wenn unter den r, die (paarweise konjugiert komplexen) Wur- 
zeln der einen oder der andern der beiden Gleichungen 


(697) r+sor=0 
verstanden werden; es ist nämlich dann: 
’ 0 für mn, 
(698) „farm sin (ra —r,)dz = ee ER 


Indem sie die hieraus durch die Substitution von 12 —x und 

1/2 + x sich ergebenden Resultate kombinieren, erhalten sie noch: 
Ya 

f(a)— 2 Dsinrz [ f(e) sinrade (r+sior=0), 

(699) I k 


Yy, 
f(«) = 2 D'cos ruf fl) cosrade (r — sinr = 0). 


Ebenfalls nicht mehr rein trigonometrisch sind die von J. Liou- 
ville‘!%) behandelten Entwicklungen nach den Funktionen 


(700) V(A,x) =exp(— 1,2) —exp (-%%) (e ma Amps u un, 





mit der determinierenden Gleichung'!!”): 
a Ya A 1 34 
a mare) 


das zugehörige Integraltheorem lautet hier: 
1 
(702) Sa) an — Amz)dz = 0 für 4, + 2, 
ö 


Dasselbe gilt von den von J. M. ©. Duhamel'!"?) behandelten Ent- 
wicklungen nach den Funktionen 


(703) 12(1+ 5.) sin 2,2 — B%z(sin 2, — A, cosA,) 


1115) J. f. Math. 6 (1830), p. 45. Sie behaupten, man könne die Richtig- 
keit der Resultate leicht mit Hilfe der Residuensätze beweisen. 

1116) J. Ec. polyt. cah. 25 (1837), p. 103; Ankündigung Paris C. R. 3 (1836), 
p- 572. 

1117) Über die Verteilung der Wurzeln dieser Gleichung noch einige An- 
deutungen J. de math. 3 (1838), p. 571. 

1118) .J. Ec. polyt. cah. 25 (1837), p. 44. 
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mit der determinierenden Gleichung 
(704) (7 (+2) B®) sina + B?2 0082 — 0. 
Er erhält sie zunächst nach der in Nr. 84 zu besprechenden Methode 
und leitet dann!!!?) die Integraltheoreme auch noch aus der Integral- 
gleichung, bzw. linearen Differertialgleichung mit zweitem Glied, ab, 
der die Entwicklungsfunktionen genügen. J. Liouville bemerkt dazu !120); 
weder das eine noch das andere Verfahren gebe einen Beweis, daß 
die Reihe konvergiert und die zu entwickelnde Funktion wirklich dar- 
stellt; er zeigt, wie sich auch diese Entwicklungen unter seine allge- 
meinen Ansätze subsumieren. ’ 

Von wirklich ausgeführten Entwicklungen der in dieser Nummer 
besprochenen Art wüßte ich nur die Gleichungen zu nennen: 
(705) An )sx 


sin 
co8 
. 1 7 | sin jrz 
—=(sinas-+scos as) D(,—, eh ) [(a-+r)cosar—arsinar]’ 


die A. Cauchy''*") aus den Formeln (677) abgeleitet hat; die Summe 
erstreckt über alle Wurzeln der Gleichung 


(706) tgar+r=0 
(b bedeutet eine willkürliche Konstante). 


44. Die Realität der Wurzeln der determinierenden Gleichungen. 
Daß die zulässigen Werte von A,, also die Wurzeln der determinieren- 
den Gleichungen, alle reell sein müssen, hat man vielfach durch physi- 
kalische Überlegungen darzutun sich begnügt: ein komplexes A, würde 
für physikalische Probleme, für die das Energiegesetz gilt, eine Lösung 
mit Schwingungen unbegrenzt ab- oder zunehmender Amplitude geben, 
und umgekehrt für dissipative Erscheinungen periodische oder doch 
unbegrenzt oszillierende Lösungen''??). Ein derartiger Schluß würde 
selbst vom Standpunkte des Physikers nur zulässig sein, wenn man 





1119) p. 45. 

1120) J. de math. 2 (1837), p. 439; Auszug Paris C. R. 5 (1837), p. 598. 

1121) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres 2 (7), p. 381, 385, 389. 

1122) Die erste Überlegung, für ein Problem mit einer endlichen Anzahl 
von Freiheitsgraden, bei J. J. Lagrange, Taur. mise. 3 (1762/65) = Oeuvres 1, 
p- 538, für solche mit unendlich vielen bei $. D. Poisson, j. &c. polyt. cah. 18 
(1820), p. 459, 481, die zweite bei J. J. Fourier, theorie Nr. 428 — Oeuvres IR 
p- 529; bull. philomat. (1826), p. 178 — bull. Ferussac 8 (1827), p. 11 — Paris 
mem. 7 (1827), p. 605 = Oeuvres 2, p. 132; Paris mem. 8 (1829), p. 614; 10 
(1831) p. 144 — Oeuvres 2, p. 175, 207. 

Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 69 
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überzeugt sein könnte, daß die Differentialgleichungen bereits alle für 
den Vorgang:in Betracht kommenden Umstände berücksichtigen 1123). 
Fourier selbst hat schon angedeutet, wie man wenigstens für die 
einfache Gleichung (674) den Beweis dadurch führen könne, daß man 
ein komplexes Argument einführt, die trigonometrischen Funktionen 
desselben durch solche und Exponentialfunktionen reellen Arguments 
ausdrückt, die Gleichung in ihren reellen und imaginären Teil spaltet 
und zeigt, daß man auf einen Widerspruch geführt wird, wenn der 
imaginäre Teil nicht Null ist.) Ausführlicher gibt er einen anderen 
Beweisansatz: wird mit 9,(A) die rationale ganze Funktion 


(707) PA) = [IK - un) 


bezeichnet, so folgt aus een Sätzen, daß für O<c<1 die 
Gleichung 

(708) epm(R) — YA) — 0 

nur reelle Wurzeln hat. Da aus dieser durch Grenzübergang zu m = oo 
die Gleichung (674) entsteht, so glaubt sich Fourier ohne weiteres be- 
rechtigt, das Resultat auf die letztere zu übertragen !!?5), 

Poisson dagegen hat es ursprünglich"!?®) als einen Vorzug seiner 
Methode (der Ableitung der Lösungen von partiellen Differential- 
gleichungen durch Reihen aus ihren Lösungen durch Integrale (Nr. 84)) 
betrachtet, daß man bei ihr nicht nötig habe, die Realität der Wur- 


1123) Gelegentlich hat diese Schlußweise in der Tat zu falschen Resultaten 
verführt: so glaubte z. B. Brook Taylor (Lond. trans. 28 (1713), p. 26; metho- 
dus incrementorum, Lond. 1715 u. 1717, p. 88) aus dem Umstande, daß Ober- 
schwingungen einer Saite gegenüber dem Grundton rasch abklingen, schließen 
zu dürfen, daß man sich auch bei der mathematischen Behandlung nur mit der 
Aufsuchung des letzteren zu beschäftigen brauche; das würde aber nur richtig 
sein, weon die Reibung im Ansatz berücksichtigt wäre, was bei Taylor keines- 
wegs der Fall ist. 

1124) Paris m&m. 4 (1819/20)[24] (Preisschrift von 1811) p. 427; theorie 
Nr. 305 = Oeuvres 1, p.329. A.Cauchy *"?%) und in anderer Weise @. Darboux 
in einer Anmerkung zu Fourier führen diese Andeutung aus. 

1125) Dieser Grenzübergang kann mit Hilfe des allgemeinen von A. Hurwitz 
(math. Ann. 33 (1889), p. 249) gegebenen Satzes über die Nullstellen von Grenz- 
funktionen ohne weiteres gerechtfertigt werden. — Wenn Fourier p. 331: noch 
hinzufügt: für die Anwendung auf die Wärmeleitungsprobleme sei es nicht 
nötig, daß alle Wurzeln reell seien, da man mit Hilfe der zu den reellen Wur- 
zeln gehörenden Elementarlösungen einen beliebigen Anfangszustand darstellen 
könne, so übersieht er, daß er gerade diese letztere Behauptung eben nicht be- 
wiesen hatte. 

1126) J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 36, 298, 881; ebenso J. Liouville, j. de 
math. 1, 1836, p. 81. 
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zeln der determinierenden Gleichung zu beweisen; es ergebe sich da- 
bei aus der Ableitung selbst, daß man jedenfalls nur ihre reellen 
Wurzeln zu benutzen brauche. Er gibt auch Beispiele von transzen- 
denten Funktionen, wie expz + bexp(az), für die Fouriers Voraus- 
setzungen erfüllt sind und die doch keine oder nur eine reelle Null- 
stelle und unendlich viele komplexe haben!!?”), Später!!2®) gibt er 
selbst einen Beweis dafür, daß alle Wurzeln der in Betracht kom- 
menden Gleichungen reell sind: zu konjugiert komplexen Wurzeln 
würden konjugiert komplexe Eigenfunktionen gehören, und die An- 
wendung des Integraltheorems auf zwei solche würde zu dem Wider- 
spruch führen, daß das Integral einer wesentlich positiven Größe Null 
sein müßte. 

Inzwischen hatte Cauchy eine Anzahl transzendenter Gleichungen 
durch Trennung des Reellen vom Imaginären auf die Realität ihrer 
Wurzeln untersucht und u. a. folgende Resultate erhalten: 

Die Gleichung a2 = tgz hat zwei komplexe Wurzeln oder keine, 
je nachdem a dem Intervall (O---1) angehört oder nicht!!?”). 

Die Gleichung tgs=az-+b hat für «<0 keine komplexe 
Wurzel, für a > 0 wenigstens keine, deren reeller Bestandteil absolut 
genommen >|b/(2a)| wäre!!?). 

Die Gleichung tgz = az/(2?-+ b) hat keine komplexen Wurzeln, 
wenn a>0, b<a ist!!?), 

Alle Wurzeln. der Gleichung tgz = «a Tgez sind entweder reell 
oder rein imaginär"!??), 


1127) j. €c. polyt. cah. 19, p. 383; bull. philomat. 11 (1829), p. 167; Paris 
mem. 9 (1830), p. 92; einige Andeutungen auch 8 (1829), p. 367. Foüriers Aus- 
rede Paris m&m. 8 (1829); 10 (1831) (von 1829) = Oeuvres 2, p. 176, 187; bull. 
Ferussac 11 (1829), p. 27: „die reellen Wurzeln seien ins Unendliche gerückt“, 
widerlegt nichts. — @. Peacock (Brit. assoc. rep. 8, für 1833, p. 344) bespricht 
diese Diskussion, ohne selbst zu einer entschiedenen Stellungnahme zu kommen. 

1128) Bull. philomat. (1826), p. 147; mec. 2 (1833), p. 383; chaleur (1335), 
p. 178; für einen weniger einfachen Fall conn. des temps pour 1833 [30], add. 
p-. 15. Eine ergänzende Bemerkung noch Paris mem. 10 (1831), p. 330: der 
Schluß versagt, wenn zu einem komplexen Eigenwert eine identisch verschwin- 
dende Eigenfunktion gehört; aber dann braucht man einen solchen Wert über- 
haupt nicht zu berücksichtigen. — Auch A. A. Cournot, theorie des fonctiong 2, 
Paris 1841, p. 417 reproduziert Poisson’s Beweis. 

1129) Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 3858. a, b,c bedeuten 


hier reelle Konstante, f(z) eine Funktion, die für reelle Argumentwerte selbst 
reell ist. 


1130) p. 361. 
1131) p. 366. 
1132) p. 368. 


69* 
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Die Gleichung tgz= f(z) hat jedenfalls unendlich viele reelle 
Wurzeln, wenn die Funktion f(z) für hinlänglich große reelle z end- 
lich [er meint in der Tat nur finie, nicht bornee] bleibt!!3?), Dasselbe 
gilt für die Gleichung tg (p(2)) — f(z), wenn lim n.9(2) = oo), 


Ein sich anschließender Aufsatz!!%) gibt. noch einige Auskunft 
über Methoden zur Berechnung der Wurzeln solcher Gleichungen, 
durch Darstellung ihrer reziproken Potenzsummen als Residuensummen 
und Anwendung der Methode von D. Bernoulli (IB3a, Runge, Nr. 13, 
p. 439). 

Fourier spricht dann!!?®) davon, daß ein von ihm aufgestellter 
algebraischer Satz auch für transzendente Funktionen [er meint wohl 
nur: ganze transzendente Funktionen] Gültigkeit behalte. Dieser Satz 
behauptet, man könne jedem Paare komplexer Wurzeln einen bestimm- 
ten reellen Wert zuordnen, der [in der Folge der Ableitungen der 
Funktion?] „fait disparaitre deux variations de signes ä la fois“. Es 
ist aber bis jetzt nicht einmal für Polynome gelungen, anzugeben, 
wie dieser Satz zu präzisieren sein würde, wenn er richtig werden soll!}3”), 

In etwas modifizierter Form erscheint der Poissonsche Beweis 
für die Realität der Wurzeln bei J. Liowille‘"#®). Er glaubte be- 
wiesen zu haben!#), daß f(x) identisch Null sein müsse, wenn für 


1133) p. 369. Daran schließen sich Erörterungen über die etwaigen kom- 
plexen Wurzeln solcher Gleichungen, aus denen jedenfalls so viel hervorgeht, daß 
Poissons Gleichung (680) keine komplexen Wurzeln hat, wenn die Konstanten die 
durch ihre physikalische Bedeutung verlangten Vorzeichen haben (p. 381). 

1134) p. 389. Die p. 395 besprochene Gleichungsform exp (ip(2)) = f(z) ist 
davon nicht wesentlich verschieden. 

1135) p. 414. 

1136) Bull. philomat. (1826), p. 177 = Paris mem. 7 (1827) = bull. Ferussae 8 
(1827), p. 10 = Oeuvres 2, p. 130. 

1137) Vgl. IB3a, Runge, Nr. 4, p. 412, sowie die aan von A. Loewy 
zu seiner Übersetzung von Fouriers analyse des &quations determinds, Leipz. 1902, 
p. 254 Cauchy hat die exerc. 1'(1826) = Oeuyres (2) 6, p. 400 in Aussicht ge- 
stellte Behandlung der Frage m. W. nicht gegeben. Auch Gauß hat sich mit 
ihr beschäftigt, ohne zu einem Resultat zu kommen (Briefwechsel mit Schu- 
macher, 2, p. 328; 3, p.. 68, 72 (von 1833 und 1836); Gött. Anz. 1833, p = Werke 
5, p. 121). 

Die Erläuterungen zu Fouriers algebraischen Untersuchungen von A. L. Crelle 
(3. £. Math. 13 (1835), p. 119) und von Dirksen (ib. 14 (1835), p. 318) lassen die 
Frage unberührt; die von M. A. Stern (ib. 22 (1841), p. 49; von 1837) bringen 
nicht mehr bei als Fourier selbst. Stern gibt p. 29, 45 numerische Werte für die 
Wurzeln der hier in Rede stehenden Gleichungen, teilweise unter Berichtigung 
der Angaben seiner Vorgänger. 

1138) J. de math. 2 (1837), p. 34. 

1139) Ib. 1 (1836), p. 261. Der Beweis beruht darauf, daß mar eine lineare 
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alle % 
(709) S xuır@)azr — 0 


sei. Würde es nun außer den reellen Eigenfunktionen noch eine zu 
einem komplexen Eigenwerte gehörende geben, so könnte man diese 
für f(x) nehmen und käme so auf einen Widerspruch. 

Andererseits zeigt Liouville auch noch!“®), in Ausführung eines 
Gedankens von Plana, daß eine Gleichung der Form: 


(710) Dr) 


keine mehrfachen und keine komplexen Wurzeln haben kann, wenn 
die a, alle reell, die A, alle positiv sind und der Faktor von i in 
f(A + ui) dasselbe Zeichen wie u hat. Ein Teil der Gleichungen, um 
die es sich hier handelt, läßt sich auf diese Form bringen. 

Nähere Auskunft über die Lage der Wurzeln der determinieren- 
den Gleichungen erhält man aus den allgemeinen Sätzen von Ch. 
Sturm“) über die Nullstellen der Integrale linearer Differential- 
gleichungen; für große Werte des Index auch aus J. Liowvilles asympt- 
otischen Darstellungen solcher Integrale!!#2). 


45. Beweise der Möglichkeit solcher Entwicklungen. Die Be- 
hauptung, daß es möglich sei, eine sog. willkürliche Funktion in 
solche unharmonische trigonometrische Reihen zu entwickeln, kann 

zunächst als spezieller Fall allgemeinerer Sätze über Entwicklungen 
_ nach Eigenfunktionen aufgefaßt werden. So ergibt sich aus den Ab- 
schätzungen von J. Liouville, daß die Reihe: 


(711) DAX, ep (— 1 
für > 0 konvergiert'#); und daß die Reihe: 
(712) Z4X, 


Kombination der X, mit konstanten Koeffizienten bilden kann, die an beliebig 
vielen vorgeschriebenen Stellen des betrachteten Intervalls Null wird, setzt aber 
voraus, daß f(x) nur an einer endlichen Anzahl von Stellen sein Vorzeichen 
wechseln kann. 

1140) Ib. 3 (1838), p. 339; reproduziert von Moigno, Legons 2, Paris 1844, 
p. 296. 

1141) J. de math. 1 (1836), p. 175, 394. 

1142) Ib. 2 (1837), p. 29. 

1143) J. de math. 2 (1837), p. 31. 

1144) Ib. p. 34. Liouville erwähnt zwar hier nicht, daß er diese Voraus- 
setzung macht, hebt aber p. 419 sowie Paris C. R. 3 (1836), p. 622, hervor, daß 
sie für den Schluß unentbehrlich sei. 
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selbst wie n-? konvergiert, wenn die Funktion f”(x) endlich (oder 
wenigstens integrierbar) ist!!#). Eine gemeinsame Abhandlung von 
Ch. Sturm und J. Liouville‘'#) eröffnet dann noch einen weiteren Weg 
zu einem Beweise, allerdings unter der unbewiesenen Annahme !!46), 
daß die Partialbruchzerlegung gültig sei: 


X (A) X, : 
8) (A) De @— 1,0 (#,) ? 
da nämlich 
b 
RE X,(b)-©(4) 


und für A=4,: 
b 
(715) S x2a2 = — X,0)% (4,) 


ist, so würde daraus einerseits folgen: 


(716) f Kader — S [XX,de- [X,fde 


Sxr4x s 


und andererseits würde man denselben Ausdruck auch für ” F(x)Xdx 


finden, wenn mit F'(x) die Summe der zunächst formal mit Hilfe der 
Integraldarstellung der Koeffizienten gebildeten Reihe bezeichnet wird. 
Wenn Sturm und Liouville daraus weiter folgern, es müsse F= f sein, 
so setzen sie freilich dabei nicht nur für f, was sich noch rechtfertigen 
ließe, sondern auch für die unbekannte Reihensumme F' voraus, daß 
sie nur an einer endlichen Anzahl von Stellen ihr Vorzeichen wech- 
seln!!#”). Ein dritter Ansatz von Liowville allein!) zeigt unter der 
Annahme, daß f(x) abteilungsweise monoton sei, durch Anwendung 
des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung auf die Abteilungen, 
daß die Integrale 


(717) St® cosArdz, Sr® sin Ardx 
als Funktionen von A betrachtet von der Größenordnung A-! sind; 





1145) Ib. p. 222; Auszug Paris C. R. 4 (1837), p. 675. 

1146) Sie behaupten, man könne es beweisen, geben aber nicht an, wie. 

1147) Das moniert bereits O. Bonnet, Brux. m&m. cour. in 4°, 23 (1848/50), 
p- 58. 

1148) J. de math. 2 (1837), p. 426. Auszüge Paris C. R. 3 (1836), p. 654; 
6 (1837), p. 205. Derselbe Gedanke, aber ohne Abschätzung der Größenordnung 
der Differenz, bei P. ©. R.[W. Thomson Lord Kelvin], Cambr. math. J. 3 (1841), 
p. 26 = Math. phys. papers 1, p. 8. 
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daraus ergibt sich dann weiter, daß die Differenz!) 


(718) Sr@x,az —[f(e) eosnzdz 
von der Ordnung n-? ist, daß also die unharmonische Reihe unter 
denselben Bedingungen wie die harmonische Entwicklung derselben 
Funktion konvergiert. 

Vorher schon hat A. Cauchy seine in Nr. 36 besprochene Methode 
auch auf unharmonische trigonometrische Entwicklungen angewendet. 
Er erhält zunächst die Residuenformel'"®): 


1 
fine” 
(19) (a-E yar- 70,7 F Herd +eo-Ne-)f(a)da, 
} | 





in der f(r) eine rationale ganze Funktion bedeutet, a und 5b reelle 
Konstante, von denen die erste positiv und ># sein muß. Wird 
a=1,b=0 und 


(720) fr)=(A+r(B+n 


genommen, und r durch ri ersetzt, auch, was erlaubt ist, die deter- 
minierende Gleichung zur Umformung des Zählers benutzt, so wird 
erhalten 1!) 


Sr rcoarc + Asinrz 
fa) = Er= AB)sinr —(A-+ Bjr cosr)) 


fr cos(r— re) + Bsin(r—re)]f(e)de 


0 





(721) 





AL rcoorc + Asinrx 
Be een me 





| fir cos (r— ra) + Bsin(r — ra)]f(«)d« 


die Summe erstreckt über alle Wurzeln der Gleichung 
(722) (r— AB) sinr — (A+Bj)r cosr =(. 


Andere Annahmen über die noch willkürlichen Größen und Funktionen 


1149) In einem Ausnahmefalle tritt an die Stelle von cosnx hier eine 
andere erste Annüherung. ’ 

1150) M&m. sur l’application du calcul des residus ä la Phys. math., Paris 
1827, p.5. Cauchy erwähnt, daß auch Brisson und Ostrogradsky zu ähnlichen 
Formeln gelangt seien; davon scheint nichts publiziert zu sein. 

1151) Ib. p. 20. Die Formel wird hier nicht direkt abgeleitet, sondern auf 
dem Umweg über die Integration der partiellen Differentialgleichungen unter ge- 
gebenen Grenzbedingungen durch Residuen. In etwas anderer Form Exerc. de 
math. (2) 7 (1827) = Oeuvres 2 (7), p. 428. | 
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ergeben dis Entwicklung!"??): 
1 
ur, ©) 
2) I Dar ira | PO Af@de, 
(724) 


u(r, x) = (Sinr — sinr)(Cojrx — cosrx) 
| — (Cojr — cosr)(Sinrz — sinrz), 


in der die Summe über alle Wurzeln der Gleichung 


(725) Cojrcosr—=1 oder tg? s u Tg’, 


zu erstrecken ist. 

Das letztgenannte Problem — bei dem übrigens nicht mehr rein 
trigonometrische Entwicklungen auftreten — behandelt auch $.D. 
Poisson '!P9). 

Nachher!) formuliert Cauchy noch das allgemeine Problem: 
eine beliebige Funktion f(x, r) soll für einen allgemeinen Wert des 
Parameters r nach denjenigen speziellen Funktionen f(x, o) entwickelt 
werden, in welchen dieser Parameter solche Werte hat, die eine ge- 
gebene ganze transzendente Funktion F(e) zu Null machen. Diese 
Aufgabe wird,: sofern die Funktion F'(x) im Unendlichen gewissen Be- 
dingungen!) genügt, durch die Residuenformel 


Fr)—F > 
(726) fan= E — r © Das 





gelöst. Damit kann dann auch eine beliebige Funktion von x nach 
diesen speziellen Funktionen entwickelt werden, sobald es gelingt, sie 


durch eine Summe If(z,r,)p(r,), in der die r, jetzt beliebig sein 


können; oder auch durch ein Integral Pi f(&,r)p(r)dr darzustellen !!3), 


1152) M&m. von 1827, p. 34; Exerc. 2 = ÜOeuvres (2) 7 p. 428. An beiden 
Stellen noch verschiedene andere ähnliche Formeln; u. a. m&m. von 1827, p. 45, 
Reihen, bei denen Cojr coor = — 1 die determinierende Gleichung ist. Numerische 
Angaben über die Wurzeln dieser Gleichung noch Exerc. de math. 3 (1828) — 
Oeuvres (2) 8, p. 317. ; 

1153) Paris-m&m. 8 (1829), p. 478; p. 485 einige numerische Angaben über 
die Wurzeln der Gleichung (725). Auch m&canique 2, p. 371, 887. 

1154) Paris mem. 7 (1827) = Oeuvres (1) 2, p. 22; in etwas anderer Dar- 
stellung Exerc. de math. 2 (1827) = Öeuvres (2) 7, p. 366. 

1155) Diese Bedingungen sind in der zweiten Darstellung sorgfältiger an- 
gegeben als in der ersten. 

1156) p. 25 der ersten Darstellung; nicht in der zweiten. 
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Endlich gibt er noch die Formeln: 


(127) a1 DI, fer van, 


die Summe erstreckt über alle Wurzeln der Gleichung e*" = r!"?”); 
und 1158) 


(728) Sf@) = 1 fan cos (ux — ue)f(e)de 


[) An 


+2) [ee cos (ux — ue) cos (ne— na)f(e)de. 


»=10 





Von den an Cauchy anknüpfenden Untersuchungen von E. H. 
Dirksen sind nur Auszüge veröffentlicht!!°®), die nicht erkennen lassen, 
ob er überhaupt über diesen hinausgelangt ist; namentlich bleibt auch 
bei ihm die Frage durchaus ungeklärt, ob, wie er behauptet, die 
Stetigkeit der Funktion f(x) eine hinreichende Bedingung dafür ist, 
daß ein Integral wie (625) die für die Weiterführung des Beweises 
erforderlichen Eigenschaften hat. 


IV. Mehrfache trigonometrische Reihen. 


46. Mehrfache trigonometrische Reihen. Die Darstellung der 
Koeffizienten der Reihenentwicklung: 


(129) f(z, y) ss > (A,,„ eos (m&-+ ny) + B,,, sin (m& + ny)) 


m=0 n= 


ERRN die bestimmten Doppelintegrale 


ao Zr) a, 16,» |*] ns + mnasan 


Mn 


findet sich als naheliegende Konsequenz der Formeln (383) bei Fr. W. 
Bessel“!®), C. H. L. Navier"!*!), 8. D. Poisson'!#?), P. A. Hansen'!®), 


1157) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 400, 405, 413. 

1158) Ib. p. 412. 

1159) Berl. Ber. 1842, p. 20; 1848, p. 83. Wie weit er Cauchy's Unter- 
suchungen gekannt hat, ist aus seinen hier wie bei ihm gewöhnlich ungenügen- 
den Zitaten nicht zu erkennen. 

1160) Berl. Abhandl. 1820/21 = ges. Abh. 3, p. 362. — Bei Fourier kommen 
von mehrfachen trigonometrischen Reihen nur unharmonische vor und zwar nur 
der spezielle Fall, daß eine Funktion entwickelt werden soll, die ein Produkt 
einer Funktion von x allein und einer Funktion von y allein ist, wo dann jeder 
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@. de Pomtecoulant""%); der Fall, daß nur Cosinusglieder auftreten, 
auch bei @. Frullani"!®). 
C. @. J. Jacobi !!) gibt die zu (374) analoge Umformung: 


(731) SS ros a, cos ß) cosma cosnßdadß 
eo 


BEER ill ae EC 
—em)!(anı) ff (0 cos «@)""(9 cos ß)” sin *"* « sin?" Bdadß. 





In der komplexen Form: 


+® + 
(132) fan= 2 2 Omndmetns 
(133) On | re y)Jemztnni 


erscheint die Darstellung (730) bei $. P. de Laplace") und bei 
A. Cauchy!%®). 

Von speziellen Reihen dieser Art finden sich hier und da einzelne 
angegeben, meist einfache Konsequenzen der bekannten Entwicklungen 
von Funktionen einer Variabeln; so benutzt z. B. Navier!!'0) die [kon- 
vergente] Entwicklung: 


© © 
m? ? sin mx sinny 
a + £& n=1 en 


und die [divergente] 


(735) >> sin mx sinny sin m« sinnß = 


ze... |O überall sonst. 


o fr, y=Bß 


Koeffizient ein Produkt von zwei Faktoren wird, deren einer nur von m, der 
andere nur von n abhängt (Paris mem. 4 (1819/20[24)), p. 458; theorie de la 
chaleur Nr. 322 = Oeuvres 1, p. 361). 

1161) Ann. chim. phys. 19 (1821), p. 244; bull. philomat. 1822, p. 77. 

1162) J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 61, 138; connaiss. des temps für 
1836[33], add., p. 21; theorie de la chaleur, p. 209. 

1163) Astr. Nachr. 7 (1829), col. 473. 

1164) Trait€ du syst&me du monde 3, Paris 1834, p. 113. 

1165) Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 464 (von 1818). 

1166) J. f. Math. 15 (1836) = Werke 6, p. 103. 

1167) Paris mem. 11, (1810)[11] = Oeuvres 12, p. 404. 

1168) Paris C. R. 11 (1840), p. 463 = Oeuvres (1) 5, p. 297. 

1170) Bull. philom. 1823, p. 97. Die zweite Behauptung würde selbst dann 
noch einer näheren Präzisierung und Rechtfertigung bedürfen, wenn man die Zu- 
lässigkeit der Benutzung der Gleichung (25) zugeben wollte. 
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Eine besondere Klasse von mehrfachen trigonometrischen Reihen 
tritt bei G@. Zame auf"); nämlich: 


(736) > Anapi si 2 (mta,x + by) + na, + by) + Pla + buy), 
wobei die a, b gegebene (übrigens nicht alle willkürliche) Konstante 
bedeuten und die Summation über alle Werte der ganzen Zahlen m, 
n, p zu erstrecken ist, die der Relation 
m+n+p=0 

genügen. Die zur Koeffizientenbestimmung erforderlichen Integral- 
theoreme erscheinen bei ihm als spezielle Fälle eines allgemeinen 
Satzes, der mit dem sog. Greenschen Satze äquivalent ist. 


47. Rechnen mit mehrfachen trigonometrischen Reihen. Aus- 
gearbeitete Anweisungen für die Ausführung der Multiplikation zweier 
doppelter trigonometrischer Reihen gibt P. A. Hansen'!"?). 

Was die Integration doppelter trigonometrischer Reihen betrifft, 
so gibt $. D. Poisson"!'?) Vorschriften, wie man aus der Entwicklung 
der Störungsfunktion nach den Funktionen der Vielfachen der exzen- 
trischen Anomalien die Entwicklung ihres nach der Zeit genommenen 
Integrals nach denselben Funktionen mit Hilfe der Gleichungen 

ndi n, dt 
(737) du = 1-ecosu’ du, = erg 
gewinnen kann, indem man durch Heraufmultiplizieren mit den Nennern 
lineare Differentialgleichungen für die Koeffizienten der letzteren Ent- 
wicklung erhält, in welchen Verbindungen der Koeffizienten der 
ersteren als zweite Glieder auftreten. Er will diese Gleichungen durch 
Entwicklungen nach Potenzen von & und z, integrieren. 

S. 8. Greatheeds Verfahren®”®) zur Ableitung der Koeffizienten 
einer trigonometrischen Entwicklung aus denjenigen einer andern ist 
von A. Cayley‘''*) auf mehrfache Reihen übertragen worden. 


48. Mehrfache unharmonische trigonometrische Reihen. Solche 
treten bei Eourier"'"°), bei Poisson!!7®), bei Navier!!"?), bei Cauchy 2), 


1171) J. Ee. polyt. cah. 22 (1833), p. 200 (von 1829); Ausführung der z. T. 
umständlichen Rechnungen Paris m&m. pres. 5 (1838), p. 418 (von 1832). 

1172) Über die gegenseitigen Störungen des Jupiters und Saturns, Preis- 
schrift Berlin 1831, p. 100. 

11737 Conn. des temps pour 1836[33], add. p. 28. 

1174) Cambr. math. J. 3, (1842), p, 166. 

1175) Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 458; Theorie Nr. 322. p. 361. Wenn es 
sich wie bei Fourier um die Entwicklung einer Funktion handelt, die als Produkt 
von Funktionen von nur je einer Koordinate angesehen werden kann, so kann 
man in der Tat, wie es Fourier ohne weiteres tut, annehmen, daß die Koeffi- 
zienten ebenfalls in Faktoren zerfallen, von denen jeder nur von je einem Index 
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bei J. M. C. Duhamel‘"?) auf. Bei ersterem handelt es sich um Reihen, 
die nach Produkten der Form sin A,x sin Ay fortschreiten, wobei A,, 
A, zwei (nicht notwendig verschiedene) Wurzeln derselben charakte- 
ristischen Gleichung sind; bei den vier andern Autoren müssen die 
Koeffizienten jeder Koordinate einer andern Gleichung genügen; und 
zwar treten bei Navier nur Cosinusglieder auf, bei Poisson, Cauchy 
und Duhamel dagegen lineare Verbindungen von Cosinus und Sinus 
von der Art wie in (682) oder (685). 


49. Das Verfahren von Liouville. Sollen von der Entwicklung 
einer Funktion von x und y nach den Funktionen der Vielfachen der 
Argumente diejenigen Glieder besonders berechnet werden, deren Ar- 
gumente nur Vielfache der einen Verbindung 


(738) 0 = ur — By (a, ß relativ prim) 
enthalten, so setzt J. Liouville!!°%) zunächst: 


(139) fl, W)= >, (A, cosn8 + B, sinn®) + p(z, y), 


n=0 
wo in p kein ganzzahliges Vielfaches von 0 mehr auftreten soll; die 
Substitution 


(740) z= ße, y-u—7 
gibt dann: 


(741) 2 (A, cosn® + B, sinn) = „10a a0 — 7) 48. 


Für a=ß=1 ist das Verfahren etwas zu modifizieren; Liouville 
bemerkt!!#), daß die Substitution 


Kr x 
(742) o-"—I, 7- er 


f in eine um 2x periodische Funktion von & und r überführt, und 


abhängt; vgl, die Note von Darboux zu der Stelle. Ph. Kelland, Theory of heat, 
Cambr. 1837, p. 56 meint dazu: „This appears to be a solution having quite 
sufficient generality“. 

1176) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 142. 

1177) Bull. philomat. 1825, p. 51 = Bull. Ferussac 5 (1826), p. 308. 

1178) M&m. sur l’application du calcul des residus, Paris 1827, p. 51. 

1179) J. Ec. polyt. cah. 22 (1833), p. 56 (von 1829/30). 

1180) J. de math. 1 (1836), p. 201. Zur weiteren Durchführung der Be- 
rechnung denkt sich Liouville die Methoden mechanischer Quadratur herbeige- 
zogen; vgl. darüber II A 9, Nr. 18, p. 662. 

1181) p. 209. 
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daß dabei in der Entwicklung des von x freien Gliedes nach den 
Funktionen der Vielfachen von 6 nur gerade Vielfache auftreten. 


50. Die Entwicklung der Störungsfunktion in der Theorie der 
Planetenbewegung''®?), a) Die klassische Entwicklung. Eine sehr 
ausgedehnte Literatur beschäftigt sich mit der trigonometrischen Ent- 
wicklung des „Hauptteils der Störungsfunktion“ 188), d.h. der Funktion 


(743) At (r + r?— 2rr, cos 6% 


nach den Funktionen der Vielfachen der Anomalien der beiden Pla- 
neten. Dabei bedeuten r, r, ihre Abstände von der Sonne (bzw. über- 
haupt einem Zentralkörper), ö ihren scheinbaren Abstand voneinander, 
von der Sonne aus gesehen. Bezeichnet man mit a, a, die großen 
Halbachsen, mit r,, r,, die Projektionen der- Radienvektoren auf die 
Ekliptik, mit z, x, die Größen ® — 1, 2 — 1, mit y, y, die in der 
Ekliptik gemessenen Mittelpunktsgleichungen, mit 2, z, die Elevationen 
über die Ekliptik, mit r, r, die Anomalien der Epoche, endlich mit 
&, &, die mittleren Anomalien, so kann man schreiben: 


4) A—arl+a) tal +2) + (1 —2) 
—2aa(l +) +2) gs ty—n+T—n). 

Nun kann man zunächst nach Potenzen und Produkten der als 
klein vorausgesetzten Größen x, z,, Y, Yı, 2, 2, und diese Potenzen 
und Produkte mit Hilfe der in Nr. 12 besprochenen Formeln "nach 
den trigonometrischen Funktionen der Vielfachen von & und &, ent- 
wickeln und schließlich alles nach ‘diesen letzteren umordnen. Die 
Anfangsglieder der so entstehenden Entwicklung sind im Laufe des 
18. Jahrhunderts, je nachdem ein Bedürfnis dazu sich einstellte, all- 
mählich berechnet worden!!#); weiter ist diese Rechnung von P. 8. 
de Laplace‘'®), ©. Burckhardt!13), J. W. Lubbock?), J. Ivory"!2®), @. 


1182) Für ausführlichere Angaben muß auf den Artikel von H. v. Zeipel 
VI2, 13 verwiesen werden; hier können nur die vielleicht auch für andere Auf- 
gaben als die zunächst vorliegende wichtigen Gesichtspunkte Berücksichtigung 
finden. 

1183) Die Entwicklung des „von der Bewegung der Sonne abhängigen 
Teils der Störungsfunktion‘ erfordert nur die Ausmultiplikation von Reihen der 
in Nr. 12 besprochenen Art, in denen nur die Vielfachen j® einer Anomalie 
auftreten. 

1184) Sie finden sich z.B. auch, nebst einigen Bemerkungen allgemeiner 
Art, bei @. B. Airy, Math. tracts. 2° €d., Cambr. 1831, p. 111. 

1185) Mecanique celeste 1, Paris 1798, 2, Nr. 48 — Oeuvres 1, p. 288; daraus 
ang @. Pontecoulant, Traite analytique du systeme du monde 1, Paris 1829, 
p- 346. 468, 
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de Pontecoulant""?®), B. Peirce‘'®), U. J. Leverrier"'”!), F. Boquet'') 
geführt worden. Allgemeine Ausdrücke der Koeffizienten der so er- 
haltenen Reihen in der Gestalt 19-facher Summen finden sich bei 
A. Cauchy*'®). 

b) Funktionentheoretische Untersuchung der Koeffizienten auf Grund 
. ihrer Darstellung durch Doppelintegrale‘'*). Diese ist von 0. @.J. Jacobi 
. durch mehrere Spezialuntersuchungen vorbereitet worden. So redu- 
ziert er!!®) Doppelintegrale der Form 


(745) SS N" sin vavap, 


in der N eine ganze Funktion zweiten Grades von cos %, sin y C08 , 
sin y sin @ bedeutet, auf eine Normalform, in der nur neben einem 
konstanten Glied die Quadrate dieser Größen auftreten; ebenso solche 
der Form 1%): 


(746) SS Ndpav, 


1186) Paris m&m. 1808,, p. 36. 

1187) Lond. trans. 1830, p. 327; 1831, p. 25, 283; 1832, p. 48, 601. 

1188) Ib. 1833, p. 559. 

1189) Trait& analytique du systeme du monde 3, Paris 1834, p. 26; unter 
Benutzung von Rechnungen von J. Binet, von denen vorher nur eine Notiz Bull. 
philomat. 3 (1812), p. 113 veröffentlicht war. 

1190) Astr. J. 1 (1849), p. 1?, 31?, 33? 

1191) Paris observ. m&m. 1 (1855), p. 258, 358; angekündigt schon Paris 
C. R. 29 (1849), p. 4. 

1192) Thöse Paris 1885. 

1193) Sur la mecanique celeste et sur un nouveau calcul °?”), p. 96. Merk- 
würdig ist dabei, daß Cauchy (Glchg. 124, p. 90) zuerst die hier in Nr. 9 be- 
sprochenen Entwicklungen nach den Cösinus der Vielfachen von d benutzt und 
diese dann erst in Entwicklungen nach den Potenzen von cos d umsetzt, die er 
doch einfacher hätte haben können. Im Nachtrag von 1833, p. 162, gibt er 
Restabschätzungen und Angaben darüber, wie weit man die Reihe fortsetzen 
muß, wenn man verlangter Genauigkeit sicher sein will; mit numerischer Durch- 
führung für alle Kombinationen der damals bekannten Planeten zu je zweien. 
Von einer Untersuchung Cauchys über die Konvergenz dieser Reihe ist Paris 
C. R. 18 (1844), p. 13 = Oeuvres (1) &, p. 143 nur der Titel mitgeteilt. 

1194) Diese Darstellung ist bereits von Fr. W. Bessel (Berl. Abh. 1820/21, 
p. 55= ges. Abh.2, p. 362), von P. A. Hansen (Astr. Nachr. 7 (1829, col. 473) und 
von 8. D. Poisson (Conn. des temps pour 1836[83], add. p. 20) angegeben, aber 
nicht weiter benutzt worden. 

1195) J. f. Math. 2 (1827), p. 234 = Werke 3, p. 57. Es handelt sich um 
Transformation einer quaternären quadratischen Form auf eine Summe von 
Quadraten durch eine lineare Substitution, welche die Form x? + y’+ 2’ — w? 
in sich transformiert. 

1196) J. f. Math. 8 (1831), p. 259 = Werke 3, p. 93. Hier handelt es sich 
um orthogonale Transformation einer ternären bilinearen Form, durch verschie- 
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in der N eine bilineare Form von 1, cos, sin p einerseits, 1, cos %, 
sin ı, andererseits bedeutet, auf eine Normalform, in der neben einem 
konstanten Glied nur die beiden Produkte cosp cos Yy, sinp sin y 
auftreten. 

Ausführlicher behandelt er!!?”) die Entwicklung der Funktion: 


(747) A=(l+ 21, cos« + 21, cos y)-* 


nach den Cosinus der Vielfachen von x und von y. Er gewinnt mit 
Hilfe der Identität: 


A-A7 A 
(748) a9 LE EA =0 


und der entsprechenden durch Differentiation nach y entstehenden 
Relationen zwischen den Entwicklungskoeffizienten, aus denen her- 
vorgeht, daß sich alle diese Koeffizienten durch vier geeignet ausge- 
wählte unter ihnen linear ausdrücken lassen!!®). Entwickelt man nur 
nach den Cosinus der Vielfachen der einen Variabeln, so genügen die 
Koeffizienten einer linearen Differentialgleichung 2. und einer (weniger 
einfachen) 3. Ordnung"'®). Auch zeigt Jacobi'?%), indem er die Inte- 
gralausdrücke der Koeffizienten durch partielle Integration umformt, 
wie sich aus den für irgendeinen Wert von s geltenden Werten der 
Koeffizienten die für den um 1 höheren Wert geltenden ableiten lassen. 

Ob Jacobi beabsichtigt hat, auch die Resultate seiner schon 1839 
begonnenen aber erst aus seinem Nachlaß'?%!) herausgegebenen Unter- 
suchungen über „kettenbruchähnliche Algorithmen“, die allerdings zu- 
nächst zahlentheoretische Zwecke verfolgen, auch für diese astrono- 
mischen Fragen nutzbar zu machen, muß dahingestellt bleiben. 

e) Berechnung der Koeffizienten durch doppelte mechanische Qua- 
dratur. Hierüber vgl. man IIA 9a, Nr. 13, p. 662. Zu den dort ge- 


dene Substitutionen für die beiden Variabelnreihen. Verallgemeinerung auf be- 
liebig viele Variable J. f. Math. 12 (1884), p. 44 = Werke 3, p. 240. 

1197) J. f. Math. 15 (1836), p. 205 = Werke 6, p. 119. 

1198) Jacobi zeigt zuerst elementar, daß die von ihm aufgestellten Rela- 
tionen gerade vier Koeffizienten willkürlich lassen, woraus aber noch nicht her- 
vorgeht, daß zwischen diesen nicht noch weitere Relationen existieren; der 
Beweis, daß das nicht der Fall ist, gelingt ihm (p. 215 bzw. 131) nur „casibus 
specialibus exceptis“. Wenn s eine ganze Zahl ist, gilt der Satz noch, nur ist 
man dann in der Auswahl der Vier beschränkter als im allgemeinen Falle — 
Im Grenzfalle 7 = 21, + 21, reduziert sich die Anzahl der willkürlich bleibenden 
Koeffizienten auf 8 (p. 225 bzw. 144). 

1199) p. 219, 221 (136, 138). 

1200) p. 222 bzw. 139. 

1201) Von E. Heine, J. f. Math. 69 (1868), p. 29 = Werke 6, p. 385. 
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gebenen Literaturangaben ist noch nachzutragen, daß auch Gauß, wie 
aus seinem inzwischen veröffentlichten Nachlaß!%®) hervorgeht, von 
diesem Verfahren Gebrauch gemacht hat, und daß sich eine Dar- 
stellung der Rechnungsvorschriften auch bei @. de Pontecoulant!2) 
findet. — U. J. Leverrier'?%*) urteilt, die wirkliche Durchführung der 
Methode für numerische Rechnungen sei erst durch das Verfahren 
von Liouville (Nr. 49) ermöglicht worden. Er selbst legt übrigens 
Wert darauf, die Rechnungen bei der einfachen mechanischen Qua- 
dratur so einzurichten, daß man den bereits ausgeführten Teil be- 
nutzen kann und nur zu ergänzen braucht, wenn sich nachträglich 
die Berücksichtigung einer größeren Anzahl von Entwicklungsgliedern 
als erforderlich herausstellt; vgl. darüber IIA 9, Nr. 7, p. 6531205), 


d) Entwicklung zuerst nach den Funktionen der exzentrischen Ano- 
malien. A. Cauchy hat vorgeschlagen '*%®), zuerst nach den Funktionen 
der Vielfachen der exzentrischen Anomalien zu entwickeln und erst 
am Schlusse mit Hilfe der Formeln von Nr. 12 zu den mittleren Ano- 
malien überzugehen. Ist C,, der Koeffizient von exp ö(lu + 1%) in’ 
der ersten Entwicklung, so ist der von expö(n& + n,&,) in der zweiten: 


(749) BIIT fr iR 


wobei E die unter (262) angegebene Bedeutung hat. 

Andererseits kann der Übergang von der ersten Entwicklung zu 
der zweiten auch mit Hilfe des Satzes (263) geschehen 2”); will man 
dabei das anwenden, was Cauchy „die logarithmische Methode“ nennt, 
so hat man vor allem den Logarithmus des Faktors 1 — cosu zu 
entwickeln, was mit Hilfe von (146) geschieht. 

Später'?®) gibt Cauchy noch eine bemerkenswerte Umformung 


1202) Werke 7, p. 505. 

1203) TraitE analytique du systeme du monde 3, Paris 1834, p. 114, 492. 

1204) Paris C. R. 11 (1840), p. 698. 

1205) Zu den dortigen Literaturangaben ist noch nachzutragen, daß sich 
einige Andeutungen Paris C.R. 11 (1840), p. 699 und die Resultate eines durch- 
gerechneten Beispiels ib. 12 (1841), p. 117 finden. — Über Leverriers Unter- 
suchung der großen Ungleichheit Pallas / Jupiter vergleiche man den Bericht von 
A. Cauchy, Paris C. R. 20 (1845), p. 767 — Oeuvres (1) 9, p. 121 (in den Oeuvres 
ist ein Absatz ausgefallen). 

1206) Paris C.R. 13 (1841), p. 853; in anderer Bezeichnung 19 (1844), p. 63; 
in noch anderer 20 (1845). p. 785 = Oeuvres (1) 6, p. 358; 8, p. 253; 9, p. 140. 

1207) Paris C. R. 19 (1844), p. 298 = Oeuvres (1) 8, p. 306. 

1208) Paris C. R. 20 (1845), p. 1177 = Oeuvres (1) 9, p. 201. 
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dieser Rechnung. Die Lagrangesche Umkehrungsformel liefert zunächst 


(50) lu, u) =D) 5 Fall — s 08 £) sin" EF(&W)]. 


n=0 
Sind u, u, die mittleren Bewegungen, so ist: 
(751) e. 1e  n 


also kann statt (750) auch geschrieben werden: 


Fu, u) + I 4 (28 sin "a —e0osd Pr&m 
(752) und A 


d 
-— 1 (1—sus$)F(, D), | 
wo die Funktion © einfach zu bilden und die neue Variable U durch 
(758) U—-sn U=-6— ir sin & 


definiert ist, so daß sich F(&, U) aus F(£, &,) durch eine einfach 
unendliche Reihe ableiten läßt. 

©) Entwicklung nach der wahren Anomalie des einen und der exzen- 
trischen Anomalie des andern Planeten. P. A. Hansen'?®) beginnt mit 
der Entwicklung nach den Potenzen des Verhältnisses der beiden 
Radienvektoren, indem er der Meinung ist, daß diese Entwicklung 
eine gewisse „natürliche Konvergenz“ aufweise, die durch die Art und 
Weise der ferneren Umformung wohl verschlechtert, aber nicht ver- 
bessert werden könne. Ihre Koeffizienten sind zunächst Legendresche 
Polynome (vgl. IIA 10, Wangerin, Nr.2, p. 701) des Cosinus der 
scheinbaren Distanz; diesen schreibt er 


(754) cos H=Acosw-+ Bsin w, 
wobei w die wahre Anomalie des gestörten Planeten ist, während A, 
B von der des störenden und den Bahnelementen beider abhängen. Wird 
(155) rcsw=azr, rsinw= ay 


gesetzt, so erscheint die Entwicklung als eine solche nach Potenzen 
von x und y: 


(756) PAAR, 

Die Koeffizienten C lassen sich in die Form bringen: 
a a,\m+n-i 

(757) C„„= const. n >) D.; 


1209) Schriften der Sternwarte Seeberg, Gotha 1843, p. 19 (franz. von 
V. Mawvais, Conn. des temps pour 1847[44], additions); Auszüge Berl. Ber. 1843, 
p- 11; astr. Nachr. 20 (1843), vol. 177; monthly not. 5 (1843), p. 227; Brux. Bull. 9 
(1842), p. 621; Taylor scient. mem. 3 (1843), p. 587. 
Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 70 
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dabei ist D,„ durch 
(159) (—245—2Bn +#+m) = ID, 


definiert, also eine rationale ganze Funktion von cosw, sin w, die 
sich folglich durch die Interpolationsformeln genau darstellen läßt. 
Andererseits sind die Produkte x”y” Funktionen derselben Art von 
der exzentrischen Anomalie des gestörten Körpers. 

f) Abtrennung eines Korrektionsgliedes. A. Cauchy'*%) bemerkt 
bereits, daß die klassische Entwicklung nur für kleine Werte des 
Achsenverhältnisses, der Exzentrizitäten und der Neigungen gut kon- 
vergiert; er schlägt daher vor, mit der Entwicklung nach Potenzen von 


rT, cos? .i rr, sin? 8 
2rr, cos d n : 2 
oder ae TEgE EHRT WR oder 


aa tn: Gaza) Kranz 
zu beginnen. Er führt zunächst!?!!) die erste dieser Entwicklungen 
für den Fall verschwindender Exzentrizitäten aus, indem er die Ent- 
wicklung nach Potenzen von cos d in eine solche nach den: Cosinus 
der Vielfachen von d umsetzt und dann diese Cosinus erst durch die 
wahren Anomalien ausdrückt'?!?); um dann auf den Fall nicht verschwin- 
dender Exzentrizitäten zu kommen, ersetzt er in diesen Entwicklungen 
die Halbachsen durch die Radienvektoren, entwickelt!?1%) nach Potenzen 
der Cosinus der exzentrischen Anomalien und führt schließlich *?!*) mit 
Hilfe der Formeln der elliptischen Bewegung die Funktionen der 
Vielfachen der mittleren Anomalien ein. 

Später hat Cauchy diese Idee nach verschiedenen Richtungen 
weiter verfolgt. Er setzt zunächst!?"): 


m SV) 


hierauf 
(2 — =) u}, he + - A 3 — a: 
1 


Aue vers : (A — cd + 0)? 

1210) Turin mem. von 1831, p. 109. Er setzt auseinander, daß die erste 
dieser Entwicklungen für willkürliche d am besten konvergiert, daß es aber, so- 
fern man sich entschließen wolle, für verschiedene Intervalle verschiedene Ent- 
wicklungen zu gebrauchen, zweckmäßig sein könne, auch die beiden andern mit 
heranzuziehen. 

1211) p. 113. 

. 1212) p. 117. Er denkt sich diese Umformung durch doppelte mechanische 
Quadratur ausgeführt. 

1213) p. 127. 

1214) p. 129. Er gibt hier ausführliche Restabschätzungen. 

1215) Paris C. R. 11 (1840), p. 461 = Oeuvres (1) 5, p. 296. 
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und entwickelt erst nach Potenzen von o; um dann die Hilfsfunktion 
a | 

(757) (A — cos) ? 


und ihre nach A genommenen Ableitungen zu entwickeln, schreibt 
er!?1%) diese Hilfsfunktion in der Form 
1 
a 


(58) A—uoap— mn + M—veapw+m-+ ©) *?, 


wo p,, die wahren Längen sind, .J die gegenseitigen Neigungen be- 
deuten, ® und 7 von den Neigungen und den Knotenlängen ab- 
hängen und 
(759) orl—u, inml—y 

wen, Ya 


gesetzt ist, und entwickelt zunächst nach Potenzen von v. 

Die Potenzen von o entwickelt er dabei mit Hilfe des Binomial- 
satzes nach Produkten von Größen, die nur auf je einen Planeten 
sich beziehen.!21”) 

Ferner setzt er 


(760) A’— 2aa, (A — co, —p+ IM-+v) 


und entwickelt zunächst nach Potenzen von: ».1218) 

. Dann versucht er"2), mit der Entwicklung nach den Cosinus 
der Vielfachen von ö zu beginnen und die Koeffizienten dieser Ent- 
wicklung nach Potenzen von 

gr a? 
(761) eh 
zu entwickeln, nachdem er den Integrationsweg, wie in (192) ange- 
geben, in der Ebene der komplexen Zahlen verschoben hat. Die 
Koeffizienten dieser Entwicklung drückt er zunächst durch Residuen 
aus??#20); nachher'??!) spaltet er erst Faktoren ab, die nur von der Be- 
wegung je eines Planeten abhängen, und entwickelt nach Potenzen von 


r?: a 2 
(762) al, 

1216) Paris C.R. 11 (1840), p. 467 = Oeuvres (1) 5, p. 302; Zusammen- 
stellung der Formeln, Paris C. R. 11 (1840), p. 501 = Oeuvres (1) 5, p. 311. 

1217) Paris C. R. 11 (1840), p. 470 = Oeuvres (1) 5, p. 305. 

1218) Paris C. R. 12 (1841), p. 96 — Oeuvres (1) 6, p. 28. Für Entwicklung 
dieser Potenzen selbst empfiehlt er p. 32 Interpolationsformeln zu benutzen. 
Weitere Ausführungen C. R. 12 (1841), p. 194, 323 = Oeuvres (1) 6, p. 40, 78. 

1219) Paris C. R. 15 (1842), p. 266 = Oeuvres (1) 7, p. 98. 

1220) Über die Bestimmung dieser Residuen gibt er Paris C. R. 15, p. 303 
= Üeuvres (1) 7, p. 103 noch einige Andeutungen. 

1221) Paris C. R. 15 (1842), p. 360 = Oeuvres (1) 7, p. 108. 

70* 
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oder'???) er ersetzt (761) durch 

2 2 2 2 2 2 
a 6-2) - 5a) -(-5) 
und entwickelt nach dem Binomialsatz. 

Später, als er es zweckmäßig gefunden hatte (vgl. d), mit der 
Entwicklung nach den exzentrischen Anomalien zu beginnen, schreibt 
er das Quadrat der Distanz in der Form 
(764) W=o4+s, 


wo: 
o=h+kcos(u— u — a)—beos (u — B) — b, cos(u, — P}) 
+ 0008 (u-+ u — 7), 
g=j cos 2u + j, cos 2u, 
und behandelt zunächst, was für kleine Exzentrizitäten zweckmäßig 
ist, g als Korrektionsglied, nach dessen Potenzen entwickelt wird. !??®) 
Auch e spaltet er hier noch einmal in ganz analoger Weise, indem 
er die beiden ersten Summanden als Hauptbestandteil betrachtet; bald 
darauf zieht er es aber vor!?%), og auf die Form 


(765) e=H+Keco(w — o) 
zu bringen, in der Z, K, © noch Funktionen von u sind. Die Ent- 
wicklung von g nach den Funktionen der Vielfachen von u, geschieht 
mit Hilfe der Formeln von Nr. 9, in denen dabei & durch 


(766) 0— tg (> are sin =) 


zu ersetzen ist. Es sind dann noch, da die übrigen Bestandteile teils 
keine Schwierigkeiten bieten sich auf die Potenzen dieses # zurück- 
führen lassen, diese letzteren nach den Funktionen der Vielfachen von 
u zu entwickeln; auch diese Aufgabe läßt sich auf die Formeln von 
Nr. 9 bzw. 10 reduzieren, indem, wieder bis auf Faktoren, die keine 
Schwierigkeit bieten, 


(767) d log Re i 


du yH'— K® 
und die hier unter dem Wurzelzeichen stehende Funktion eine ratio- 
nale ganze Funktion 4. Grades von cos u und sin « ist. 122°) 

Etwas später'2?®) findet sich bei Cauchy noch die Bemerkung, 





1222) Paris C. R. 15 (1842), p. 481 = Oeuvres (1) 7, p. 124. 

1223) Paris C. R. 19 (1844), p. 63 = Oeuvres (1) 8, p. 254. 

1224) Ib. p. 159, 283 — 284, 296. Ob man bei diesem Verfahren das Glied 
j cos 2% mit in e hereinnimmt oder bei g beläßt, macht keinen wesentlichen 
Unterschied. 

1225) Ib. p. 289 — 302. 

1226) Ib. 20 (1845), p. 775 = Oeuvres (1) 9, p. 180. 
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daß man die Zerlegung (764), bzw. die Bestimmung von H und K, 
auch interpolatorisch vornehmen könne, da j und j, einfache Werte 
haben. 

Ein folgender Aufsatz Cauchys'??”) bringt allgemeine Auseinander- 
setzungen über die zweckmäßigste Art der Zerlegung in Hauptglied 
und Korrektionsglied. In erster Stelle, meint er, müsse man darauf 
sehen, eine Reihe zu bekommen, die weiter konvergiert als die direkte 
Entwicklung der gegebenen Funktion nach Potenzen der Variabeln 
und dabei doch elementar gliedweise integriert werden kann. Eine 
solche bekomme man in der Tat, wenn man den Ausdruck unter dem 
Wurzelzeichen in Linearfaktoren zerlege und das Produkt der Fak- 
toren mit den absolut kleinsten Nullstellen als Hauptbestandteil be- 
trachte. Bei Anwendung dieses Verfahrens auf die Bestimmung der 
Koeffizienten ® führt er'??) die Gleichung 


(768) 1—2ecsxc + «= 0 
durch die Substitution « = exp (— ß) in die Form 
(769) cos x = cos Pi 


über, deren Wurzeln 
= 2nz + ßi 


sind, und spaltet demgemäß den Faktor (2? 8°)-* ab, so daß er eine 
Entwicklung der Form 


17 da _Sf rar 
en an PA Z 


erhält; für s= 4 gibt das erste Glied, wenn 


2 +Ve!+ 1 
(771) PER N Vaerg [_ 2, EC == A _— =) 








gesetzt wird, einfach log z, die folgenden außer Bestandteilen, die zu 
demselben Logarithmus proportional sind, noch Entwicklungen nach 
Potenzen von 3 mit ganzzahligen Exponenten. Cauchy bemerkt 
noch’#P), daß man auch mit der Entwicklung von 


+ 
(718) V— co8x= + «a? 








1227) Ib. p. 907 — 164. 

1228) Ib. p. 920 =.177. Es handelt sich eigentlich nicht um die Entwick- 
lung der Störungsfunktion, sondern um die Entwicklung der unbestimmten Inte- 
grale, durch die sich die Variationen der. Bahnelemente ausdrücken. 

1229) p. 928 — 181. 
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nach Potenzen von z beginnen könne. Die Integrale der Formen 


(773) y Seh, P Aha fe s8z, [ze aaz 


lassen sich dann mit Hilfe von Rekursionsformeln auf die vier redu- 
zieren, die von den beiden ersten Formen für n=0 undn=1 ge- 
liefert werden; und wenn man noch die Formeln von Nr. 13 benutzt, 
so erkennt man, daß das gleiche auch noch gilt, wenn der Exponent n 
keine ganze Zahl mehr ist. Cauchy deutet noch an“), daß man auch 
den allgemeinen Fall der Entwicklung der Störungsfunktion analog 
behandeln könne; man müsse dann nur statt eines Faktors der Form 
x?-+- ß? einen solchen der Form 
(774) | (e — «)' + P? 
abspalten. 

J. Lubbock“*®t) schreibt das Quadrat der Distanz zunächst in der 
Form: 
(775) 1-4, 008, — 4,008, — 


WO &,&g,... Winkel bedeuten, die sich aus den Vielfachen der Ano- 
malien der beiden Körper zusammensetzen und die Koeffizienten A,, 
A,,... in jedem einzelnen Falle der absoluten Größe nach geordnet 
sein sollen; er schreibt dann statt dessen: 


(776) (1 — A, cos @,)(1 — A, c08 %)...(1 — A,cos a) — Q, 


wo also Q sowohl die nicht berücksichtigten Glieder der Form A cos « 
als auch die aus der Entwicklung des Produktes entstehenden in (775) 
nicht vorkommenden enthält, und entwickelt dann zunächst nach 
Potenzen von @. 

g) Entwicklung nach den Funktionen des einen Winkels analytisch, 
nach denjenigen des andern interpolatorisch (Methode mixte). U. J. 
Leverrier hat auch vorgeschlagen !??), die Entwicklung nach den Funk- 
tionen der Vielfachen des einen Arguments auf analytischem Weg, 
nach denjenigen des andern interpolatorisch oder, wie die Astronomen 
zu sagen gewohnt sind, durch mechanische Quadratur vorzunehmen. 
Er entwickelt zu diesem Zweck zunächst nach Potenzen der Exzen- 
trizität ur störenden Körpers; der Hauptteil enthält dann dessen Ano- 





1230) p. 926 = 185. Die sich anschließende Note p. 996 = 186 enthält nur 
Persönliches. 

1231) Phil. mag. (3) 31 (1847), p. 5, 86, 144. Ev. ersetzt er auch noch die 
A,, Ay, .. durch in den Tafeln vorkommende Näherungswerte und schiebt die 
dadurch hervorgebracht Differenz ebenfalls auf 9. 

1232) J. de math. 8 (1848), p. 282. 
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malie nicht in höheren Vielfachen und kann also für jeden speziellen 
Wert der Anomalie des gestörten Planeten nach den Formeln von 
Nr.9 entwickelt werden. Will man die Methode anwenden, ohne 
vorher ein Korrektionsglied abzutrennen, so erscheint A? als Funktion 
4. Grades der exzentrischen Anomalie des störenden Planeten; diese 
ist dann in Faktoren zu zerlegen und wie am Schlusse von Nr. 10 
angegeben zu verfahren. Diese Methode hat schon C. F. Gauß in 
seinerzeit nicht veröffentlichten Rechnungen'???) versucht, scheint sie 
aber bald verlassen zu haben. A. Cauchy ist wiederholt auf sie zu- 
rückgekommen, namentlich zeigt er'?%), daß die Faktorenzerlegung 
des Quadrats der Distanz geschrieben werden kann: 

(TI) RAa—=(l—aetir)(l —aer'a!)(1 — ber?iz) 

(1 —beris-)), ze. 

Auch gibt er?) Anweisung, wie man bei ihr bestimmen kann, wie 
viele Funktionswerte man für die mechanische Quadratur benutzen 
muß, um verlangter Genauigkeit sicher sein zu können. 

h) Heranziehung 'der Theorie der elliptischen Funktionen. Ver- 
suche, die Theorie der elliptischen Funktionen weiter, als es bereits 
durch die „Funktionen der großen Achsen“ (Nr.9d) geschehen war, 
für die Störungstheorie nutzbar zu machen, gehen auf J. Liouville zu- 
rück.12%) Bei geeigneter Wahl der Zeiteinheit handelt es sich um die 
Berechnung von Integralen der Form: 


cos gt dt 
(778) fi (AHA, cost 


oder, wenn g in die Summe einer ganzen Zahl » und eines Bruches /, 








1233) Werke 7, p. 595 (von 1814°). Gauß entwickelt so nicht die Kompo- 
nenten der störenden Kräfte selbst, sondern ihre Produkte mit einem Faktor 





1= (4 — co (, — w) 
der nach demselben Prinzip gewählt ist wie in den oben besprochenen Unter- 
suchungen Cauchys'*?”). p. 599 noch einige Bemerkungen über die Bestimmung 
der Konstanten. 

1234) Paris C. R. 18 (1844), p. 631; 19 (1844), p. 1231 = Oeuvres (1) 8, 
p. 175, 360, 

1235) Ib. 20 (1845), p. 839 = (1) 9, p. 150. Vgl. auch die Andeutungen ib. 
17 (1843), p. 1158 = (1) 8, p. 121. 

1236) J. de math. 1 (1836), p. 445, Ankündigung Paris C.R. 8 (1836), p. 41; 
einige Andeutungen über die Ausdehnung des Verfahrens auf Fälle, in welchen 
die Exzentrizität des gestörten Planeten und die gegenseitige Neigung der Bahnen 
nicht mehr sehr klein sind, ib. 8 (1839), p. 696. 
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der absolut kleiner als 4 ist, zerlegt wird, der Formen: 


{ (cos ntı (coslt dt 
(779) Fr sin nt den lt (AfA, cost 


Werden dann die Faktoren, mit denen cos li und sin l# multipliziert 
sind, nach den Cosinus bzw. Sinus der ganzzahligen Vielfachen von t 
entwickelt, so drücken sich die Koeffizienten durch elliptische Inte- 
grale aus. Die Integration nach t führt Nenner der Form n? — 1? ein; 
darauf beruht die Möglichkeit einer Abschätzung der Größe der beim 
Abbrechen an einer bestimmten Stelle vernachlässigten Glieder. 

Wohl dadurch veranlaßt hat dann die Pariser Akademie die Preisfrage 
gestellt!??”), die Störungen mit Hilfe von Entwicklungen zu berechnen, 
die nach von den Kreisfunktionen verschiedenen Funktionen, für welche 
bereits Tafeln existieren, fortschreiten; sie ist aber damals weder in dieser 
Form, noch in der späteren modifizierten?) „nach Funktionen, für 
welche Tafeln ein für allemal berechnet werden können“, gelöst worden. 

“ ) Asymptotische Werte der Koeffizienten für große Werte der 
‚Indises. Solche hat zuerst C. @. Jacobi") für die in Nr. 10 be- 
sprochenen speziellen Fälle erhalten: die Benutzung seiner allgemeinen 
Transformationsformel (374) führt die Integraldarstellung der Koeffi- 
zienten in diejenige Form über, wie sie zur Anwendung der Laplace- 
schen Formeln für Funktionen großer Zahlen verlangt wird. 

Dann hat A. Cauchy seine allgemeinen in Nr. 109 zu besprechenden 
Untersuchungen auf das hier vorliegende Problem angewendet. Soll 
zunächst der Koeffizient A, von 2" exp (n&5) in der Entwicklung der 
Störungsfunktion nach den Funktionen der Vielfachen der mittleren 
Anomalie bestimmt werden, so ist wegen des Satzes (263): 


(480) ° F)=z(1—s@+ aD) exp (F@— x) 
zu nehmen!#P); dabei ist für A die Zerlegung (777) zu setzen und 





1237) Paris C.R. 5 (1837), p. 291; wiederholt 7 (1838), p. 360; 9 (1839), 
p. 844; 11 (1840), p. 72. 

1238) Paris C. R. 12 (1841), p. 637; wiederholt 13 (1841), p. 1177; 15 (1842), 
p. 1143; 18 (1844), p. 388. Schließlich wurde nur überhaupt eine Vervollkomm- 
nung der Störungstheorie verlangt (20 (1845), p..6599; 22 (1846), p. 768); den 
Preis erhielt dann P. A. Hansen (30 (1860), p. 250); seine Untersuchung ist aber 
erst einige Jahre später veröffentlicht. 

1239) J. f. Math. 15 (1886), p. 16 = Werke 6, p. 104. Er behandelt nach- 
einander die Fälle, daß bei großem m das n endlich, von der Ordnung von Ym 
oder von der von m selbst ist. 

1240) Paris C. R. 20 (1845), p. 224 = Oeuvres (1) 8, p. 449. Bei der An- 
kündigung ib. 13 (1841), p. 318 = (1) 6, p. 281 scheint Cauchy ein sehr ähn- 
liches, aber nicht genau dasselbe Verfahren im Auge gehabt zu haben. 
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ebenso 
a) 1-:@+ ll), 


wo f dieselbe Bedeutung wie in (230) hat. Also ist in der in betracht 
kommenden Gleichung von Nr. 109 


s=4, 
(782) 2 9 9@=(1- Zee)” ?(1— £ze‘) exp (5 ee‘), 
1 -Q-@2)t(-adze )Hı—afzet') exp (-%°2e”‘) 





zu ER das gibt dann!*!);: 


(783) [=] Bu; 


mit: 


a) TEEN) 4) At, taten 


Diese Rechnung führt er für eine Anzahl geeigneter Werte der 
exzentrischen Anomalie des andern Planeten aus und gewinnt daraus 
den asymptotischen Wert des Koeffizienten A_,,„ in der Entwicklung 
nach den Funktionen der Vielfachen der beiden mittleren Anomalien 
durch mechanische Quadratur. 

In einer späteren Note'*?) deutet er noch an, wie man ebenfalls 
durch Benutzung einer der Formeln von Nr. 109 sogleich einen asym- 
ptotischen Wert für A, _, selbst erhalten könne; wenn sich die Indizes 
m, n näherungsweise wie die mittleren Bewegungen verhalten, können 
die Differentiationen nach den Anomalien durch eine einzige solche 
nach der Zeit ersetzt werden; man erhält so 








emstni y 71 aan 
(785) en gr de) > 
und die einzusetzenden Werte der Anomalien sind aus den Gleichungen 
ER 04? 
(786) A’—= 0, m en fr EA = (0) 


zu bestimmen. 





1241) Paris C. R. 20 (1845), p. 845 = Oeuvres (1) 9, p. 160. In einer vor- 
hergehenden Note (ib. p. 833 —= 148) hatte er die Rechnung zuerst für die Koefhi- 
zienten der Entwicklung nach den Vielfachen der exzentrischen Anomali durch- 
geführt und war von diesen mit Hilfe der Gleichung (749) — oder vielmehr der 
entsprechenden Gleichung für Funktionen eines Planeten — zu den Koeffizienten 
der Entwicklung nach den exzentrischen Anomalien übergegangen. 

1242) Paris C. R. 20 (1845), p. 1616 = Oeuvres (1) 9, p. 209. 
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5l. Entwicklung der Wärmemenge, die ein Teil der Erdober- 
fläche von der Sonne erhält, nach trigonometrischen Funktionen 
der Zeit. Die Frage, wie die von der Sonne der Erde, bzw. einem 
bestimmten Punkt ihrer Oberfläche, durch . Strahlung zugesendete 
Wärmemenge mit Ort und Zeit variiert, ist bereits von E. Halley in 
Angriff genommen worden. Er findet’#®), daß die während eines 
Tages einem Ort von der geographischen Breite p zugesendete Wärme- 
menge zu 


(787) sinycs(pg—e)+yco(p-+ e) 


proportional ist; dabei bedeutet & die Exzentrizität der Erdbahn, x 
den halben Tagesbogen der Sonne, und das obere Zeichen gilt für das 
Sommer-, das untere für das Winterhalbjahr. Diesen Ausdruck hat 
J. H. Lambert‘) nach den Funktionen der Vielfachen der Länge der 
Sonne entwickelt und daraus den Satz abgeleitet, daß die gesamte 
einem Orte im Verlaufe eines Jahres zugeführte Wärmemenge von dem 
Vorzeichen der Breite unabhängig ist; auch hat er gezeigt'!*°), daß 
die gesamte der ganzen Erde während irgendeines Zeitintervalls zu- 
geführte Wärmemenge der Änderung der wahren Anomalie der Erde 
während dieses Intervalls proportional ist. 

Daß diese Sätze für geologische Untersuchungen von Bedeutung 
sein können, indem sie eine Abhängigkeit der Wärmezufuhr von den 
säkulären Veränderungen der Elemente der Erdbahn erkennen lassen, 
scheint zuerst J. P. Rohde?) bemerkt zu haben. Schärfer formuliert 
erscheint diese Bemerkung bei J. Fr. W. Herschel, der die Sätze aus- 
spricht!#”), daß die der ganzen Erde im ‚Laufe eines Jahres von der 
Sonne zugesendete Wärmemenge der kleinen Achse der Erdbahn pro- 
portional ist, und daß eine Vergrößerung der Exzentrizität auf der 
einen Halbkugel eine Verminderung, auf der andern eine Verstärkung 


1248) Lond. trans. 17 (1693), p. 878. Die erforderliche Integration oder, wie 
er sich ausdrückt, „Summation aller Sinus der Sonnenhöhe, solange die Sonne 
über dem Horizont ist“, stellt er geometrisch durch die Komplanation eines 
Zylinderhufes dar; diese ließ sich mit Hilfe damals bekannter geometrischer Sätze 
ausführen. 

1244) Photometrie, Berlin 1773, p. 317. Trralles, Berl. Abhandl. 1818/19[20], 
math. p. 86, gibt an, wie der Satz bei Berücksichtigung der Absorption zu 
modifizieren ist. 

1245) Photometrie p. 310. 

1246) Jahreszeiten höherer Ordnung, Königsberg 1809. 

1247) Lond. geol. trans. (2) 3, (1832), p. 295 (von 1830); Auszug Lond. geol. 
proc. 1 (1826/33), p. 244. — Beweis bei $. Haughton, Phil. mag. (4) 31 (1866), 
p- 375. 
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des Gegensatzes zwischen Sommer und Winter bedingt, je nachdem 
das Perigäum der Sonne in ihren Winter oder in ihren Sommer 
fällt.!%8) SS. D. Poisson'*°) hat dann diese Sätze und den von Lam- 
bert aus den Formeln der Theorie der elliptischen Bewegung abge- 
leitet, auch angegeben, daß bei Berücksichtigung der Abweichung der 
Erde von der Kugelgestalt noch Korrektionsglieder hinzutreten, die 
von der Schiefe der Ekliptik abhängen. Auch hat er die „gesamte 
einem bestimmten Ort der Erdoberfläche in einem bestimmten Moment 
von der Sonne zugeführte Wärmemenge nach den Cosinus der Viel- 
fachen des Stundenwinkels der Sonne entwickelt!#P); sie ist von 
diesem eine „diskontinuierliche“ Funktion im alten Sinne des Wortes 
(Nr. 28), die zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten erforder- 
lichen Integrationen lassen sich elementar ausführen. Sie hängen 
ihrerseits vom halben Tagesbogen der Sonne ab und lassen sich in- 
folgedessen nach den Funktionen der Vielfachen der wahren Sonnen- 
länge entwickeln; doch führt Poisson diese Entwicklung nur für den 
ersten dieser Koeffizienten, also das Tagesmittel der zugeführten 
Wärmemenge, aus. Die Koeffizienten drücken sich durch elliptische 
Integrale (aller drei Gattungen) aus; er reduziert sie auf die Legen- 
dreschen Normalformen !?°?),. 


V. Das Fouriersche Integral. 


52. Übergang von der trigonometrischen Reihe zum Fourier- 
schen Integral. J. J. Fourier!®?) läßt in den Gleichungen: 


(788) fl) = + 4-+ IA, cos” 4, — 7 f(«) c0s”7- da 


0 


((<z<D 


1248) Lond. geol. trans. (2) 3,, p. 298. 

1249) Conn. des temps pour 1836[83], add. p. 53; im wesentlichen ebenso 
chaleur p. 477. 

1250) Chaleur p. 481. Der Auszug, Paris C. R. 4 (1837), p. 137, gibt nur 
im allgemeinen den Gang der Rechnung an. 

1251) Chaleur p. 485. 

1252) Preisschrift von 1811, Paris m&m. 4 (1819/20)[24], p. 485; th&orie ana- 
lytique de la chaleur, Paris 1822, Nr. 345 = Oeuvres 1, p. 390. Fourier nimmt 
für 2 ein Vielfaches von =, wodurch nichts vereinfacht wird; übrigens deutet er 
bereits an, daß man ebenso gut wie von einer harmonischen auch von einer un- 
harmonischen trigonometrischen Reihe ausgehen könne. Das hat dann Poisson, 
th6orie de la chaleur, Paris 1835, p. 297 ausgeführt. — Veröffentlicht sind die 
Formeln 790 und 791 zuerst ann. chim. phys. 3 (1816), p. 361; dann auf Grund 
einer Mitteilung Fouriers von S. F. Lacroix, trait6 3 (1819), p. 562, ohne Be- 
weis. A. Cauchy, der die Formeln schon vorher benutzt hatte, sagt (bull. 
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(vgl. 389) die Intervallänge ! über alle Grenzen wachsen und sieht 
dabei die Differenz je zweier aufeinanderfolgender Werte von nz/l, 
also die Größe w/l, die dann unendlich klein wird, als das Differen- 
tial einer stetig sich ändernden Größe &, die verschiedenen Werte von 
nz/l als Werte dieser Variabeln, die Werte von 1A,x als Werte einer 
Funktion @ von diesem &, die Summe als Integral an; so gelangt er 
zu den Gleichungen: 


(789) fa) = F p(E) ooszidt, y)— f f(e) costade (0 <a) 
und faßt sie zu 


(790) fe) _— [.Sro cos&x cos&aded& 


zusammen.!®®) In derselben Weise erhält er die zweite Formel'?*): 


M) )-: de fi f(a) sin&zsinfadadt. (0<a) 








philomat. (1818), p. 179 und Paris m&m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 300): 
„au moment oü j’ai redig6 sur cet objet l’article dejä cite!?®%), je ne connais- 
sais d’autre m&ömoire ou l’on eüt employ& les formules en question que ceux de 
Mr. Poisson et de moi sur le mourement des ondes [auch keine mündliche Mit- 
teilung?]. Depuis cette &poque, M. Fourier m’ayant donnd communication de 
ses recherches sur la ehaleur, presentes & l’institut dans les anndes 1807 et 1811, 
jy ai reconnu les mömes formules“. Wo er die Formeln später benutzt, nennt 
er sie nach Fourier; z.B. j. €c. polyt. cah. 19 (1823), p. 511. — Auch Poisson 
erkennt nach Fouriers Tode dessen Priorität für die Formeln (790) und (791) an 
(Paris mem. 10 (1831) p. 322 und theorie de la chaleur, Paris 1835, p. 205); 
trait6E de me&canique, 2”° dd. 1, Paris 1833, p. 652 schreibt er sogar (692) 
Fourier zu. 

Der Grenzübergang von der Reihe zum Integral findet sich auch bei @. Plana, 
Torino mem. 25 (1820), p. 142; bei H. @. v. Schmidten, ann. de math. 12 (1822), 
p. 220 und J.f. Math. 5 (1830), p. 392; bei @. Piola, mem. soc. ital. 20, (1831), 
p. 598; bei J. M. C. Duhamel, cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 168; bei A. 
A. Cournot, th6orie des fonctions 2, Paris 1841, p. 212 (bei diesem aber doch mit 
der Bemerkung, das Resultat sei illusorisch, wenn das Doppelintegral nicht einen 
endlichen bestimmten Wert habe); bei O. Schlömilch, Beiträge zur Theorie be- 
stimmter Integrale, Jena 1843, p..24; bei J Dinger, J. f. Math. 34, 1847, p. 89. 
In etwas anderer Form erscheint er im Nachlaß von C. F. Gauß (Werke 8, p. 88; 
aus der Zeit zwischen 1799 und 1813), indem dort von der hier in Nr. 99 be- 
sprochenen Entwicklung ausgegangen wird. 

1253) Über die Schreibung mehrfacher bestimmter Integrale besteht keine 
Übereinstimmung, auch nicht in den bisher erschienenen Artikeln der Enzy- 
klopädie. Ich finde es am zweckmäßigsten, dieDifferentialzeichen in der umgekehrten 
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Durch Anwendung derselben Betrachtungsweise auf die für ein Inter- 
vall(— x--- + =) geltenden, Glieder beider Arten enthaltenden Reihen 
kommt $. D. Poisson*®®) zu der für alle reellen x geltenden Formel: 


(792) f(«) 1 (fr) cos (Ex — Ea)dadE. 


Fourier 25°) leitet diese durch folgende Überlegung aus seinen beiden 
Formeln ab: ist f(x) eine gerade Funktion, so gilt (790) auch für 
negative x, dagegen ist die rechte Seite von (791) in diesem Falle 
gleich — f(x); für eine ungerade Funktion verhält es sich umgekehrt. 
Andererseits kann man in beiden Integralen die Integrationsvariable 
« durch —« ersetzen und die so entstehenden Gleichungen dann mit 
den ursprünglichen verbinden. 

Da in (792) unter den Integralzeichen eine gerade Funktion von 
£ steht, kann man auch schreiben !?”): 


+ +0 


(193) f(&) = u f f(«) cos (&2x — &a)dadE. 


In einer anderen Abhandlung'*®) gewinnt A. Cauchy die Integral- 
formel, indem er zunächst für den Fall, daß x ein ganzzahliges Viel- 


Reihenfolge zu schreiben wie die zugehörigen Integralzeichen, so daß jedes 
Integralzeichen zusammen mit seinem Differentialzeichen zugleich die Stelle einer 
Klammer vertritt und nach der allgemeinen Klammerregel die innerste Integra- 
tion die zuerst auszuführende ist. — In der Zeit Fouriers ist übrigens von der 
Unterscheidung der Integrationsreihenfolge bei Integralen mit konstanten Grenzen 
überhaupt nicht die Rede; vgl. Nr. 29. 

1254) Preisschrift von 1811, Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 492; theorie Nr. 353 
= Oeuvres 1, p. 399. 

1255) J. 6c. polyt. cah. 18 (1820), p. 429; 19 (1823), p. 47,452. An den 
früheren Stellen bull. philomat. (1815), p. 165 und Paris m&m. 1 (1816[18]), p. 85 
gibt er nur die in Nr. 54 zu besprechende Modifikation. — In den Formeln von 
A. Cauchy, Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 144 (Preisschrift von 
1815) ist die Zusammenfassung von (789) zu (790) nur implizite enthalten. 

1256) Theorie Nr. 354 — Oeuvres 1, p. 400 (noch nicht in der Preisschrift 
von 1811). Ebenso Poisson, j. &c. polyt., cah. 19 (1823), p. 455 und Cauchy, 
bull. philomat. 1818, p. 179; Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeurvres (1) 1, p. 301. 
Den Rückweg von (792) zu (790) und (791) erörtert ausführlich A. Pioch, Brux. 
m&m. cour. in 4°, 15 (1841/42), p. 34. 

1257) Diese Form tritt bei Fourier theorie Nr. 404 = Oeuvres 1, p. 475 
unvorbereitet auf, während er vorher immer nur die anderen gebraucht hatte. 
Die Begründung gibt @. Piola, mem. soc. ital. 20, (1831), p. 599. 

1258) Paris mem. 22 (1850) (von 1824) = Oeuvres (1) 2, p. 198. 
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faches von %h ist, die Gleichung aufstellt: 


= | Den Zr f(nh)d& 


—-1n n=0 
ze/h 


(794) 


-— f D' exp (&@ — nhi)f(nh)hdt 

—zh n=0 
' und in dieser Er zuh=0,nh= « übergeht. 

Daß man bei dem Fopriisehen Integral die Grenzen der Inte- 
gration in bezug auf « beliebig wählen kann, wenn nur x zwischen 
ihnen liegt, ist von jedem, der sich mit ihm beschäftigte, bald be- 
merkt worden; so von Poisson'?°®), Plana?®), Cauchy'?*!), Fourier.'2°%) 
Fällt x in eine Grenze dieser Integration selbst, so ist der Wert des 
Integrals nicht f(x), sondern nur $f(&); will man das vermeiden, so 
kann man mit Poisson'?®®) einen Ausdruck subtrahieren, der dieselbe 
Art von Unstetigkeit aufweist; z. B.: 


(795) fo) 1 — fee at. 


53. Die komplexe Form des Fourierschen Integrals. A. Cauchy 
hat alsbald 12%) bemerkt, daß es vielfach zweckmäßig ist, die Fouriersche 
Integralformel in der Form zu schreiben: 

: +© 04a 


-&© 0 





der imaginäre Bestandteil dieses Integrals ist nämlich Null. 

54. Die Auffassung der Integralrelation als Grenzgleichung. 
Wie für die Darstellung einer willkürlichen Funktion durch eine tri- 
gonometrische Reihe, so sind auch für ihre Darstellung durch ein 





1259) Paris mem. 3 (1818), p. 151; bull. philomat. (1822), p. 83 (zunächst für die 
Laplacesche Form des Integrals der Wärmeleitungsgleichung); j. 6c. polyt. 
cah. 19 (1823), p. 47, 452. Chaleur p. 206 mit dem Zusatze: man müsse es 
sogar tun, wenn die dar2ustellende Funktion mit wachsendem Argument unbe- 
grenzt wachse. 

1260) Torino mem. 25 (1820), p. 132. 

1261) Bull. philomat. 1821, p. 102; Paris m&m. pres. 1 N = Üeuvres 
(1) 1, p. 801. 

1262) Theorie Nr. 417 = Oeuvres 1, p. 501. 

1263) J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 60. 

1264) Bull. philomat. 1821, p. 102; j. €c. polyt. cah. 19 (1823), p. 512; 
mem. von 1827, p. 56. 
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trigonometrisches Integral zuerst Beweisansätze gegeben worden, die 
zwar nicht den eigentlichen Satz zu beweisen imstande sind, wohl 
aber an dessen Stelle einen anderen, der für viele — freilich nicht für 
alle — Zwecke dieselben Dienste leisten kann. So ersetzen A. Cauchy'?®) 
und $. D. Poisson'?**) das Integral (792) durch das folgende: 


+0 


(797). E 5 lim 1 Ser ontz — zor@atas; 


in ihm läßt sich die Integration nach & zuerst ausführen, und es bleibt: 


ee. im [r a. 


also ein Integral ähnlicher Art wie (557), das sich auch ebenso weiter. 
behandeln läßt. 

@. Plana'?) erhebt gegen diese Schlußweise den Einwand, daß 
die bei der Integration nach & benutzte Formel für d=0 zu gelten 
aufhöre; er ersetzt sie daher durch eine umständlichere, aber auch 
nicht strengere, indem auch er auf die Reihenfolge der auszu- 
führenden Grenzübergänge nicht achtet und statt dessen davon redet, 
daß man die obere Grenze von & von höherer Ordnung unendlich 
nehmen müsse als 1/6. 

Cauchy'?®®) bemerkt,daß man statt des Konvergenzfaktors exp (—0&) 


1265) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 134 (von 1815); zunächst‘ 
für die einzelnen Integrale (790) und (791), was etwas umständlicher ist; die Zu- 
sammenfassung bull. philomat. 1818, p. 178; j. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 512 
und in einem Zusatz von 1827 zu der zuerst genannten Abhandlung, Oeuvres (1) 1, 
p- 302. Ib. p. 139 (von 1815) bemerkt Cauchy bereits, der Schluß setze genügende 
Abnahme von f(x) im unendlichen voraus, meint aber, wenn diese Bedingung 
nicht erfüllt sei, könne man durch Benutzung eines stärkeren Konvergenzfaktors 
zum Ziele kommen. 

1266) Bull. philomat. 1815, p. 165; Paris m&m. 1 (1816[18]), p. 85; j. &e. 
polyt. cah. 18 (1820), p. 429; chaleur p. 207. An den beiden ersten Stellen 
redet Poisson überhaupt nur von der Gleichung (797), gar nicht von (792); an der 
dritten erklärt er es wenigstens für „indispensable“, (792) so zu verstehen, daß 
damit (797) gemeint sei. — Reproduziert ist das Verfahren auch von A. Pioch, 
Brux. mem. cour. in 4°, 15, 1841/42, p. 24. 

1267) Torino mem. 25 (1820), p. 132. Derselbe Einwand auch bei M. Ohm, 
System der Mathematik 9. Nürnb. 1852, p. 362. 

1268) Bull. philomat. 1821, p. 149; j. dc. polyt. cah. 19 (1823), p. 513. An 
der letztgenannten Stelle wirft Cauchy die Frage auf, ob man immer einen ge- 
nügend starken Konvergenzfaktor bestimmen könne; wenn das nicht der Fall 
sei, müsse man die Anwendung der Formel auf solche Funktionen beschränken, 


& 
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auch andere, wie exp (— ö?5?) oder (1 + d?&°)-! benutzen könne; die 
numerischen Werte von Integralen, die dabei schließlich zu bestimmen 
seien, könne man, da sie von der Natur der Funktion f(x) unab- 
hängig seien, dadurch erhalten, daß man diese Funktion geeignet 
spezialisiere.e. Für den Konvergenzfaktor exp (— Ö&?) ist die Rech- 
nung auch von Poisson!?%®) durchgeführt, mit Hilfe der Gleichung (947). 

W. R. Hamilton'®) leitet seine Reproduktion von Poissons 
Schlußweise (in verallgemeinerter Form, für irgendeinen geeigneten 
Konvergenzfaktor) mit den Worten ein „this formula [792] may also 
be considered as a limit in another way“. 

@. Boole'?'!) geht aus von der Gleichung 


(799) lim (are gerne — aretg °7) 
a fürrae<x<atXe, 





= = für e=rodre + Au =rz, 
0 für <a oder z>a« + Au; 


indem er hier A« durch d« ersetzt und integriert, kommt er zu (798) 
{wobei freilich die Vertauschung der Reihenfolge der beiden Grenz- 
übergänge noch der Rechtfertigung bedürfte]. 

@. @. Stokes'?"?) ergänzt Poissons Schlußweise durch die wesent- 
liche Bemerkung, daß (792) dann als Grenzwert von (797) aufgefaßt 
werden dürfe, wenn das erstere Integral unbedingt konvergiere. Für 
den Fall, daß die Integration nach « zwischen endlichen Grenzen ge- 
nommen werde, sei das jedenfalls der Fall, wenn f”(x) endlich sei; 
denn dann köuns man zweimal patiell ae Er behauptet dein 
noch 273), wenn auch 


(800) Sreae 
0 
unbedingt konvergiere, oder wenn f(x) mit wachsendem x schließlich 


für welche es möglich sei. Aber bis jetzt habe man keine Veranlassung zu 
glauben, daß man jemals dem anderen Fall begegnen werde. 

1269) J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 453; chaleur p. 208. 

1270) Dubl. trans. 19, (1843), p. 284. 

1271) Dubl. trans. 21 (1848), p. 126 (von 1846). Auch er ER die Formel 
sei überhaupt nur in diesem Sinne richtig („extraordinary or limiting meaning 


of the symbol f; “).. p. 128 gibt er noch eine spezielle Verifikation für f(x) = x”, 
unter Benutzung einer für drei aufeinanderfolgende Werte von n geltenden Re- 
kursionsformel. 

1272) Cambr. trans. 8, (1849), p- 557 (von 1847) = Papers 1, p. 272. 

1273) p. 559 — 275. 
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monoton gegen null abnehme, dürfe man die obere Grenze der Inte- 
gration nach & unendlich nehmen. 


55. Andere Modifikationen der Integralrelation. Man kann 
auch an Stelle der eigentlichen Fourierschen Integralformel die folgende 
ins Auge fassen: 


o £& 
80) Be J cos (Ex — Ea)f(e)dkde. 


Dann kann man nämlich zunächst die Integration nach & ausführen, 
wodurch man 


(802) lim 1 J} ee N N) 


E=o # x 


erhält; und nun kann man aus den Formeln (808, a endlich und « = x) 
schließen, daß das nach « genommene Integral nur über die unmittel- 
bare Umgebung der Stelle «—=x erstreckt zu werden braucht. So 
hat bereits Deflers selbst'?*) gezeigt, daß der Grenzwert von (801), 
bzw. (802) = f(x) ist, wenn die Funktion f(x) die von ihm ange- 
gebene Bedingung (553) erfüllt. Fourier hat dann dargelegt'?”°), wie 
man sich dieses Resultat durch eine geometrische Betrachtung plausibel 
machen kann: die Gleichung (938) bleibt auch noch richtig, wenn x 
über alle Grenzen wächst; das kann nur so verstanden werden, daß 
dann das Intervall (0...) den Hauptbeitrag zum Werte dieses Inte- 
grals liefert, die abwechselnd positiven und negativen Beiträge der 
folgenden Intervalle aber sich nahezu gegeneinander wegheben. Daran 
kann sich aber auch nichts Wesentliches ändern, wenn vor der Inte- 
gration noch mit einer Funktion f(«) multipliziert wird'?6), Derjenige 


1274) Bull. philomat. 1819, p. 166. Daß er nicht Fouriers eigentliche Be- 
hauptung, sondern eine modifizierte beweist, erkennt Deflers nicht; übrigens be- 
merkt er bereits, daß der Grenzwert nur gleich 1/2/(x) ist, wenn x mit einem 
Endpunkte des Intervalls zusammenfällt, über das nach « integriert wird. Re- 
produziert ist Deflers Schlußweise bei Poisson, J. Ec. polyt. cah. 19 (1823),.p. 454; 
chaleur p. 209; bei J. Liowville, J. de math. 1 (1836), p. 19; bei J. M. C. Duhamel, 
Cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 157; bei A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, 
Paris 1841 p. 217; bei M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 362. 

1275) Theorie N. 415 — Oeurvres 1, p. 496. 

1276) Er gibt nicht genau an, welche Bedingungen die Funktion f erfüllen 
muß, damit man so schließen darf, sondern sagt nur (Nr. 417, p. 499): „la de- 
monstration pr&c&dente suppose la notion des infinies telle qu’elle a toujours 6t& 
admise par les g6omötres. Il serait facile de presenter la möme demonstration 
sous une autre forme en examinant les changements qui r&sultent de l’accroisse- 


ment continuel du facteur „$“ sous le signe sin. Ces considerations sont trop 
Encyklop. d. math. Wissensch. I 1. 71 
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Teil dieses Schlusses, der sich auf den Fall endlicher Integrations- 
grenzen für « bezieht, ist dann von W. R. Hamilton unter der Vor- 
aussetzung, daß die Funktion f(x) im allgemeinen stetig und in der 
Umgebung der betrachteten Stelle monoton sei, im einzelnen sorg- 
fältig durchgeführt worden 27”); welche Bedingungen im Unendlichen 
noch zu erfüllen sind, damit die obere Grenze jener Integration 
durch oo ersetzt werden darf, bleibt auch bei ihm unerörtert. 

J. L. Raabe'?®) glaubt diese Überlegungen dadurch vereinfachen 
zu können, daß er die von ihm als richtig angenommene Gleichung 
(vgl. Nr. 30) 


(803) feos (Ex _— Ea)d& PER: [: für x En &, 


© „ =a. 


benutzt, um die Integration nach « auf die Umgebung der Stelle 
.@=x% zu reduzieren. Die Ausführung der Integration nach & würde 
dann nur noch die Bestimmung des Grenzwerts 


(804) lim & [eos d&d£ 
d=0 9 


verlangen; das umgeht Raabe, indem er sagt, dieser Grenzwert müsse 
von der Wahl der darzustellenden Funktion f(x) unabhängig sein, 
so daß man irgendein aus den Formeln von Nr. 59 bekanntes Paar 
von reziproken Funktionen zu seiner Bestimmung benutzen kann. 

A. Pioch'?'?) reproduziert das Verfahren von Deflers, will es aber 
nur als eine Verifikation, nicht als eine Ableitung gelten lassen. Er 
stellt es auch !#®0) vom andern Ende her dar, indem er von der Gleichung 


(805) f)a=+|r@"*as 


ausgeht, in ihr an Stelle von z durch 
(806) z=&(@—2) 


connues pour qu’il soit necessaire de les rappeler.‘‘ Von den Bedingungen, die f 
im Unendlichen zu erfüllen hat, spricht er überhaupt nicht. 

1277) Dubl. trans. 19 (1843), p. 266/79; Ankündigung Dubl. Proc. 4 (1839), 
p- 284, 

1278) Differential- und Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 268, 274. 

1279) Brux. m&m. cour. in 4°, 15 (1841/42), p. 22. p. 27 gibt er an, wie man 
auf demselben Wege zeigen kann, daß der Wert des Doppelintegrals 0 ist, wenn 
x außerhalb des Intervalls fällt, über das nach « integriert ist. 

1280) p. 23. 
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eine neue Integrationsvariable « einführt, dann. 


& 
(807) ne — 58) qurch | cos (a — &o)d& 
0 ; 
ersetzt und schließlich zu & = 00 übergeht. 
Bei O. Schlömilch'?®") ist die Reihenfolge der Schlüsse insofern 
eine andere, als er die Grenzformel 





(808) lim nie a)da— &f(0) 
aus ? i 
(809) im (an Fleo)da = 30) 
TR 
(vgl. Nr. 37) dadurch ableitet, daß er in der letzteren f(«) durch 
(810) KO 
ersetzt. 


Später!2®®) geht Schlömilch von der Gleichung (vgl.!%®) und (Gil) an aus: 


(811) En HL sin &@ade = 0; 


indem er in ihr o(«) dach 


ersetzt, erhält er die an 


(813) Jim fr fa) ER da = f(0) IE ein z,, 


aus der sich dann das Weitere wie bei den andern Autoren ergibt. 
Der Übergang zu «= oo macht auch ihm kein Bedenken. Nach- 
her'?#®) gibt er noch ein anderes Verfahren: er beweist zunächst durch 
Umkehrung der anefiee die er 


© 0 


(814) Jfre ) ntrüe 7, di [; F(e)da für 2<w, 


‚0 » %>% 
ersetzt dann F'(x) durch f’(x) und integriert partiell. 


1281) Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843 p. 29. 
1282) Analytische Studien 2, Leipzig 1848, p. 23; etwas anders gewendet 
p- 72. 
1283) Ib. p. 82; J. f. Math. 36 (1848), p. 268. Ebenso übrigens vorher schon 
4A. Kramer, Progr. Gymn. Nordhausen 1845, p. 9. 
117 
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O0. Bonnet‘%) leitet, wenn f(«&) positiv ist und nicht zunimmt, 
mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes die Doppelungleichung ab: 


aus der hervorgeht, - en Grenzwert dieses Integrals für = 
gleich Null ist, wie klein auch & gewählt sein mag; und mit Hilfe 
des zweiten (vgl. Nr. 39): 





ei) 0< Sorte < (fo — fo) | da, 
0 


woraus wieder 


(817) fra" «370 





folgt. Die Frage des Grenzübergangs zu a, = oo läßt er unerörtert. 


56. Andere Versuche; den Fourierschen Integralsatz zu beweisen. 
Sarrus'?®) will die Fouriersche Integralformel dadurch beweisen, daß 
er zunächst aus den Gleichungen (834), (835), (847), die speziellen 
Formeln: 


(818) N Vene! ma[ 08 \52[008 1 gadads — Forms 


ableitet, dann beiderseits mit p(m)dm multipliziert und zwischen zwei 
positiven Grenzen integriert, endlich 


(819) Se”-rim)dm = f(@) 


setzt und die so definierte Funktion f als eine willkürliche betrachtet; 
doch fehlt bei ihm sowohl eine Untersuchung darüber, welche Funk- 
tionen f sich in der Gestalt (816) darstellen lassen, als auch die 
Rechtfertigung der vorgenommenen Vertauschungen von Grenzüber- 
gängen. 

Auch in .A. Cauchys Versuch, den Fourierschen Integralsatz, bzw. 
seine eigene Umgestaltung (796) desselben zu beweisen'**), wird die 
Reihenfolge von Grenzübergängen ohne Begründung vertauscht. Er 
leitet zunächst durch Anwendung seines Residuensatzes auf ein Drei- 


1284) J. de math. 14 (1849), p. 253. 
1285) Gerg. ann. 12 (1822), p: 39. 
1286) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 149. 
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eck mit den Ecken 0, (a-+ ib)/e, (a + ie)/s die Gleichung her: 


1/s 


(820) ‚Sie- + ib)glar + idr) — (a + ie)plar + ier)Jar 

Br ft e( tip) ” 
Wird in ihr 
(821) 9) - frr-ofto)de 


gesetzt, so läßt sich rechts die Integration nach « ausführen, indem 
bx 
. ; _ d 
(822) ifferp (- ers ") fla)dau 2 





z—-% 





— f Ser (— as — ips)f(x — es)dsdp 


in der Grenze s=(0 zu 
(823) LO Fo 
wird. Frao=0),b-l,c-— 1 wird erhalten: 


(824) JJeos (rz — ra)f(e)dedr = af(x); 


wird das mit der analog abzuleitenden Gleichung 


b 





(825) | Sf (rx — re)f(e)daedr = af(x) 


verbunden, so kommt man auf die zu beweisende Gleichung (796). 
Außerdem behandelt Cauchy auch noch den Grenzfall b=c—= (0; 
dieser liefert!?”) 


(826) f(«) = “//2 (a exp (— ar|x — al)f(e)dadr. 


4A. de Morgan???) glaubt den Schluß von der trigonometrischen 








1287) p. 154. Er bemerkt, daß man die Formel auch dadurch beweisen 
könne, daß man einen Konvergenzfaktor exp (— sr) einführe und dann mit 
Hilfe der Substitution a|e — «| = ss zuerst die Integration nach r ausführe. 

1288) Diff. and. int. calc. Lond. 1836/41, p. 618, 628. Er setzt ausführlich 
auseinander, wie man mit Hilfe des Theorems beliebige „diskontinuierliche“ 
Funktionen analytisch darstellen könne. 
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Reihe auf das Fouriersche Integral zunächst durch die Wendung 
rechtfertigen zu können: „which being true for all values of / is true 
at the limit when is infinite“ Er scheint nicht zu erkennen, daß 
der Satz nur unter bestimmten Voraussetzungen über das Verhalten 
der darzustellenden Funktion im Unendlichen Sinn hat; wohl aber 
sieht er, daß den üblichen Beweismethoden solche Voraussetzungen 
implieite zugrunde liegen, und verwirft sie daher: sowohl die Ein- 
führung von Konvergenzfaktoren als die Deflerssche Schlußweise, die 
letztere wenigstens, wenn man nicht annehmen wolle, daß sin oo = 0 
zu setzen sei. Was er selbst dann für einen Beweis ausgibt, besteht 
freilich auch nur darin, daß er die Vertauschung der Integrations- 
reihenfolge damit rechtfertigen will, daß man doch Integration und 
Summation vertauschen könne. 
A. Pioch'?®?) geht aus von der Gleichung 


n x 


(er) LI Äh p,[sin (&x — &a,) — sin (fe — &a, „IE 
En b, für a, <z<a,,,, 
u +b,) für —=a; 

läßt man in ihr die Anzahl der a, über alle. Grenzen zu-, die Ab- 
stände je zweier aufeinanderfolgender unbegrenzt abnehmen, und er- 
setzt die Differenzen in den Klammern durch Produkte, so kann man 
die a, als Werte einer kontinuierlichen Veränderlichen «, die Differenz 
zweier aufeinanderfolgender als deren Differential, die b, als Werte 
einer Funktion von ihr, die Summation nach v als eine Integration 
nach & ansehen. Der Übergang zu «, = oo macht ihm keine 
Skrupel 12%), 

Ein mit @. zeichnender Autor!??!) leitet zuerst durch wiederholte 
partielle Integration die Gleichung her: 


(828) [fl«) cos (&x — Eu)da 


— - [14 SE + S Sa +: ri os @=— ta)de 


in der die Integrationen rechts in der Klammer sich alle auf x be- 
ziehen und zwischen den Grenzen O0 und x zu nehmen sind; daraus 


1289) Brux. mem. cour. in 4°, 15 (1841/42), p. 16. Er erörtert p. 29 aus- 
führlich das Verhalten des Integrals an Sprungstellen der zu integrierenden 
Funktion, indem er [irrtümlicherweise, vgl. !*°°)] glaubt, daß sei noch nicht 
geschehen. 

1290) p. 20. 

1291) Cambr. math. J. 3, (1843), p. 288. 
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auf Grund der unter %°) erwähnten Annahme 


(829) ff) cos ta) /Tr)+[FO+[ff"O)+---|cos&xaE. 


Wird dann noch nach & zwischen den Grenzen 0 und oo mit Hilfe 
der Gleichungen (517) und (532) integriert, so wird die Maclaurinsche 
Entwicklung von x/2f(x) erhalten. 


57. Umgestaltungen der Fourierschen Integralformel. @. Pio- 
la‘292) schreibt die Fouriersche Formel (791) zunächst in der Gestalt: 


(830) f(«) = u fein ubx sinu&afle)dad$ 
“ö 


multipliziert dann beiderseits mit sinau, verwandelt das Produkt der 
Sinus in eine Summe und integriert nach « mit Hilfe von (938), be- 
achtet aber dabei nicht, daß diese Gleichung nur für «>0 gilt. 

@. Boole'*®) erhält durch Benutzung der Gleichungen (796) 
und (920): 


oo © +0 


(831) 0 Se tombe-te-+ "z)dadtdw. 





58. Das Fouriersche Integral für den Fall von Unstetigkeiten 
der darzustellenden Funktion. Für den Fall, daß die darzustellende 
Funktion Unstetigkeiten aufweist, hat A. Cauchy'?*) vorgeschlagen, 
an ihrer Stelle die Funktion f(x) exp (— ßf(x)?) darzustellen, die sich 
für hinlänglich kleine 8 außer in der Umgebung der Unstetigkeits- 
stelle beliebig wenig von f(x) unterscheidet. 

@. Stokes'?”) bemerkt, das Auftreten einer endlichen Anzahl von 
Unendlichkeitsstellen bereite hier ebensowenig Schwierigkeiten, als 


im Falle der Reihen (Nr. 42), wenn nur f f(z)dz in der Umgebung 
jeder solchen Stelle unbedingt konvergent sei. 
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(832) VS re sata = 9@) 


1292) Mem. Soc. ital. 20 (1831), p. 626. Die Verifikation des Spezialfalls 
f(x) = x”' benutzt divergente Integrale (p. 628). 

1293) Dubl. trans. 21 (1848), p. 130 (von 1846). 

1294) Paris mem. pres. 1 (1827), p. 145 (von 1814) = Oeuvres (1) 1, p. 139. 

1295) Cambr. trans. 8, (1849), p. 561 (von 1847 — Papers 1, p. 279. 
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gesetzt, so sagt die Gleichung (790) aus, daß auch 


VE. [ro coaxtdt = f(x) 


ist, daß also die Funktionen f und in einer involutorischen Be- 
ziehung zueinander stehen. Ebenso kann die Gleichung (791) durch 
das Gleichungspaar 


(833) Y f(&) sin zEdt'— u(e), we f v(6) sinz&ab = f(x) 


ersetzt werden. A. Cauchy!?®) nennt daher f und p „reziproke Funk- 
tionen erster Art“, f und % „reziproke Funktionen zweiter Art“. Von 
Fällen, in welchen die zu einer sog. „elementaren“ Funktion reziproke 
sich ebenfalls durch elementare Funktionen ausdrücken läßt, ist aus 
Untersuchungen verschiedener Ziele und verschiedener Methoden eine 
ziemliche Anzahl bekannt: 

a) Direkt durch Auswertung des unbestimmten Integrals und Ein- 
setzung der Grenzen läßt sich eigentlich nur ein Fall erledigen; es ist: 
(834) fer cosatdg = -) 

0 


rögı RE A R 
(835) Je !sinzkd = Re 
b) Formeln, die zu den Umkehrungen der unter &) besprochenen 
in Beziehung stehen, hat zuerst P. $. de Laplace'*?") folgendermaßen 
erhalten: Seine Methode der Integration von Differenzengleichungen 
durch bestimmte Integrale führt für die Gleichung 


(836) yama+Dy 
auf das Integral [a’e”*da, genommen zwischen geeigneten Grenzen. Ist 


s>0, so können 0 und -+ oo als Grenzen angenommen werden, und 
man erhält das später von Gauß mit II(s) bezeichnete Integral (IT A 3 


1296) Bull. philomat. 1817, p. 121; 1818, p. 178; exerc. de math. 2 (1827) 
= Oeuvres (2) 7, p. 177. — In der der komplexen Form des Integralsatzes 
(Nr. 58) entsprechenden Gestalt findet sich der Reziprozitätssatz als „schönes 
Theorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung“ im Nachlaß von C. F. Gauß (Werke 8, 
p: 88; aus der Zeit zwischen 1799 und 1813). 

.1297) Paris mem. (1782[85]) = Oeuvres 10, p. 258; zes theorie ana- 
lytique des probabilites, livre I, Nr. 33 (p. 126 der Ausgabe von 1814). „Par des 
considerations trös-delicates“, sagt Poisson, j. &c. polyt., cah. 19 (1823), p. 481. 
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Brunel, Nr. 12a, p. 157). Aus der Differenzengleichung folgt, wenn 
s— u eine positive ganze Zahl ist: 

(887) 6) A): +D@+2)-- 

Wird s durch eine negative Zahl ersetzt, so divergiert diese Form; 
Laplace nimmt dann —i oo und +00 als Grenzen.'’®) Sei etwa 
zur Abkürzung '?”) 


+10 
(838) fe a)’e*da=IL(— s) 
10 
gesetzt, so folgt: BR 
(839) 1-1 )8—D6e— 2)... u 
Die Gleichungen (837) und (839) zusammen ergeben, daß 
(840) u! IIKu) I,(— u) = SI) IL(— 9), 


also von u unabhängig ist. Nun zeigt Laplace durch die hier in 
Nr. 109 zu besprechende Methode, daß für große s asymptotisch 


(841) M)mse’YV2xs, In—- sm s'ey—2ns 
ist; daraus folgt?) 
(842) lim [s=! IT(s) IZ,(— s)] = 2ri 


1298) Die Benutzung komplexer Größen hat ihn später selbst nicht mehr be- 
friedigt; vgl. Paris m&m. 11 (1810) = Oeuvres 12, p. 361: „j'ai obtenu ces va- 
leurs par une analogie singuliöre, fondee sur les passages du reel & l’imaginaire, 
passages qui peuvent &tre consideres comme moyens de decouvertes, dont les’ 
premidres applications ont paru, si je ne me trompe, dans les m&moires cites et 
qui ont conduit aux valeurs de diverses intögrales definies d&pendantes des 
sinus et cosinus. Mais ces moyens, comme celui d’induction, quoique employe&s 
avec beaucoup de pr&caution et de reserve, laissent toujours & desirer des de- 
monstrations de leurs r&sultats‘. 

1299) Wenn der von — #00 nach + : 00 führende Integrationsweg den Null- 
punkt zur Linken läßt, so ist dieses Integral gleich Null; Laplace kommt nicht 
in die Lage, sich mit dieser Schwierigkeit auseinandersetzen zu müssen, weil 
ihn die Rücksicht auf die nachher zu benutzende asymptotische Darstellung ver- 
anlaßt, die Integration über den negativ reellen Wert «= —s zu führen. — 
Übrigens nimmt Laplace nicht (— a)”*, sondern a”*; ersteres ist bei nicht ganz- 
zahligem s (Laplace denkt nur an ganzzahlige) für die weitere Rechnung be- 
quemer, indem man dadurch die Diskussion der Werte erspart, die den bei La- 
place mehrfach in der Rechnung vorkommenden Potenzen von —ı beizulegen 
sind. — Den vorkommenden Potenzen von komplexen Größen mit positivem 
reellen Bestandteil sind die Hauptwerte beizulegen. 

1800) Daß in der Tat +: und nicht —; zu nehmen ist, würde sich aus 
einer genaueren Untersuchung der zur Ableitung der aiympiohischen end 
benutzten Substitution einer neuen Integrationsvariablen ergeben. 
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und also allgemein: 
(843) 273 (u) I, (— u) — 2mi. 


Wird schließlich noch a = — u + i$ gesetzt, und nur der reelle Be- 
standteil beibehalten — der imaginäre ist Null — so kommt: 


619) [La ++ W-N eo E HT (er TE) 


__ 2umer* 


TQ) 





speziell für u = 1'91): 
n cos&+5sing (8 + $9)$ sing 
NER) « - fette ee fee ar 4 


Später gibt Laplace noch ein anderes Verfahren!?®): das Doppel- 
integral 


(846) fi f TEC PERERTART 
0.0 


läßt sich auswerten, wenn man zuerst nach n integriert und die Glei- 
‘chung (834) sowie die zweite Gleichung von IIA3, Brunel, Nr. 9h, 
p. 153 benutzt; führt man zuerst die Integration nach & aus und ver- 
gleicht die Resultate, so ergibt sich: 


ea) [are 
6 


1801) Laplace gibt nicht an, wie er von dem ersten Integral (845) auf das 
zweite kommt; daß die Differenz der beiden Integrale in der Tat Null ist, da- 
von kann man sich durch elementare Ausführung der unbestimmten Integration 
überzeugen. Fourier macht ann. chim. phys. 3 (1816) p. 363 darauf aufmerk- 
sam, daß das etwas allgemeinere Integral 


ER z&E + $sinz$ 
ea 


0. 





nur für positive x den Wert we”” hat, für negative dagegen den Wert 0. 

1302) Bull. philomat. 1811, p. 268; Paris mem. 11 (1810) = Oeuvres 12, 
p. 367; theorie analytique des probabilites, Paris 1812 (p. 108 der Ausgabe von 
1847); reproduziert auch von A. M. Legendre, exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 361; 
von J. L. Raabe, Differential- u. Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 261; von 
A. A. Cournot, theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 184; von O. Schlömilch, 
Integralrechnung, Greifswald 1848, P- 188; von M. Ohm, System der Mathematik 9, 
Nürnb. 1852, p. 146. 


59. Paare reziproker Funktionen. 1101 


und daraus durch Differentiation nach «: 
Esinz$ w 
(848) 2 ——dE = Eat 
0 


Differentiationen!?®) nach r bzw. r? geben weitere Formeln, mit deren 
Hilfe sich schließlich jedes Integral der Formen 


(849) F R(&) cos z&d#, / &.R(&) sinz$ dt 


auswerten läßt, wenn R eine rationale Funktion bedeutet, deren Nenner 
keine reellen Nullstellen hat. A. Cauchy'?*) schreibt diese allgemeinen 
Formeln in der Gestalt: 


rot Io: de 5 2x ZIer| 


in ihr bedeutet & + ß einen Pol von F(z), A— iu das zugehörige 
Residuum, und die Summe ist über alle diejenigen Pole zu erstrecken, 
für welche 8 >0 ist. 

G. Bidone kommt durch Benutzung divergenter Reihen und andere 
ungenügend begründete Annahmen zunächst zu der Gleichung '’®) 


u cosax — A sin«X 
usinax + A cosaz) 


I} oo 


. cosa$dE _ «Loirx Sinrz {[ sind 
en 1: mm. ja 
0 





. 
0 e 5 

und daraus erst mit Hilfe von (486) zu (847). Auf dieselbe Weise 

kommt er auch noch zu den Gleichungen !?%): 


® (vr cos id‘ — „jmurs 
(82) ee Fr leur] 


' 1303) Anweisung zur bequemen Ausführung dieser Differentiationen gibt 
O. Schlömilch, J. f. Math. 33 (1846), p. 271 und analytische Studien 2, Leipzig 
1848, p. 96. 

1304) Paris m&m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 429, 465 (v. 1814); exerc. 
de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 181 (hier in ausgerechneter Form); ann. 
de math. 17 (1827), p. 98 (hier p. 97 auch der Fall, daß F(x) gleich einer ratio- 
nalen Funktion von z, geteilt durch cosbz oder sinbz ist). An der zuerst ge- 
nannten Stelle gibt Cauchy an, er habe die Formeln schon 1817 in Vorlesungen 
mitgeteilt. 

1305) Torino mem. 1811/12, p. 288; daran anschließend und p. 313 analoge 
Formeln für Integrale mit Produkten und Potenzen mehrerer trigonometrischer 
Funktionen im Zähler. — In dem ähnlichen Verfahren von J. Littrow, Anleitung 
zur höheren Mathematik, Wien 1836, p. 436, heben sich mehrere Fehler im 
Resultat gerade auf. 

1306) p. 308. Dieselben Resultate erhält @. Plana (ib. 23 (1818), p. 14; von 
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Ein Versuch zur direkten Behandlung der allgemeinen Integrale 
(849) findet sich zuerst bei $. D. Poisson!®”); er leitet für das Integral 


an  cosze&dE 
De r - | m% Gr 


durch wiederholte Differentiationen nach x unter dem Integralzeichen 
[von denen die letzte nicht mehr zulässig ist] die et.‘ ab: 





cos Ede 





| (854) Ay KR BZE IE Br m Bere u Sm yi 


und nimmt dann wie auch sonst (Nr. 30) an!?®), der Wert des rechts- 
1816) auf dem Umwege über die entsprechenden Integrale mit (&°— r?)? im 
Nenner. Wenn Poisson (j. &c. polyt. cah. 18 (1820), p. 329, 339) andere Werte 
findet, 30 beruht das auf einer anderen Annahme über den dem divergenten Integral 


nd 
P—1 
N) 
. beizulegenden Wert; man kann das eine oder das andere Resultat erhalten, je 
nachdem man den Integrationsweg in der einen oder anderen Weise ins kom- 
plexe Gebiet verschiebt. In der Tat schließt Poisson hier Erörterungen über 
die Abhängigkeit auch konvergenter Integrale von den etwa eingeschalteten 
‚komplexen Zwischenwerten an, die aber doch noch weit von der Bestimmtheit 
der entsprechenden Cauchyschen Sätze entfernt sind. — Ph. Kelland (Cambr. 
trans. 7, (1841), p. 168; Edinb. trans. 15, (1842), p. 319, 329) benutzt die Formeln 
(847) usw. auch für rein imaginäre r. 

1307) Bull. philomat. 1811, p. 375; J. Ee. polyt. cah. 17 (1813), p. 222. An 
der zweiten Stelle rechnet er von p. 925 an den Fall ausführlich durch, daß der 
Nenner sich auf 1 + x2” reduziert; fürn —=1 ist die Rechnung von $. F'. Laeroix 
Trait6 du calc. diff. et du cale. int. 3, (2 &d.) Paris 1819, p. 492, sowie von 
A.de Morgan, calculus p. 577 reproduziert. Den allgemeinen Fall für n= 2 
rechnet auch @. Plana durch (Torino mem. 23 (1818), p. 9 (von 1816)) mit Dis- 
kussion der den auftretenden mehrwertigen Funktionen beizulegenden Werte 
(p. 21) und des Grenzfalles, daß die determinierende Gleichung Doppelwurzeln 
hat (p. 11). Die Formeln für »n=1 erhält er aus denjenigen für n=2 durch 
Integration nach r; de Morgan verifiziert Poissons Resultat; für 


Sf cos x& 
(eresa 
{) 


durch die Residuensätze (cale. p. 637); für n= 1 auch bei Gelegenheit der unter 
p besprochenen Rechnungen. 

1308) 8. Earnshaw der das für unzulässig hält, keine andere Methode zur 
Ableitung des Resultats (für n—=1) kennt und daran Anstoß nimmt, daß ein 
solches Integral in verschiedenen Intervallen verschiedenen analytischen Funktionen 
des Parameters x gleich sein soll, hält deswegen dieses Resultat selbst für 
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stehenden Integrals sei Null. Die Integrationskonstanten bestimmt er 
teils durch die Bemerkung, daß y für == oo endlich bleiben muß, 
teils aus den Werten der Ableitungen ungerader Ordnung für x = 0 


(die n— 1 ersten von ihnen sind = 0, die letzte ist = (— 1)” 7) 
Die bei dieser Schlußweise in dem auftretenden divergenten Integral 
liegende Schwierigkeit will A. M. Legendre"®®) dadurch umgehen, daß 


.. ’ 2k . 
er als obere Grenze zunächst nicht oo, sondern — nimmt, unter k 


eine ganze Zahl verstanden, und erst am Schlusse zu k = oo über- 
geht. Dagegen wendet B. Paoli'?!) mit Recht ein, daß man nicht ohne 
weiteres k als ganze Zahl voraussetzen dürfe; er zeigt aber, daß man 
mit etwas mehr Rechnung auch ohne diese Voraussetzung zum Ziele 
kommt!?!). Etwas anders verfährt J. M. O. Duhamel'®"): er nimmt als 
ober Grenze zunächst eine von x unabhängige Größe I, so daß er die 
Differentialgleichung 


(855) en 


erhält; zur Bestimmung der Grenzwerte der in ihrem Integral auf- 
tretenden Quadraturen für = oo beruft er sich auf die Fouriersche 
Schlußweise (Nr. 37). Einen anderen Ausweg schlägt W. R. Hamil- 
ton'?"?) ein; wird der Wert von (847) mit B bezeichnet, so zeigt er 


unrichtig (Cambr. trans. 8, (1847), p. 265) und meint, da der Integrand eine 
gerade Funktion von r sei, müsse man annehmen, der Wert des Integrals (847) 
sei B cos rx; da er aber die Bestimmung der Integrationskonstanten durch die 
Annahme z—=0 auch für unzulässig hält, sieht er kein Mittel, B zu bestimmen. 

1309) Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 357; ebenso Navier, legons d’analyse 
2, Paris 1840, p. 13. Legendre nimmt für die Koeffizienten auch komplexe 
Werte; das gibt aber schließlich auch nur Integrale, die schon unter den Formen 
(849) enthalten sind. 

1310) Mem. soc. ital. 20 (1828), p. 174. Es macht ihm auch Bedenken, daß 
man zu keinem bestimmten Resultat kommt, wenn man erst 2kx selbst als obere 
Grenze einführt; doch sind diese Bedenken ungerechtfertigt. Sein Einwand gegen 
die Konstantenbestimmung durch die Annahme x = 0: bei dem Integral (848) 
würde dieses Verfahren auf falsche Resultate führen, ist insofern gerechtfertigt, 
als in der Tat gezeigt werden müßte, daß (847) eine bis x=0 einschließlich 
stetige Funktion von & ist; Ähnliches gilt aber auch für die Reihenentwicklungen, 
die er noch herbeizieht, und die ihn nur in neue Paradoxa verwickeln. — Die 
Benutzung komplexer Größen will er p. 179 damit rechtfertigen, daß, wie er 
zeigt, die Integrale als Funktionen von r und x der Laplaceschen Differential- 
gleichung genügen. 

1311) Bei J. M. C. Duhamel, cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 139 ist 
weniger Rechnung, aber die Schlußweise ungenügend. 

1312) Cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 139. 

1313) Dubl. trans. 9, (1848), p. 277. Vgl. auch- Serret !**9), 
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zunächst, daß 


(856) Fi Bir — = 2 für: Ber 


ist; da die rechte Seite von x unabhängig ist (ihren Wert braucht 
man nicht zu kennen), so folgt durch Integration 


(857) e=® f Badax + B— jr dx | = const.; 


und zwar muß die Konstante _ Null, also 
(858) Ben 


sein. Damit der Sache nach identisch ist das Verfahren von O. Schlö- 
milch?) und von .M. Ohm'®®), die von dem Integral 


(859) JPERE- FU — exp (— |r|o)) 
ausgehen. Auch F\ Arndt'31$) verwirft Poissons Schlußweise wegen der 
Benutzung der divergenten Integrale. J. R. Young '°'") ist der Meinung, 
daß sich bei ihm zwei Fehler gegeneinander aufheben; das Legendresche 
Verfahren führe deswegen zu einem richtigen Resultat, weil die 
Integrale konvergierten, so daß es gleichgültig sei, ob man die obere 
Grenze durch beliebige oder durch spezielle Zwischenwerte ins Un- 
endliche wachsen lasse. @. G. Stokes'?'?) leitet zunächst für das Integral 


ah 
(860) »— en dt 
ö 
die Differentialgleichung 
ao ° h 
(861) greeiggg 


1314) Analytische Studien 2, Leipzig 1848, p. 94. 

1315) System der Mathematik 9, Nürnberg 1852, p. 126. 

1316) Arch. Math. 11 (1848), p. 71. 

1317) Cambr. trans. 8, (1847), p. 486. 
1318) Cambr. 8, (1849), p. 565 (von 1847) = Papers 1, p. 285. Damit der 
Sache nach identisch ist auch das Verfahren von Br. Bromwin, Cambr. Dubl. 
math. J. 3 (1848), p. 243, nur daß dieser sich der symbolischen Rechnung bedient, 
nicht nach x, sondern nach Ah differentiiert und übrigens sich weder um die 
Reihenfolge der vorzunehmenden Grenzübergänge noch um die Bestimmung der ° 
Integrationskonstanten Sorge macht. 
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ab und meint dann, man dürfe hier zu A= (0 übergehen, indem das 
Integral (860) dabei gleichmäßig zu seinem Grenzwert konvergiere, 


solange x sein Vorzeichen nicht wechsle. 
E. Catalan"”'”) führt die Poissonsche Rechnung für das Integral 


cos x&dE 
Sa Im - SarRr 


durch; er zeigt, daß es gleich dem Produkt von e* in eine rationale 
ganze Funktion (n— 1)" Grades von x ist, deren Koeffizienten sich 
durch Gammafunktionen ausdrücken lassen; indem er dann wieder zu- 
sammenzieht, erhält er: 


BR ne”. -u| -1,n-1 
(863) Y gan- Tin); e (u + 2x)" u du 
oder 
e7 x\2n—1 ER a 
(864) Y, = In)! (5) IE (2? 1) lds. 


J. A. Serret'??°) umgeht für diesen Fall die vorhin besprochene Schwie- 
rigkeit dadurch, daß er erst die Differenz 


sinz& ” 
Von: ie zarım4y 
betrachtet und zeigt, daß sie der Differentialgleichung 
(866) (14,5) 9 = 0 


genügt; zum Schluß differentiiert er dann noch nach x"), Auch 
zeigt er durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge in einem 
Doppelintegral, daß Catalans Formel (863) für alle positiven » richtig 
bleibt 322). 

Schon vorher hatte C. I. Malmsten gezeigt'??°), daß das Integral 
(862) für n > 1 der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit variablen Koeffizienten 


a’y, 2(n— 1)dy, oe 
wei) Sara ed 





1319) J. de math. 5 (1840), p. 110. 

1320) Ib. 8 (1843), p. 21. 

1321) Die Rechtfertigung der Zulässigkeit dieses Verfahrens würde hier 
wohl keiner prinzipiellen Schwierigkeit begegnen. 

1322) p. 19. 

1823) Stockh. Handl. 1841, p. 65. 
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genügt, die sich in eine Riccatische transformieren läßt. Ihre Inte- 
gration durch bestimmte Integrale nach dem gewöhnlichen Verfahren 
gibt ihm ebenfalls die Gleichung (863). Durch Differentiation über- 
zeugt er sich nachträglich, daß das Resultat für alle positiven n 
richtig bleibt. J. A. Serret'°%) leitet die Differentialgleichung (867) 
ebenfalls ab und integriert sie durch Produkte aus exp x oder exp— x 
in Reihen, die nach Potenzen von x mit ganzen Exponenten fort- 
schreiten und für ganzzahlige positive n abbrechen'?®). Durch die 
Substitution 


(868) ver, 


wobei die Differentiation zu beliebigem Index in der ihr von J. Liou- 
ville beigelegten Bedeutung (vgl. Nr. 108) zu verstehen und die Kom- 
plementärfunktion weggelassen ist, „da man doch nur ein partikuläres 
Integral brauche“, und (— n)-malige Integration führt er diese Glei- 
chung in die Gleichung erster Ordnung 


(869) 2 ++22—n+1)0=0 
über, der durch 
(870) 0 = Aa"-!exp (+ 22) 


genügt wird; wird hier der Faktor 2”! durch I*Integrale dargestellt 
und dann die Differentiation unter dem Integralzeichen ausgeführt, so 
wird wieder die Formel (863) erhalten. 

4A. Cayley‘**) gibt noch ohne Ableitung die Formel: 








d 
en) Seren 
0 
Yrc° fe +2e+ vH rre-V"" og0. 
er eia-ifm) voy8 + 2e 





1324) J. de math. 9 (1844), p. 195; wenig gekürzt Paris C. R. 17 (1848), 
p. 458. Serret beschäftigt sich auch mit dem für uns nicht in Frage kommenden 
Fall, daß in der Differentialgleichung (867) die Vorzeichen des zweiten oder des 
dritten Gliedes andere sind; er gibt auch für diese Fälle Darstellungen der all- 
gemeinen Lösung durch bestimmte Integrale und zeigt, wie sich die einen in die 
andern überführen lassen. 

1325) Für andere Werte von n sind die Reihen semikonvergent; es handelt 
sich im Grunde um Zylinderfunktionen rein imaginären Arguments. 

1326) J. de math. 12 (1847), p. 236 — Papers 1, p. 3138. Er bemerkt, man 
könne sich durch Entwicklung nach Potenzen von ce davon überzeugen, daß die 
Formel mit 861) übereinstimmt. 
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R. L. Ellis"??") erhält für das Integral (862) einen asymptotischen 
Ausdruck für große Werte von n, indem er unter dem Integralzeichen 
nach Potenzen von x entwickelt, die Koeffizienten dieser Entwicklung 
vermittelst der Formel von Wallis durch asymptotische Werte ersetzt 
und schließlich die beiden ersten Glieder der so gefundenen Dar- 
stellung als Näherungsausdruck einer Exponentialfunktion ansieht; so 
erhält er: 








1 n =” 
Em) . vum zV zes wre 
O. Schlömilch'???) behandelt die Integrale 
cosx&d& 
ee Se +2&+9...@'+@m +1) 
sin c&d& ’ 
(874) a FOFNEF I)... Fam)’ 


indem er in den Gleichungen (35) und (36) beiderseits mit exp (— &x)dx 
multipliziert und zwischen den Grenzen 0 und oo integriert, dann für 
die rechts auftretenden Integrale eine Rekursionsformel ableitet, erhält 
er die Partialbruchzerlegungen der in (873) und (874) unter den Inte- 
gralzeichen stehenden rationalen Funktionen. 

Später!?2®) leitet er auch noch den Wert des Integrals 


ym-1 cos x&d& 
(875) H ee 


für ungerade m und gerade n> m, ebenfalls durch Partialbruchzer- 
legung unter dem Integralzeichen, ab. 

Dann erscheint die Ableitung von (847) aus (834) bei J. J. Fourier 1339), 
A. Cauchy'®"), H. @. v. Schmidten?®®), A. A. Cournot'?®3), A, Pioch'3%), 





1327) Cambr. trans. 8, (1844), p. 213 = Writings p. 29. Er erläutert selbst: 
die Entwicklung beginnt zu divergieren, wenn man sie über die Potenz z!r-®' 
hinaus fortsetzt. 

1328) Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 45. 

1329) Analytische Studien 2, Leipaz. 1848; p. 106. 

1330) Paris m&m. 4 (1819/20[24]) (Preisschrift von 1811), p. 498; Thöorie 
Nr. 350 — Oeurvres 1, p. 395. 

1831) Paris mem. pr&s,.1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 136 (von 1815); Bull. 
philomat. 1817, p. 123; Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 183. 

1332) Ann. de math. 12 (1822), p. 221; J. f. Math. 5 (1830), p. 392. 

1333) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 218. 

1334) Brux. möm. cour. in 4°, 15 (1841/42), p. 37. 
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O. Schlömilch??), G. @. Stokes'??*), M. Ohm'??”), in modifizierter Form 
bei J. L. Raabe???) als das einfachste Beispiel für den Reziprozitäts- 
satz; bei ersterem mit dem wesentlichen Zusatz, daß exp (— ir«|) 
zu nehmen ist, wenn die Formel auch für Daaaliy Werte von x 
[oder r] gültig bleiben soll. Cauchy gibt auch noch !?3®), ebenfalls aus 
dem Reziprozitätssatz die allgemeineren Gleichungen: 





of te N ]atas— ner [für 


Andererseits rohen aber bei Cauchy die Gleichungen (847) und 
(848) auch als einfachste Beispiele seiner Residuensätze, indem er sie 
so schreibt, daß — oo und + oo. Integrationsgrenzen werden und 
diese Integrale dann gleich 225 mal dem Residuum in dem einzigen 
in der Halbebene der & mit positiv imaginärem Bestandteil gelegenen 
Pole & = |r|i setzt. #9) 

Auch durch direkte Anwendung des Grenzübergangs von der 
Reihe zum Integral sind solche Formeln gewonnen worden; so bei 
Poisson'%!) die Gleichungen (847) und (848) aus (283) und (282); 


1335) Beiträge. zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 39; analytische 
Studien 2, Leipz. 1848, p. 98. 

1336) Cambr. traus. 8, (1849), p. 565 (von 1847) = papers 1, p. 286. 

1337) System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 374. 

1338) Differential- und Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 273. Raabe 


bestimmt erst 


[we tg £E sin z$d& 


0 


mit Hilfe von -(917) und integriert dann partiell. 

1339) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 136 (von 1815). Die An- 
nahme h= 0 gibt ihm die Gleichungen (852). 

1340) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 468 (von 1814; in die 
jetzt übliche Ausdrucksweise übersetzt in der beim Druck hinzugefügten Note 
p. 466); Bull. philomat. 1822, p. 171 (hier die Bemerkung, daß (852,) richtig ist, 
wenn man unter dem divergenten Integräl seinen Hauptwert versteht); J. Ec. 
polyt. cah..19 (1823), p. 578, 590; Rösume des lecons sur le calcul infinitesimal, 
Paris 1823 —= Oeuvres (2) 4, p. 236; Me&m. sur les int. def., Paris 1825, p. 63; 
Exerc. de math. 1 (1826) = Dsurren (2) 6, p. ‚139; Ann. de mail 16 (1826), p. 103; 
17 (1827), p. 105, 106, 110; Paris mem. prös. 1 (1827) = Oeurvres (1) 1, p. 291. 
— Auch bei Moigno, lesons 2 (1844), p. 313 und bei M. Ohm, System der 
Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 196. 

1341) J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 317; chaleur p. 280. 
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bei Fourier'#?) aus (300) die Gleichung: 


sinz$ . _[sinz für O<r<a; 
(877) j_g Sin td = | De 
Die Formeln 
m? cos x&d& 
Ka R \elmwresre 
0 
x 


= Sn eing, Sin (a + mx sina) exp (— mx cos «) 
gewinnt Poisson'*®), indem er die Gleichung (847) auch für kom- 
plexe Werte von r in Anspruch nimmt. 

G. Frullani hat eine ganze Reihe von Ableitungen der Gleichungen 
(847), (848) gegeben: Zuerst!%4) führt er in dem Doppelintegral 


(879) SS ep (+) e0s z$azat 
00 


das eine Mal die eine, das andere Mal die andere Integration zuerst 
aus, unter Benutzung der Grenzgleichung !3#) 


880) hi exp(+z)e"!sinatde =". 
(880) lim f pP +2) 5 : 


Dann'#®) führt er in den Integralen 
\ du 
(881) 7 a 


1342) Ann. chim. phys. 3 (1816), p. 363; Theorie de la chaleur Nr. 358 — 
Oeuvres 1, p. 405. M. Ohm (System der Mathematik 9, p. 377), verwirft dieses 
Resultat, bzw. da die Integrale divergent seien; höchstens könne man fragen, 
ob sie vielleicht richtig seien, wenn man unter den Integralen ihre Cauchyschen 
Hauptwerte verstehe. 

1343) Conn. des temps pour 1833[30], add. p. 25. 

1344) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 466 (von 1829). 

1345) Diese Grenzgleichung ist bei ihm allerdings ungenügend begründet; 
er scheint angenommen zu haben, der Grenzwert eines Integrals auch über ein 
unendliches Intervall sei immer gleich null, sobald der Grenzwert des Integranden 
es ist. Übrigens ist die Formel ein einfacher Spezialfall von (808). 

1346) Ib. p. 663. Dabei ist der Grenzwert einer nach Potenzen von r fort- 
schreitenden Reihe für r— » zu bestimmen; das gelingt ihm dadurch, daß die- 
selbe Reihe auch bei der Entwicklung des Integrals 
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a-+logw=r als neue Integrationsvariable ein, entwickelt nach deren 
Potenzen und setzt dann u = exp (ix). Ferner!*’) nimmt er in dem 
Doppelintegral 


(382) SS e "57" cos z$ sin £nd&an 
00 


das eine Mal die eine, das andere Mal die andere Integration zuerst 
vor. Außerdem !%®) erhält er durch Einführung einer komplexen Variabeln 
in die Reihenentwicklungen die Gleichung (vgl. 845) 


(883) ” ar re n2 an]. 
0 0 


Endlich #2) geht er noch in der Gleichung 


rn s 


m 





m(mr — 1) cos& + m cos (m& — &) 1-- 
(884) (mr —1):+ 2(mr — 1) ep grad —a(l—mr) 





zur Grenze m = 0 über. 

Andererseits können die Formeln (847) und (848) auch als Spezial- 
fälle von andern angesehen werden, in denen ein willkürlicher (nicht . 
auf ganzzahlige Werte beschränkter) Exponent auftritt. Schon P. $. 
de Laplace hat durch partielle Integration gezeigt”), daß das Integral 





+8 
ix& “ 
= eds 
(885) J - (7m 
der Differentialgleichung z = — x. genügt, also gleich C exp (—rz) 


ist, wo Ü eine von r unabhängige Größe bezeichnet, deren Bestimmung 
er unterlassen konnte, da er nur den Quotienten zweier solcher Inte- 
“ grale brauchte. Die vollständige Formel 

+0 


eds _ 2mx 
es JerBS° Te 


a-1,-rz 





nach Potenzen von r auftritt, und daß dessen Grenzwert für r =» aus (938) be- 
kannt ist. 

1347) p. 673. Auch hier benutzt er die Gleichung (486). 

1348) p. 689. Für das entsprechende Integral mit r sin&— &cos& im Zähler 
erhält er auf demselben Wege die Differenz zweier divergenter Integrale. 

1349) p. 691.— Daß er für das Integral (848) bei Benutzung der Entwicklung 
von x sinx nach den Cosinus der Vielfachen von x p. 696 einen falschen Wert 
erhält, liegt, wie er selbst sieht, daran, daß diese Entwicklung nur für das Inter- 
vall —m,...z) gilt. 
1350) Theorie analytique des probabilites, add. II (p. 471 der Ausgabe von 
1814). 
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ist von A. Oauchy sowohl aus den Reziprozitätssätzen'?°") als auch als 
Residuenformel!##?) abgeleitet worden. $._D. Poisson gewinnt sie für 
den Fall, daß a eine ganze Zahl ist, durch wiederholte partielle Inte- 
gration, nimmt sie aber sogleich auch für andere positive Werte von a 
in Anspruch'®®); @. Frullani'®*) erhält sie durch Reihenentwicklungen; 
J. Liouville'®°) durch Differentiation zu beliebigem Index. A. Cayley'%®) 
erhält die Formel, indem er in der von ihm als bekannt bezeichneten 
Gleichung 


(887) Süy--erat =2sin(1—a)z-T(1—.a) 


[vgl. (532)] einfach & durch r + i& ersetzt; auf analogem Wege findet 


er noch: 
+% 


ix 
ge SE&-0 «>09, 


Die Ableitung der Gleichung (847) durch Umkehrung der Inte- 
grationsreihenfolge in einem Doppelintegral (vgl. 1302) erscheint später 
noch in verschiedenen andern Gestalten. J. A. Serret!35”) erhält durch 
Vertauschung der Integrationsreihenfolge in dem Doppelintegral 


(889) SS Et aran 
00 r 


(vgl. 882) die Gleichung 


(890) = fesmmr-tan = ED (eoor-1g:inp® cos (xtgp)dp, 
2 0) 


1351) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 137 (von 1815); J. Ee. 
polyt. cah. 19 (1823), p. 569; Exerc. de math. 2 (1827) — Oeuvres (2) 7, p. 182 
(hier auch die durch Differentiation nach x oder nach a aus ihr entstehenden). 

1352) J. Ec. polyt. cah. 28 (1844) = Oeuvres (2) 1, p. 499, 502 (von 1815; hier 
auch die durch Differentiation nach x aus ihr entstehenden); mem. von 1825, 
p- 34; Ann. de math. 17 (1827), p. 109. Ebenso A. de Morgan, diff. and integr. 
cale., Lond. 1886/41, p. 640. 

1353) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 480: „linduction nous suffit pour etendre 
ce resultat‘. 

1354) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 678. 

1355) J. f. Math. 13 (1835), p. 231. 

1356) J. de math. 12 (1847), p. 231. Er meint, (886) gebe eine bessere De- 
finition der T-Funktion für negative Argumente als die von Cauchy durch „in- 
tegrales extraordinaires“, 

1357) J. de math. 8 (1843), p. 494. 


1112 IIAı12. H. Burkhardt. Trigonometrische Reihen und Integrale. 


aus der (847) für a—=1 folgt. F. Arndt!®®) erhält aus dem Doppel- 
integral 


(891) She ®” cos &n sin nd&dıy 
00 


zunächst die Gleichung 


© 


ee ER rn ah 
(892) I. ee 
0 0 
und aus ihr die Differentialgleichung (858). O. Schlömülch'???) zeigt, 
daß das Laplacesche Verfahren sich auch auf das allgemeinere Integral 


(893) SIme"+® cos ztands 
00 


anwenden läßt und dann den Wert von (862) liefert. 

Bei Schlömilch erscheinen die Formeln auch noch als spezielle 
Fälle allgemeinerer Ansätze. Einmal erhält er!?%0), indem er die ganz- 
zahligen Vielfachen von x/2 als Zwischengrenzen einschaltet, dann 
alle so entstehenden Teilintegrale auf dieselben Grenzen zurückführt, 
unter Benutzung einer Partialbruchformel aus der Theorie der trigono- 
metrischen Funktionen: 


| vo = TZgrcomtfd Sf Tgrdz 
2, F +8 a Ir Tg?rcos?& + sin?& = A+z)Egr+zN 


und die Integration rechts läßt sich elementar ausführen. Dann er- 
scheinen bei ihm!?®#!) die Gleichungen (847) und (848) als einfachste 
Fälle von Abels Gleichungen (Nr. 103), entsprechend der Annahme 
fl) — exp (— 82) 

J. Dienger'?*2) stellt die Aufgabe, die Gleichungen 


[) 


. : &1cosbödg ev 
(895) Ir \ co Ba 4 ® | 
0 





riet Als Coj pr 
Esinz&) rt-+ &? Sin | 
zu beweisen. 


1358) Arch. Math. Phys. 11 (1848), p. 70. Hat W. Moesta dieselbe Schluß- 
weise im Auge, wenn er ib. p. 10, 1847, p. 455 die Aufgabe stellt, die Gleichung 
(892) zu beweisen? 

1359) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 98. 

1360) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 446. Vgl. 1°) 

1361) Neue Methode zur Summierung endlicher und unendlicher Reihen, 
Greifswald 1849 = Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 140. 

1362) Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 97. Der Beweis ergibt sich durch 
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Auch die Bidoneschen divergenten Integrale (852) sind noch 
mehrfach vorgenommen worden. 0. Schlömilch'?°®) leitet für das erste 
unter ihnen durch Differentiation unter dem Zeichen die Differential- 
gleichung ab: 


(896) 0Y &0s rce+rysare=(), 


die bei ihrer Integration auftretende Konstante bestimmt er dadurch, 
daß er dem Integral für = 0 den Wert Ö zuschreibt. 

F. Arndt‘°%) zerlegt den rationalen Faktor unter dem Integral- 
zeichen in Partialbrüche und zeigt so an, daß die Gleichungen (852) 
die Hauptwerte dör Integrale liefern. 

Später gibt Schlömilch noch zwei andere Ableitungen. Einmal'?®°) 
setzt er in den allgemeinen Formeln (790) und (791): 

sinrz für  <c cosrx für <c 
(897) Fla) = | use bzw. f(z) = 0 a 
und hebt dann nach Ausführung der Integration nach & zwei diver- 
gente Integrale gegeneinander weg. Dann!’®) leitet er noch für das 
Integral 


sinz&d& 
(898) f u 


eine zu (854) analoge Differentialgleichung zweiter Ordnung ab. -Das 
allgemeinere Integral 


(899) fees 
Q 





"er 


m ungerade, n gerade und > m, führt er durch Partialbruchzerlegung 
unter dem Integralzeichen auf das Bidonesche zurück 137), 


eleng der Produkte trigonometrischer Funktionen in Summen bzw. Diffe- 
renzen. 

1363) Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 271; J. f. Math. 33 (1846), p. 318. An 
der letztgenannten Stelle gibt er p. 328 eine Zusammenstellung der hier be- 
sprochenen Formeln. 

1364) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 243; ebenso W. Mösta, ib. p. 450, 
der aber die auftretenden divergenten Bestandteile ohne weiteres gegeneinander 
weghebt. 

1365) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 99. 

1366) Ib. p. 103. Sehr merkwürdig ist dabei, daß er zwar dem Integral 
(893) und den durch ein- und zweimalige Differentiation aus ihm entstehenden 
bestimmte Werte zuschreibt, aber meint, weiter dürfe man die Differentiationen 
nicht treiben, weil die dann entstehenden Integrale keine bestimmten Werte 
mehr hätten. 

1367) Ib. p. 108. 
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Den Umstand, daß man das Integral (852) nicht einfach durch 
Übergang von reellen zu rein imaginären r aus (847) erhalten kann, 
will @. Boole!?®) daraus erklären, daß man das letztere als Grenzwert 


> R "GE cos zedE 
(900) En AIR 





das erstere aber als Grenzwert: 


RE (gr ya — 5%) cos xed& 


Se ah (E+n’+r][E—n’+%) 





[so ist wohl zu lesen?] aufzufassen habe. 
P. G. Lejeume-Dirichlet'?®) bemerkt, man könne leicht zeigen, daß 
die Gleichung 


(902) ” ee ar-1da IM 


0 


auch für komplexe Werte k + &i von z mit positivem reellen Be- 
standteil bestehen bleibe. Indem er dann mit (b?+ E2)-!exp (— zEi)dE 
multipliziert, die Reihenfolge der Integrationen umkehrt und die 
Gleichüng (847) benutzt, erhält er: 


+@ 


ee ne d* 
nn ee Te 





und durch Wiederholung dieses Verfahrens: 


+0 | 
(904) an II (k,+ etede nd ze bz +4 (b+ k,)-» 


(2>0; Rb)>0, Rk)>0, Rip)>0). 


Auch zeigt er'?’%): wenn links unter dem Integralzeichen noch Faktoren 
[log (A + 8i)]"? zutreten, so sind rechts noch die entsprechenden Fak- 
toren [log (b-+ h)]"? beizufügen. 


1368) Dubi. trans. 21 (1848), p. 133 (von 1846). 

1369) J. f. Math. 4 (1829), p. 95 = Werke 1, p. 113. Dirichlets Ableitung 
der Gleichungen (898), (899) ist reproduziert von O. Schlömilch, analytische 
Studien 2, Leipz. 1848, p. 110, und von M. Ohm, System der Mathematik 9, 
Nürnb. 1852, p. 427, sowie in den Veröffentlichungen der Dirichletschen Vor- 
lesungen über bestimmte Integrale durch G. F. Meyer, Leipzig 1871, p. 190 und 
durch @. Arendt, Braunschw. 1904, p. 167. 

1370) p. 97 bzw. 115. 
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c) Das Integral 
(905) SE” sin gas 
0 
hat L. Mascheroni'?"!) dadurch zu bestimmen versucht, daß er unter 
dem Integralzeichen nach Potenzen von & entwickelt und dann durch 
eine ungenügend begründete Umformung auf das Produkt aus dem 


Grenzwert 
( 9 06) ln 2° T(m+n) —+n) 


n=o» n"I(n) 


und einer Partialbruchreihe kommt; diese summiert er durch das be- 
stimmte Integral 


1 
1-m —-—i+m 
(907) | T an, 
0 


das für rationale m sich elementar auswerten läßt. Analog behandelt 
er auch das Integral 


(908) j| "om cos &dE. 
ö 





Dann ist aus dem Nachlaß von L. Euler ein Aufsatz veröffentlicht 
worden'!?”?), in dem er eine bekannte Formel der Theorie der I"Funk- 
tionen (vgl. hier IIA3, Brunel, Nr. 17, p. 180) auch für komplexe 
Werte von n in Anspruch nimmt und so erhält: 


rief. T'(a) cos x 
(608) J- L H (ein |eEdE  e lain ] (® we tg £) 
Damit im Grunde identisch ist die Schlußweise von P. $. de Laplace"*"®); 
der E Unterschied ist nur, daß er eine andere Integraldarstellung der 


1371) Adnotationes ad calculum integralem Euleri, 1, Tieini 1790 =L. Euleri 
opera (1) 12, p. 463. Vgl. auch den Bericht von @. Bidone, Torino mem. 1811/12, 





p- 237, 243, der ein bei der Durchführung der Rechnung für m = n von Mascheroni 


begangenes Versehen berichtigt. 

1372) Institutiones calc. integr. 4, Petrop. 1794, p. 342, 343 (von 1781); 
reproduziert von Lacroix, Traite 3 (1819), p. 486. Über die hinkerinche Bedeutung 
dieser Untersuchungen Eulers vgl. die Bemerkungen von P. Stäckel, Bibl. math. 
(3) 1 (1900), p. 115. — Eulers Verfahren ist übrigens auch später noch öfter 
unbedenklich reproduziert worden; so von A. A. Cournot, theorie des fonctions 2, 
Paris 1841, p. 201; doch macht R. Moon, phil. mag (8) 26, p. 491 darauf auf- 
merksam, daß es jedenfalls versagt, wenn r=0 und a=1 ist, und also nicht 
zur Begründung der Gleichungen (517) dienen kann. 

1373) J. Ec. polyt. cah. 15 (2809), p. 244 für r=0, p. 252 allgemein. 
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T-Funktion gewöhnt ist. Er erkennt, daß die Ableitung keinen Auf- 
schluß darüber gibt, welcher Wert der Funktion are tg zu nehmen 
ist; da er in einer Anzahl spezieller Fälle findet, der Hauptwert gebe 
das richtige Resultat, so nimmt er an, das sei immer der Fall!?"), 
Dann gibt er noch ein anderes Verfahren”): er entwickelt in dem 
Integral 
(910) Ser ga-1g£ 


0 


unter dem Zeichen nach Potenzen von x, integriert gliedweise und 
drückt die auftretenden I'-Funktionen alle durch die erste aus; es 
bleibt eine Binomialreihe. 

S. D. Poisson?"®) bildet das Produkt der beiden Funktionen 


(911) va) —SE-tcos b+Hat, IA—a)—[er'n-@an 
0 0 


1374) p. 250, 253. | 

1375) Paris m&m. 11 (1810) = Oeuvres 12, p. 363; Theorie analytique des 
probabilites, add. III (p. 482 der Ausgabe von 1814); ebenso v. Schmidten, Ann. 
de math. 12 (1822), p. 213; J. f. Math. 5 (1830), p. 395; ähnlich E. E. Kummer, 
J. f. Math. 17, 1837, p. 212. @. Bidone, Torino mem. 1811/12, p. 320 behandelt 
den Fall «= 0 in ähnlicher Weise und leitet dann daraus weitere Formeln her, 
bei denen im Zähler ein Produkt von Potenzen verschiedener trigonometrischer 
Funktionen steht. M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnberg 1852, p. 117, 
erwähnt ohne näheren Nachweis ein Verfahren von Euler zur Verifikation der 
Gleichungen (909); er zeigt, daß es ebenfalls auf eine Entwicklung nach Potenzen 
von x hinauskommt und bemerkt mit Recht, daß die Konvergenz dargetan 
werden müßte. — Die allgemeineren Formeln, die B. Boncompagni, J. f. Math. 
25 (1843) p. 81 auf diesem Wege erhält, gehören nicht mehr hierher, er spezialisiert 
sie zu (909). a 

1376) Bull. philomat. 1811, p. 249. Die Darstellung bei Poisson ist dadurch 
umständlicher, daß er mit einem weniger bequemen Ausdruck der I[’-Funktion 
operiert. Auch spricht er zunächst nur von rationalen Werten von a. — Das 
von A. Cauchy (J. Ec. polyt. cah. 28, 1844 (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 479) 
für beliebige r angewendete Verfahren ist von dem Poissons im Grunde nicht 
verschieden. Cauchy bemerkt auch, daß es a<(1 voraussetze, daß man aber die 
Richtigkeit der Formeln für*andere positive a durch Differentiation nach r nach- 
weisen könne. Für negative a divergieren die Integrale; Cauchy zeigt aber 
(p. 546 und Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 84), daß die Gleichungen 
auch für diesen Fall richtig bleiben, wenn man die Integrale als „außerordent- 
liche‘ faßt, d. h. aus den Entwicklungen der unter dem Integralzeichen stehenden 
Funktionen nach Potenzen von & alle Glieder, wegläßt, die von der ersten oder 
höheren Ordnung unendlich werden. — Im wesentlichen ebenso wie Poisson ver- 
fahren O. Schlömilch, J. f. Math. 33 (1846), p. 354; analytische Studien 1, Leipzig 
1848, p. 69 und M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 140; letzterer 
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und führt durch die Substitution 7 =£$ an Stelle von 7 die neue 
Integrationsvariable & ein; die Integration nach & läßt sich dann ele- 
mentar ausführen, die noch bleibenden Integrale in bezug auf £ hatte 
bereits Euler bestimmt; so kommt 





(912) I(1—a)y()= ? in vi a | 
sın cy cos - 5 | 





was mit dem Falle r — 0 von (909) übereinstimmt, wenn noch I(1—.a) 
durch I’(a) ausgedrückt wird. Später!) Jeitet er noch für die beiden 
Integrale (909) durch partielle Integrationen die simultanen Differential- 
gleichungen her: 


er dy_ x dz a dz x dy a 
(913) ee en ARE Fr oe 


und integriert sie, indem er arctg« als unabhängige Veränderliche 
einführt. 

Bei Fourier finden sich die allgemeinen Gleichungen (909) nicht, 
sondern nur als Resultat der Anwendung des Reziprozitätssatzes auf 
die Funktion x”* die Relation zwischen zwei bestimmten Integralen ?7); 
(914) Se-tsinztat. [ni " zn, 

6 N 


2 


die nur füra—= 5, Wo beide identisch werden, ihren gemeinsamen 


Wert bestimmt. 
Seine Rechtfertigung findet der Gebrauch komplexer Größen bei 
diesen Umformungen durch A. Cauchys allgemeinen Satz!?"°): wenn 








zeigt auch, daß man die Reihenfolge der Integrationen hier in der Tat ver- 
tauschen darf. 

Sarrus (ib. p. 257) will die Benutzung komplexer Größen durch die Be- 
 merkung rechtfertigen, sie sei immer erlaubt, wenn man die Differentiation des 
Integrals nach dem Parameter unter dem Integralzeichen ausführen dürfe. 

1377) J. Ee. polyt. cal. 16 (1813), p. 215; reproduziert von Lacroix, Traite 
3 (1819), p. 490. P. Paoli (Mewm. soc. ital. 20 (1828), p. 162) bemerkt dazu mit 
Recht, man könne auf die Einführung dieser Integrationsvariabeln nur verfallen, 
wenn man das Resultat schon kenne; er zeigt, wie man durch Multiplikation 
mit —y, z, bzw. z, y und Addition Kombinationen erhält, die sich unmittelbar 
integrieren lassen. Ebenso M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnberg 1852, 
p. 122. O. Schlömilch, analytische Studien 1, Leipzig 1848, p. 65 faßt die beiden 
Gleichungen zu einer für y-+ iz zusamınen; ebenso Ohm p. 115. 

1378) Paris mem. 4 (1819/20[24]) (Preisschrift von 1811), p. 502; Theorie de 
la chaleur Nr. 360 = Oeuvres 1, p- 406. 

1379) Paris mem. pres. 1, 1827 (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 350; die Zu- 
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die Funktion f(e) im Unendlichen gewissen [von Cauchy hier freilich 
noch nicht vollständig angegebenen] Bedingungen genügt, so gilt die 
Gleichung: 


(915) Frestmga- 4 froa. 


A. de Morgan'®) verifiziert die Gleichung (909) für ganzzahlige a 
mit Hilfe von Rekursionsformeln. 

N. Fuß'®") stellt für ganzzahlige positive «a Rekursionsformeln 
auf, die ihm erlauben, die Gleichungen (909) für solche a sukzessive 
aus (834) abzuleiten; die Resultate nimmt er aber dann'?®?) doch auch 
für gebrochene Werte von a in Anspruch. 

J. A. Grunert!?®) leitet die Gleichungen (909) für ganzzahlige 
positive a durch sukzessive Differentiation nach r aus (834) ab, indem 
er zunächst zeigt, daß 


VOR „ lem)  ferymn,) 
e t Or YVartri“ zu Var rieti 
ist. 

R. Lobatto!°*) leitet umgekehrt die Gleichung 


(917) Ser: sin z&dE = arctg = 


0 





[die den Grenzfall der zweiten Gleichung (909) für a= 0 vorstellt] 
aus (834) durch Integration unter dem“ Zeichen her. Mit diesem 
Verfahren im Grunde identisch ist das von G. Frullani'°®), der in 


sammenfassung zu einer Gleichung zwischen komplexen Größen in den Noten 
von 1827, p. 358, sowie auch Exerc. de math. 2 (1827) = Oeurvres (2) 7, p. 148. 
Auch bei Moigno, legons 2 (1844), p. 309. 

1380) Diff. and integral calculus, Lond. 1836/42, p. 630. 

1381) Petersb. m&m. 11 (1831), p. 238; von 1810. 

1382) p. 248. 

1383) J. f. Math. 8 (1832), p. 147. Die Gleichung (834) ist natürlich nur der 
reelle Teil einer einfachen Gleichung zwischen komplexen Größen. J. L. Raabe 
(Differentialrechnung 1, Zürich 1839, p. 245) und M. Ohm (System der Mathe- 
matik 9, Nürnb. 1852, p. 65) führen behufs Vollziehung der erforderlichen Diffe- 
rentiationen komplexe Größen unverhüllt ein. — J. Liouville (J. f. Math. 13 (1835), 
p. 229) nimmt die Ergebnisse dieses Verfahrens auf Grund seiner Vorstellungen 
betr. Differentiation zu beliebigem Index für beliebige «a in Anspruch. 

1384) J. f. Math. 11 (1834), p. 171. (Er wendet dasselbe Verfahren auch 
auf die erste Gleichung (914) an, ohne zu bemerken, daß er dann ein divergentes 
Integral erhält). Ebenso M. Ohm, System 9, p. 69. 

1385) Mem. soc. ital. 20, (1881), p. 466 (von 1829). 
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dem Doppelintegral 
(918) SJexp —rE) cos zarat 

6d 


das eine Mal die eine, das andere Mal die andere Integration zuerst 
ausführt. 

O. Schlömilch'*®®) und M. Ohm'??”) bemerken, daß die zur Ablei- 
tung der Gleichungen (909) benutzten Methoden für r = 0 versagen; 
sie zeigen durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge in dem 
Doppelintegral 


(919) Sfr rerfit)esaren, 
“o 
daß die [mit Poissons Gleichungen (912) identischen] Gleichungen 


(920) Se @zsas -79| sin n 


sin x” \cos 
(} 


die sich aus (909) durch Grenzübergang zu r= 0 ergeben, in der 
Tat richtig sind. W. Center!°%®) leitet diese Gleichungen aus den von 
ihm als richtig angenommenen Gleichungen (517) durch allgemeine 
Differentiation nach a ab; daß die von ihm auf demselben Wege ge- 
wonnenen Gleichungen 


m Sinlema-are 


damit im Grunde identisch sind, scheint er nicht bemerkt zu haben. 

Das erste der Integrale (909) divergiert für a—= 0; als Ersatz 
leiten J. L. Raabe'®®®), J. M. ©. Duhamel'®), Navier'®"), A. A. Cour- 
not‘), Moigno'®), M. Ohm'?%) aus (834) durch Integration nach r 


1386) Arch. Math. Phys. 6 (1845), p. 201; J. f. Math. 33 (1846), p. 354; 
Analytische Studien 1, Leipz. 1848, p. 69. ü ; 

1387) System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 140. Er zeigt, daß die 
Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen hier in der Tat zulässig ist. 

1388) Cambr. Dubl. J. 3 (1850), p. 215 (von 1848). 

1389) Differential- und Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 249; daraus 
p. 274 die dazu reziproke Formel. 

1390) Cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 8. 

1391) Legons d’analyse 2, Paris 1840, p. 10. 

1392) Theorie des fonctions 2; Paris 1841, p. 179. 

1393) Legons de calcul diff. et de cale. int. 2, Paris 1844, p. 77. 

1394) System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p- 70. 
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die Gleichung: 


2 2 
(922) J; (exp (— a8) — exp(— BE)E*! cos add — = log Ba 
ab. A. de Morgan'?*®) gewinnt sie aus der allgemeinen Gleichung (909) 
durch einen Grenzübergang zua=0. Die sechs erstgenannten Autoren 
erhalten auf dem gleichen Wege auch die [übrigens aus (917) folgende] 
Gleichung: 


(923) ftesp (— a8) — exp (— BE))E! sinz&dE = arctg £ — arc tg — . 
Pi 
@G. Boole bemerkt'?*®), für nicht negative « könne ‚man die erste 
Gleichung nur als den Grenzfall fürk=0, k=0 von 


e”"® cos (n arc tg +) ER 
k __ »]|e]” 
(924) F (k? + g2y"/2 m. «5 ds 8) 








aufrechthalten. 

Spezielle Fälle der hier besprochenen Formeln sind auch wohl 
durch besondere Methoden erhalten worden. So behandelt J. L. Raabe 
die Integrale 


rt wre 
(925) [2805 — ay+eTr 





zunächst!?”) für © <r durch Reihenentwicklung unter dem Integral- 
zeichen nach Potenzen von x, dann!??®) für »r = 0 durch Vertauschung 
der Integrationsreihenfolge in dem Doppelintegral: 


(926) SS» (— a?&) cosz&d&da. 
00 


In diesem Falle r—= 0 kann das erste dieser Integrale durch 
eine einfache Substitution in 
[) +9 


(927) for di = En A oder fo&a == 22 
0 


-o© 


1395) Differential and integral caleulus, Lond. 1836/41, p. 676. 

1396) Dubl. trans. 21 (1848), p. 132 (von 1846). Er schlägt geradezu vor, 
(924) als Definition der T-Funktion anzusehen. 

1397) Differential- und Integralrechnung -1, Zürich 1839, p. 263. 

1398) p. 264. Sein Versuch, von da aus durch Differentiation und Sum- 
mation auch den Fall 2&>r zu erledigen, benutzt divergente Integrale. 
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übergeführt werden. Sein Wert ist auch aus einer Rechnung von 
P. @. Lejeune-Dirichlet"°”) zu entnehmen. Es ist 








(4dk+1)7 2 9% f 
2 
cos af > de 
— (4k+1) - at h=—2k 
nt 
&° z sin 2; 
a cos (5. +5) 68 
sın — 
4 
0) 
.2k+1 
£ pe’ sin 5 & ; 
+ [vos + | 
sin. 


Grenzübergang zu k= oo gibt das gewünschte Resultat. Sonst wird 
es durch Spezialisierung der allgemeinen Formel (909)14%) oder durch 
Inanspruchnahme der Gleichung 
+0 = 

(928) , exp (— aa — V* 
(vgl. IIA3, Brunel, Nr. 9g, p. 153) für geeignete komplexe Werte 
von a!) gewonnen. 

Ph. Kelland'“®) nimmt, um 


(929) ing t f 1-2: ;„_ = 
0 


zu berechnen, die erste Gleichung (909) auch für r—=0 und «= 0 
oder =2 in Anspruch und hebt dann zwei divergente Bestandteile 
gegeneinander weg. 

J. Dienger“®) stellt den Beweis der Gleichung 


Ir fan (c&) sin x& de 1: für O<x<2e 
6 5 er De? 








1399) Berl. Abh. 1835 [37], p. 401 = Werke 1, p. 249; J. f. Math. 17 (1837), 
p- 62 = Werke 1, p. 264. 

1400) So bei J. L. Raabe, Differential- und Integralrechnung 1, Zürich 1839, 
p. 268; bei M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p- 142. 

1401) So bei J. M. C. Duhamel, Cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 12; bei 

A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 181. 
1402) Cambr. trans. 7, (1841), p. 155; Edinb. trans. 15, (1842), p. 317. 
1403) Arch. Math. Sr 12 (1849), p. 416. 
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als Aufgabe; @. @. Stokes'*), leitet den Wert von 


ee jean dt 
NG 





&? 


ab, indem er unter dem Zeichen differentiiert und dann (486) benutzt. 
R. L. Ellis‘®) bemerkt, daß ein Integral der Form 


(932) y >> A, cos a2) (für gerade rn) 


oder 
(933) R (DA, sin a,8) (für ungerade. n) 
. 0 


nur dann einen endlichen Wert haben kann, wenn die Bedingungen 
(934) Sage be 0, Be ae En 0, 


erfüllt sind. Infolgedessen brauchen, wenn zunächst 


 fezumet 


berechnet und dann zur Grenze r = 0) übergegangen wird, eine Anzahl 
Glieder nicht berechnet zu werden, da sie vermöge dieser Relationen 
doch wegfallen; es bleibt 


n(n—1) 


(936) | Sa N, ö er, D4a”a, e 


Für 
IE vn \a, £E=rsin”& coszE& 


gibt das die unter I besprochene Formel von Laplace. 

Cellerier“‘®) zeigt durch ie Schluß von n au n +1: sind P, 
R gerade ganze Funktionen von $&, Q eine ungerade solche Funktion, 
so ist — sofern das Integral et Bedeutung hat — 


(937) je cos«&+ Qsinz& + R) = 

0 
gleich dem absoluten Glied des Faktors von sin z& in der (n — 1 
Ableitung der Klammergröße nach &. 


1404) Lond. trans. 1848, p. 238 — Papers 2, p. 29. 

1405) Cambr. math. J. 3, (1842), p. 185 = Writings p. 143. 

1406) J. de math. 8 (1843), p. 257. Auf die Beziehung zu den Residuen- 
sätzen weist er p. 262 selbst hin. 
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d) Die spezielle Formel 
(938) / edk -=7 («>0) 
ö 


ist, soviel ich sehe, zuerst von J. Fr. Pfaff”) und von L. Mascheroni'!"!) 
veröffentlicht worden. Schon vorher hatte sie L. Euler“) dadurch 
erhalten, daß er in seiner allgemeinen Formel (909) zuerst a = 0, dann 
r=( setzt; dieses Verfahren von Euler ist dann oft wiederholt 
worden'®). Andere Autoren gehen dazu von der schon durch die 
Annahme r = 0 spezialisierten Formel (920) aus; so Bidone‘*!P), der 
auch m. W. der erste ist, der darauf aufmerksam macht, daß für 


negative x sich nicht =, sondern — - ergibt. Legendre'*!!) gewinnt 
die Gleichung (938), indem &r die aus (847) durch Differentiation und 


Integration nach x sich ergebenden Formeln verbindet; Laplace“!) 
aus der Gleichung (947), durch Integration nach x und Übergang 


1407) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 119. Er 
substituiert z—= e’=* und macht dann die beiden falschen Annahmen, der Grenze 
x =» entspreche z= 0 und die Formel 


1 

"_ ca+1 
’ log z ee er 
2 





gelte für beliebige «, ß. - 

1408) Institut. cale. integr. 4 (1794), p. 345 (von 1781). 

1409) So von P. S. de Laplace, J. Ec. polyt, cah. 15 (1809), p. 247; von S.D. 
Poisson, ib. 16 (1813), p. 221 (noch ohne die Bemerkung, daß das Resultat nur 
für x >0 gilt; ib. 18 (1820), p. 328, wo er es benutzt, fügt er sie stillschweigend 
bei); Oettinger, J. f. Math. 38 (1848), p. 223. O. Bonnet, j. de math. 14 (1849), 
p- 250 rechtfertigt das Verfahren durch die Anwendung des zweiten Mittelwert- 
satzes; @. @. Stokes, Cambr. trans. 8, (1849), p. 564 (von 1847) — papers 1, 
p- 284 begnügt sich mit der Bemerkung, es sei leicht zu zeigen, daß Konvergenz 
von (909) für «= 0 beim Übergang zu r— 0 nicht „unendlich langsam“ werde. 
Auch M. Ohm (System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 74, 114) erklärt sich 
gegen den unbegründeten Übergang zu r=0 in Formeln, die vorher nur für 
r >00 bewiesen waren, und deutet an (ib. p. 124), wie er im vorliegenden Fall 
gerechtfertigt werden könne; doch scheint er sein Raisonnement selbst nicht für 
einen vollen Beweis ausgeben zu wollen. 

1410) Torino mem. 1811/12, p. 279. Ebenso A. de Morgan (Diff. and integral 
caleulus, Lond. 1836/42, p. 630). 

1411) Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 260; der Sache nach ebenso W.R. 
Hamilton, Dubl. trans. 19, (1843), p. 277. 

1412) Theorie analytique des probabilites, Paris 1812, p. 108 der Ausgabe 
von 1847. 
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zur Grenze r=0; Fourier“"), indem er den Übergang von der 
trigonometrischen Reihe zum trigonometrischen Integral direkt an der 
Formel (397) ausführt; Cauchy'#), indem er in der Gleichung (835) 
unter dem Zeichen nach r zwischen den Grenzen 0 und oo integriert; 
dann auch als Residuenformel !*"), 

Fourier“*"%) gibt als eine der einfachsten Folgerungen aus dem 
Reziprozitätssatz die Gleichung: 


1. für: j2j<1 
939 fa: pr | 


nachher'*!) zeigt er, daß sie eine einfache Folgerung aus (938) ist. 


@. Frullani'*'®) schaltet die Zwischenwerte = 4 =, ... ein; nach- 
dem dann alle Teilintegrale wieder auf das erste dieser Intervalle 
zurückgeführt sind, erscheint unter dem Integralzeichen die Partial- 
bruchreihe der Kotangente, und die Integration lüßt sich elementar 


ausführen. Außerdem leitet er die Formel noch aus 


B44 
m 


(940) jet (m —1)& — cos &) db : 


2(1— cosım&) 
0 





durch een zum=(0 ab!) 

1418) Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 497 (Preisschrift von 1811); Theorie 
Nr. 356 = Oeuvres 1, p. 402. 

1414) Lecons sur le cale. infinit., Paris 1823 = Oeuvres (2) 4, p. 198. Ebenso 
Poisson, chaleur p. 339; A. Kramer, Progr. Gymn. Nordhausen 1845, p. 4; 
O. Schlömilch, RE Greifswald 1848, p. 134; Besge, j. de mai: 14, 
1849. Damit der Sache nach identisch ist es, wenn J. Littrow (Anleitung zur 
höheren Mathematik, Wien 1836, p. 460), J. L. Raabe (Differential- u. Integral- 
rechnüng 1, Zürich 1839, p. 249; 2, 1843, p. 335), Navier, legons d’analyse 2, 
Paris 1840, p. 10), A. A. Cournot (theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 180), 
A. Pioch (Brux. mem. cour. in 4° 15 (1841/42), p. 77), Moigno (lecons sur le 
calcul 2, Paris 1844, p. 77) in der Gleichung (923) «&—=0, ß=00 nehmen. 
Pioch setzt auch in der Gleichung (922), indem er sie olıne weiteres auch für 
komplexe Argumente in Anspruch nimmt, 2=0, dan e= — ri, B=xi. 

1415) Mem. sur les integr. def., Paris 1825, p. 63; Exerc. de math. 1 (1826) 
= Oeuvres (2) 6, p. 139; Ann. de math. 17 (1827), p. 106. 

1416) Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 497 (Preisschrift von 1811); Ann. chim. 
phys. 3 (1816), p. 363; Theorie de la chaleur Nr. 348, p. 394. 

1417) Preisschrift p. 499; Theorie Nr. 357 — Oeuvres 1, p. 403. 

1418) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 448 (von 1829); ebenso J. Littrow (Ein- 
leitung in die höhere Mathematik, Wien 1836, p. 454), Fr. Newman (Cambr. Dubl. 
math. j. 2 (1847), p. 75); eine Note der Redaktion besagt, daß ihr auch A. Cayley 
dasselbe Verfahren mitgeteilt habe und M. Ohm, (System der Mathematik 9, 
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N. I. Lobatschefskij"*?°) kommt zu (938), indem er in der Gleichung 


:_ 2n-+1 
ein —, — wa 
(941) im / —d-1 
n 


Fer sin Fk. 
(vgl. 809) x so klein nimmt, daß er im Nenner den Sinus durch den 
Bogen ersetzen kann, und zugleich » so groß, daß auch noch nz un- 
endlich wird. Auf demselben Gedanken beruht es, wenn 0. Schlömilch 
andeutet!@?!), daß man den Wert von (938) auch bestimmen könne, 
indem man auf die vorhin genannten Teilintervalle diejenigen Be- 
trachtungen anwendet, die bei der Bestimmung der Summe einer tri- 
gonometrischen Reihe erforderlich sind; und wenn M. Ohm“) in 
derjenigen Gleichung, die aus (121) durch Vertauschung von x mit 
x — x hervorgeht, x zu Null, N und Nz zu oo werden läßt. 
J. L. Raabe‘*2®) erhält die Gleichung 


x 


sin?2+1g IR. er 
0 





aus der (938) für qg = 0 hervorgeht, auch aus seinen Untersuehungen 
über allgemeinere trigonometrische Integrale 2°). 

Mehrfach, so von O. Schlömilch“*#) und von M. Ohm“), ist auch 
bemerkt worden, daß man für die Benutzung des Integrals (938) bei 
der Ableitung des allgemeinen Fourierschen Integralsatzes seinen Wert 
nicht zu kennen, sondern nur zu wissen braucht, daß er endlich ist; 
man erhält ihn dann nachträglich, indem man die darzustellende Funk- 
tion so wählt, daß man die verlangten Integrationen mit Hilfe anderer: 
Formeln vollziehen kann. 

Übrigens ist trotz aller dieser Untersuchungen ‘die Richtigkeit 
der Gleichung (938) noch lange hier und da bezweifelt worden; so 
von R. Moon‘“2®), der meint, das Integral sei überhaupt unbestimmt, 


Nürnb. 1852, p. 74). p. 455 bezeichnet Frullani die Ableitung durch Differentiation 
des divergenten Integrals (517) nach x als die gebräuchliche. 

1419) Ib. p. 693. 

1420) Kasan Schriften 2; vgl. Note *17) u, 1068), 

1421) Arch. Math. Phys. 1 (1841), p. 422. 

1422) System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 76. 

1423) J. f. Math. 23 (1842), p. 116; 25 (1843), p. 167. 

1424) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 24; zunächst für seine Glei- 
chung (808). 

1425) Systerh der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 349, 371. 

1426) Phil. mag. (3) 26 (1845), p. 488. 
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und von $. Earnshaw'*”"), der den angegebenen Wert wenigstens für 
„manifestly symbolically erroneous“ erklärt. 
e) Von den Gleichungen 


° \ 
2 fer si ee Le x>0 
a det sin (Fa) age r>0, 





(944) [ &°-t sin (21) EZ? con (#—r2)|0<ag2 
0 


ist die erste von A. Cauchy zunächst?) ohne Beweis, nur mit der all- 
gemeinen Andeutung, daß sie aus Residuensätzen folge, mitgeteilt 
worden; später führt er beide wiederholt als Beispiele an“). In der 
zweiten ist das Integral als Hauptwert aufzufassen. Für a= 0 gelten 
sie nicht mehr, vielmehr liefert dann dasselbe Verfahren’): 


"ine: d& rs 
(945) Senn, 


x 


(946) , S _— —. = 3 (1— cosre). 


3 
ö 





J. Liowville#3!) und W. Center“) erhalten die Gleichung (943) 
aus ihrem Spezialfall « = 1 durch Differentiation zu beliebigem Index. 
f) Die Gleichung 


© 


(947) fer cos z&dE = 3 V& exp (— z) 


0 


finde ich zuerst publiziert bei P. S. de Laplace, der verschiedene Be- 


1427) Cambr. trans. 8 (1847), p. 265; vgl. auch p. 268. 

1428) Bull. philomat 1822, p. 171 für den Fall r=1 [aus dem sich aber der 
allgemeinere sofort ablesen läßt]. 

1429) J. Ec. polyt. cah. 19 (1828), p. 577; Legons sur le calc. infinit., Paris 
1823 — Oeuvres (2) 4, p. 236; Me&m. sur les int. def., Paris 1826, p. 65; Exerc. 
de math. 1, 1826 — Oeuvres (2) 6, p. 139; Ann. de math. 17 (1827), p. 104. (An 
letzterer Stelle, p. 108, schreibt er diese Formeln Bidone zu; aber vielleicht liegt 
ein Versehen in der Numerierung der Formeln vor.) Ebenso M. Ohm, System 
der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 196. 

1430) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 578. 

1431) Ib. 21 (1832), p. 125, 141; weitere — aber auch noch nicht aus- 
reichende — Erläuterungen betr. die Unsicherheit, ob nicht noch eine „fonction 
complömentaire“ beizufügen sei, J. f. Math. 11 (1834), p. 11. 

1432) Cambr. Dubl. math. j. 5 (1850), p. 216 (von 1348). 
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weise für sie gibt: Entwickelung nach Potenzen von 2"); Inanspruch- 
nahme der Integralformel (928) auch für imaginäres a#); Beweis (durch 
Differentiation unter dem Integralzeichen und partielle Integration), 
daß ihre linke Seite der Differentialgleichung 


d 1 
(948) Etzy=0 


genügt 48), 

Die Anwendung komplexer Größen zur Ableitung der Gleichung 
wird dann von A. Cauchy gerechtfertigt: teils einfach durch den Hin- 
weis darauf, daß beide Seiten der Gleichung (947) sich nach Potenzen 
von x entwickeln lassen '#®), teils durch die Residuensätze !4”), 


1433) Paris m&m. 10 (1809) = Oeuvres 12, p. 311 (ebenso bei v. Schmidten, 
J. f. Math. 5 (1830), p. 394; bei J. L. Raabe, Differential- u. Integralrechnung 1, 
Zürich 1839, p. 258; bei M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnberg 1852, 
p. 166 und im wesentlichen auch bei E. E. Kummer, ib. 17 (1837), p. 212 und 
bei O. Schlömilch, anal. Studien 1, Leipz. 1848, p. 61). Die Formel, die B. Bon- 
compagni (J. f. Math. 25 (1843), p. 83) auf demselben Wege erhält, ist nur schein- 
bar allgemeiner. Wenn 9. D. Poisson (Me&canique 2, p. 359) die Gleichung durch 
Vergleichung zweier verschiedener Formen des Integrals der Würmeleitungs- 
gleichung ableitet, so kommt das im Grunde auch auf die Entwicklung nach 
Potenzen von x hinaus, | 

1434) Ib. p. 313; Theorie analytique des probabilites, Paris 1812 (p. 105 der 
Ausgabe von 1847) „en vertu de la generalit&E de l’analyse“. Vgl. übrigens 
Note 1298. Reproduziert ist dieses Verfahren von Lacroix, Trait& 3 (1819), p. 487; 
von Cauchy, Paris mem. pres. 1 (1827) (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 117; J. Ee. 
polyt. cah. 19 (1823), p. 518; von Fourier, Theorie de la chaleur, Nr. 375 
= ÜOeuyvres 1, p. 433; von Navier, legons d’analyse 2, Paris 1840, p. 15; es findet 
sich auch im Nachlaß von C. F. Gauß, Werke 3, p. 436 (vom Herausgeber p. 494 
vermutungsweise in das Jahr 1808 gesetzt). Die von M. Ohm, Geist der mathe- 
matischen Analysis 2, Erlangen 1846, p. 169 versprochene, :System der Mathe- 
matik 9, Nürnb. 1852, p. 112 gegebene Rechtfertigung des Verfahrens von 
Laplace ist ungenügend: er beruft sich auf die ib. 8, 1851, p. 35 von ihm aus- 
gesprochene Behauptung, man dürfe gegen oo jede endliche reelle oder imaginäre 
Zahl vernachlässigen, ohne irgendwie gezeigt zu haben, daß das auch in der 
Grenze eines bestimmten Integrals gilt. 

1435) Paris mem. 11, 1810 — Oeuvres 12, p. 366; Theorie des probabilites 
p. 107. Reproduziert von Legendre, Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 363; von 
Lacroix, Trait6E 3 (1819), p. 489; von Navier, lecons d’analyse 2, Paris 1840, _ 
p. 12; von J.M.C. Duhamel, cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 137; von A. A. 
Cournot, theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 183; von Moigno, lecons 2, 1844, 
p- 91; von O. Schlömilch, anal. Studien 1, Leipz. 1848, p. 61; von M. Ohm, 
System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 111 (dazu p. 375 die Bemerkung, daß 
sich die Integrationskonstante auch mit Hilfe des Reziprozitätssatzes be- 
stimmen lasse). 

1436) Legons sur le calcul inf., Paris 1823 — Oeuvres (2) 4, p. 242; ebenso 
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Durch Differentiation nach x ergeben sich aus (947) die Werte 
der Integrale'*?®); 


© 


(949) Srtterr® sin ba, 
0 


(950) fer e"® cos z&dE. 
0 


Sie lassen sich zu der Gleichung 


(951) fe sin (7 — a8) e®dg 


rem (- 2) [ (et "+ @-800- Ye (- &)at 
0 


zusammenfassen; daß diese auch für andere positive Werte von m als 
ganzzahlige gilt, hat Cauchy zuerst?®) auf einem ziemlichen Umwege 
dargetan, indem er beiderseits die Faktoren, mit denen die Exponential- 
größe multipliziert auftritt, durch „außerordentliche Integrale“ '?76) er- 
setzte und dann die Reihenfolge der Integrationen umkehrte; später '*P) 
beweist er es durch Integration um einen Parallelstreifen. 

Für die allgemeineren Integrale: 


) 


(952) 1 exp (rn) \a&aE 


0 


J. M. C. Duhamel, cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 11; Moigno, legons 2 (1844), 
p. 80, O. Schlömilch, Integralrechnung, Greifswald 1848, p. 137. 

1437) Bull. philomat. 1822, p. 167; Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 
1, p. 341 (von 1814); Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 281; ebenso 
A. de Morgan, differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 634; Mosgno, 
legons 2 (1844), p. 306. 

1438) Laplace, Paris mem. 10 (1809); 11, (1810) — Oeuyvres 12, p. 313, 366; 
Legendre, Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 363; Cauchy, Paris mem. pres. 1 (1827) 
—= ÖOeuvres (1) 1, p. 348 (von 1814); vgl. die Erläuterungen von 1827, p. 347; 
A. de Morgan, differential and integral calculus, London 1836/42, p. 678. Über 
die dabei auftretenden höheren Differentialquotienten von. exp (— x?) finden 
sich einige Bemerkungen noch bei J. Liouville, j. de math. 5 (1840), p. 311; 
auch O. Schlömilch, J. f. Math. 33 (1846), p. 270 gibt Anweisung zu ihrer bequemen 
Berechnung. 

1439) J. Ec. polyt. cah. 28 (1844), (von 1815) = Oeuyres (2) 1, p. 549; Exerc. 
de math. 2 (1826) — Oeuvres (2) 6, p.86. Ausgerechnete Formeln für die kleinsten 
ganzzahligen Werte von m: Oeuvres (2) 1, p. 556 (mit z=ry6). 

1440) In den Noten von 1827 zur Abhandlung von 1814, Paris mem. pres. 1 
= Oeuvres (1) 1, p. 347; eine Andeutung auch schon Bull. philomat. 1522, p. 167. 
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erhält Oettinger!) — für a=0 auch A. Cauchy'“?) — durch Ent- 
wieklung unter dem Integralzeichen Reihen nach Potenzen von x/Ys, 
mit Koeffizienten, die sich durch I-Funktionen ausdrücken. 

g) A. Cauchy gewinnt ferner’) aus der allgemeinen Gleichung 


(953) [Ir@— 22542) + f@+2254+)) a5 = 2 [reyaE 
durch Spezialisierung von f unter Berücksichtigung von (927) zunächst 


7 


(954) 1 Br (2?-+ &?) cos 22E dE = = 7 


sın 
0 


und daraus 


(955) y 1 &? cos (zE)dE — 4 Vz (cos + sin ”)- 


Andererseits!) leitet er auch die Formel 


(956) 4 ei” cos (zE)dE — E Vx exp (— 7) 


0 


1441) J. f. Math. 38 (1848), p. 222, 228. Er rechnet eine Anzahl spezieller 
Annahmen durch, namentlich solche, in welchen sich die Reihen elementar oder 
mit Hilfe von Integralen abklingender Funktionen (vgl. unten p) summieren 
lassen; doch sind unter diesen Beispielen nicht wenige divergente Integrale. 

1442) Paris ©. R. 37 (1853), p. 206 — Oeuvres (1) 12, p. 102. 

1443) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 118 (von 1815); Bull. 
philomat. 1821, p. 111; J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 520 (hier auch noch weitere 
Formeln durch Differentiation nach x). Die Schlußweise bei Fourier, Theorie 
Nr. 407 = Oeuvres 1, p. 481 ist im Grunde dieselbe, nur die Reihenfolge der 
einzelnen Schritte ist geändert; ebenso die bei P. @. Lejeune-Dirichlet, Berl. 
Abhandl. 1835 [37], p. 399; J. f. Math. 17 (1837), p. 61 — Werke 1, p. 248, 263. 
An der zweiten Stelle bemerkt er, man könne sich durch die Substitution &— ß 
davon überzeugen, daß die Integrale einen Sinn haben, obwohl die Intögrabden 
im Unendlichen nicht gegen 0 konvergieren. ©. Schlömileh, analytische Studien 2, 
Leipzig 1848, p. 60, reproduziert Dirichlets Schlußweise. — J. M. C. Duhamel, 
cours Menklyeb 2, Paris 1840, p.12 und A. A. Cournot, theorie des fonctions 2 
(1841) p. 182 führen ohne weiteres komplexe Parameter in das Integral (493) ein. 

1414) Mem. sur les integrales definies, Paris 1825, p. 60.. Um zu erkennen, 
daß die Differentiation unter dem Zeichen in der Tat she ist, muß man erst. 
&° als Integrationsvariable einführen. 

Der von Cauchy, Exerc. de math. 1 (1826) — Oeuvres (2) 6, p. 77 für das 


Integral 
oo 


fe exp (— s(&?+ 87 9) cos w&dE 


0 
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ab, indem er den Residuensatz auf die Funktion exp (— x?) und den 
achten Oktanden der Ebene anwendet. Differentiation nach x er- 
gibt noch: 


(957) £ [}@ sin («dt Vr (Fo + sin 2) 


oder: 
(958) x en }E sin @yE)dE— iz (F cos e + sin sr 
h) Die Gleichung: 


(959) fegze ee) nd nn (0<a<2a) 
erhält S. D. Poisson'5), indem er in der Partialbruchzerlegung der als 
Funktion von a betrachteten rechten Seite die einzelnen Glieder ver- 
mittelst der Gleichung (835) durch Integrale ausdrückt und dann die 
Reihenfolge von Summation und Integration vertauscht. Ersetzung 
von a durch = + a gibt ihm noch: 








10% IS 
(960) Sera —a<a<a); 


später!#6) erhält er auch diese Gleichung direkt durch Partialbruch- 
zerlegung. Vertauschung von a mit ai, dann von a mit xi und von 
x mit ai gibt 147); 


cosad Sinz 
(961) fa: Sinn E® inz&dE — rn fc + Coia 
(—ax<a<n). 


Gina 1 sin a 
(962) fe: Sinmg 0 ad=- pre 


Indem er weiter in (960) a durch a + I, dann durch a — > ersetzt 


angegebene Wert beruht auf einem Versehen; es muß heißen 


15 


‚h g2" exp (— s(E®+ E- 9) cos(ald — EN)dE 
0 


[was nicht mehr zu den Integralen gehört, um die es sich hier handelt]. J. Ec. 
polyt. cah. 28 (1844) (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 519 steht die Sache richtig. 
1445) Paris mem. 1811, [1814], p. 212. 
1446) J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 295. 
1447) Paris mem. 1811,, p. 216; J. Ec. polyt. cah. 18, p. 297. 
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und die so entstehenden Gleichungen miteinander verbindet, erhält er 
‚noch !48); 


Sin at sin rn Sin - 
(963) F Gr, sin w&dE 
0 


je Eoiz+ cosa ’ 


und indem er entsprechend in bezug auf x operiert): 


a 2. 
co &of 5 


Coix+cosa 


(964) “ “ cos Ed = 
0 


Für «= 0 oder = ergeben sich spezielle bzw. Grenzfälle; nament- 
lich aus (960) die Gleichung '#°): 


(965) " ET TEN 


2 2x 


A. M. Legendre'*') erhält alle diese Gleichungen, indem er auf 
der linken Seite unter dem Integralzeichen mit Hilfe der Gleichungen 
(282, 283) in trigonometrische Reihen entwickelt, dann gliedweise 
integriert und summiert. 

Poisson gibt zur Bestimmung des Integrals (847) auch noch andere 
Methoden: einmal 4?) verwandelt er es durch Einschaltung der Zwischen- 


werte er in eine unendliche Reihe; dieselbe Reihe tritt auch auf, 


wenn in dem Integral 
ar 


1 Sinrz £ 
(966) us Graz conag Con wedk 

1448) Paris mem. 1811,, p. 217; J. Ec. polyt cah. 18, p. 298. 

1449) J. Ec. polyt. cah. 18, p. 298& 

1450) Paris mem. i811,, p. 219; J. Ec. polyt. cah. 18, p. 302; 20 (1832), 
p. 237. Die Ableitung der speziellen Formel aus der allgemeinen ist an der 
ersteren Stelle streng; an der zweiten und dritten werden divergente Integrale 
benutzt. G. Piola (Mem. soc. itat. 20, (1831), p. 635) verifiziert die Gleichung (965), 
indem er unter dem Integralzeichen nach Potenzen von exp (— 2z&) entwickelt 
und gliedweise integriert. O. Schlömilch, Theorie der Differenzen und Summen, 
Halle 1848, p. 155 leitet die Gleichung (970) aus den von ihm unabhängig von 
ihr bewiesenen Integraldarstellungen der Bernoullischen Zahlen ab; J. Dienger, 
Arch. Math. Phys. 14 (1850), p. 223 stellt ihren Beweis als Aufgabe. 

1451) Exerc. de calc. int. 2, Paris 1817, p. 185 (publ. 1815); ebenso A. de 
Morgan, differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 669; O. Schlömilch, 
Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 50; analytische Studien 2, 
Leipzig 1848, p. 124. M. Ohm, System der Mathematik 9, Nürnb. 1852, p. 378. 

1452) J. Ec. polyt. cah. 17 (1815), p. 630, 
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der erste Faktor unter dem Integralzeichen als Funktion von r oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, von & in Partialbrüche zerlegt wird; 
dieses Integral aber läßt sich elementar oder mit Hilfe von (2) be- 
stimmen. Andererseits ersetzt er'*®) in den Formeln die durch Ver- 
gleich der Koeffizienten der Reihen (2) u. (3) mit der Integral- 
darstellung entstehen r durch 1 — s und x durch = und geht dann 
zu n—= x über. 

@. Plana gewinnt zunächst!#*) die Gleichung: 
(967) 3008 sed = :. 

Sin WER veiag 

durch Partialbruchzerlegung des ersten Faktors rechts unter dem Inte- 
gralzeichen; daraus durch Integration nach x: 


(968) Hd Bene d = Cot 
0 


und daraus wieder die Gleichung (961). Die Substitution von a: für a 
rechtfertigt er durch die Bemerkung, daß es sich um Funktionen 
handle, die sich nach Potenzen von a entwickeln lassen!#°). Außer- 
dem leitet er noch'!#*%) aus der Gleichung (965) zunächst für ganz- 
zahlige q die folgende ab: 


969 fe 2. mr wi BR Ar 
2) 2 22 | am_; Du ; 
hier ersetzt er die Summe rechts durch eine [semikonvergente] Ent- 
wicklung Eulers und nimmt dann das Resultat für beliebige Werte 


von q in Anspruch. 


1453) Ib. cah. 19 (1823), p. 488. 
1454) Torino mem. 23 (1815), p. 40 (von 1816). Dem divergenten Integral 


fi Gotn&cosx&d& 
h) 


schreibt er p. 38 den Wert 
—-ix 
e 


MIR a 
zu; daraus erhält er durch Differentiation nach x und Abtrennung des diver- 
genten Bestandteils auch seinerseits die Gleichung (g). 
1455) p. 41. Er unterläßt freilich die Feststellung des Konvergenzgebiets 


der Entwicklung. 
1456) p. 47. 
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i) Die Gleichung 
f cos x&d& A Sinazx 


Co&tcosa sina Sinaz 





(970) 
ö 

ist in anderer Schreibweise schon von L. Euler gewonnen worden 14"), 

Er erhält zunächst durch Ausführung der unbestimmten Integration und 

einige Reduktionen für ganzzahlige Werte von m und n die Gleichung 








cr 
(971) f "+" Br n 
r" Dar "7" . mn? 

; r"+2cosa+tr r sina „ma 


er bemerkt dann, daß sie ungeändert bleibt, wenn man für m und n 
Brüche mit demselben Nenner setzt, und nimmt sie infolgedessen für 
beliebige reelle und dann auch für imaginäre Werte von m in An- 
spruch; die durch die letztere Annahme erhaltene Gleichung geht 
durch die Substitution r* = e in (975) über. Die ähnliche Gleichung 
"Sing 


GE nad 


(972) 


erhält G@. Plana‘®), indem er den ersten Faktor unter dem Integral- 
zeichen in Partialbrüche zerlegt und gliedweise integriert. S.D.Poisson 4°) 
gewinnt diese und ähnliche Formeln als Umkehrungen der unter (h) 
besprochenen, indem er seine allgemeine Methode zum Beweis des als 
Grenzformel aufgefaßten Fourierschen Integralsatzes (Nr. 54) auf den 
vorliegenden Fall direkt anwendet: er multipliziert z. B. in der Glei- 
chung (vgl. 962) 


Sina Er Sinar . 
(973) wir " Sinn, in ördr 
0 


beiderseits mit exp (— m$&) cos x&d& und integriert nach & zwischen 
den Grenzen 0 und oo; rechts wird dann erhalten: 


Mm m 
ff ‚mt mtr 


und für die Integration nach r kommt im Grenzfalle m = 0 nur die 
1457) Petrop. n. a. 3 (1785[88]), p. 14 (von 1776); das Resultat ohne Beweis 
auch 5 (1787/89), p. 14 (ebenfalls von 1776). 
1458) Torino mem. 23 (1818), p. 46 (von 1816); reproduziert von Poisson, J. 
Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 310; ebenso O, Schlömilch, Analytische Studien 2, 
Leipzig 1848, p. 124. Euler?) erhält umgekehrt die Partialbruchzerlegungen 
derartiger Funktionen aus diesen Integralsätzen; vgl. Nr. 13. 
1459) J. Ee. polyt. cah. 18 (1820), p. 305. 
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Umgebung von r = x in Betracht, so daß schließlich wieder (970) er- 
halten wird. Er verifiziert das Resultat durch die Partialbruchzerlegung 


von wer 1460) und bemerkt noch‘), daß die Formeln auch 


richtig bleiben, wenn für x eine komplexe Größe gesetzt wird, deren 
imaginärer Bestandteil absolut genommen <1 ist. 

Allgemeinere Formeln, in welchen die hier besprochenen als 
Spezialfälle enthalten sind, finden sich bei A. Cauchy'*®?): 


ECojAEcosz& dE 
(975) \E (ein A& sin ze) Coj& + 0086 
{) 


el) (ax + 0x) de (Art — 10) — (er (n2.— 0x) u (A + 20) 

















ARE... sin sin 
ee | Cof 2m x — cos 271 
j) Die für |x]< |«] geltenden Gleichungen: 

sin x& de x GSinmz 

(976) aa m’ + & — Im Sinme’ 
coat EdE x Gomez 

(977) sinag m+& 2 Ginma’ 
sinz& de _.» Ginmz 

(978) 1 a& Eimi+E) 2m! Cojma ’ 
"cos x& dE _ = ojmz 

79) jz a m + 2m Cojma’ 

ö 


in denen die Integrale als Hauptwerte zu verstehen sind, hat A. Cauchy'**°) 


1460) p.306. Er benutzt eine divergente Form der Partialbruchentwicklung 
und das divergente Integral (617,); wenn man das erstere vermeidet, braucht man 
auch das letztere nicht. 

1461) p. 309. Poisson setzt diesen imaginären Bestandteil auch gleich 1; das 
gibt aber ein divergentes Integral. 

1462) Ann. de math. 17 (1827), p. 111. 

1468) Paris m&m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 442 (von 1814). Me&m. 
sur les integrales definies prises entre des limites imaginaires, Paris 1825, p. 66 
gibt Cauchy ebenfalls die 1., 2. und 4. Formel (980), an Stelle der 3. jedoch: 


as EdE n Sinmz, 
cse&m +” 2 Cojma' 





dagegen Ann. de math. 17 (1827), p. 108 dieselben Formeln wie im Text. Die 
erste Formel als Beispiel für die Residuensätze auch bei A. de Morgan, Diffe- 
rential and integral calculus, London 1836/41, p. 638. 
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durch Anwendung seiner Residuensätze auf eine Halbebene gewonnen. 
Um auch den Fall |x| > « zu erledigen, wendet er’) dieselben Sätze 
auf einen Parallelstreifen an, der dann noch unendlich viele weitere 
Pole der zu integrierenden Funktion enthält; das gibt zunächst z. B. 


© 
-i: 


sinz& d& cosnzx 
(980) F eg Sn 3 779 Su 


und daraus einerseits, da für |z| < ” der Wert des Integrals bereits 
bekannt ist, den Wert der rechts stehenden Summe unter dieser Vor- 
aussetzung, andererseits, da die Summe eine gerade periodische Funk- 
tion von & ist, den Wert des Integrals auch in den andern Fällen. 
Dem. Berichterstatter der Akademie über Cauchys Abhandlung, A. M. 
Legendre, scheinen diese Schlüsse Schwierigkeiten geboten zu haben !4%) 
(sie sind allerdings bei Cauchy namentlich in der ursprünglichen 
Redaktion nicht eben übersichtlich dargestellt, besser in den Zusätzen 
von 1827); er hat daher Cauchy zu wiederholten Erläuterungen dar- 
über veranlaßt, wie so die Bedingung |x| <-|«| bei der Anwendung 
der Basidunnhitie auf die Halbebene dadurch hereinkommt, daß man 
Forderungen betr. das Verhalten der Funktionen im Unendlichen stellen 
muß!##), und wie so die Formeln im Grenzfall «= 0 in sonst be- 
kannte übergehen'#”), bis Cauchy schließlich die Geduld verlor!*#®). 
Legendre leitet die Formeln auch selbst ab), für |x|<|«| unter 
Benutzung von Partialbruchzerlegungen, die er allerdings nur dadurch 
erhalten hatte, daß er die für die Partialbruchzerlegung rationaler 
Funktionen geltenden Sätze ohne weiteres auch auf transzendente 
Funktionen übertrug; für || > |«| durch sukzessive Reduktionen. Den 
Grenzfall = « erledigt er mittels des Grenzfalls r — 1 der Formel 
(991). Auch gewinnt er noch durch Verbindung der dritten Formel (980) 
mit der durch Differentiation der vierten nach x entstehenden (in 
der Note 1463 angegebenen) die Gleichung 





cosa& & 


(981) Est -0 für |zI<ie| 
0 


und verifiziert sie durch Zerlegung des Integrationsbereichs mittels 
der Zwischenwerte "er um), 





1464) Paris mem. pres. 1 = Oeurres (1) 1, p. 469, 499. 

1465) Vgl. seinen der Abhandlung vorgedruckten Rapport p. 326. 
1466) p. 486. 

1467) p. 493. 

1468) „Ce qui pr&cdde sufät“, p. 506. 

1469) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 174 (publ. 1815). 
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Cauchy gibt übrigens auch noch allgemeinere Formeln, in denen 
links an Stelle von (m? + 82)-! eine beliebige rationale Funktion (von 
geeignetem Verhalten im Unendlichen), rechts die entsprechende Re- 
siduensumme steht ??!), 

O. Schlömilch'*'?) erhält: für das Integral 


Coja& sinzE 
(982) BE m? 8° de 


als Funktion von x die lineare Differentialgleichung: 





(983) er — My — F an sinz&deE. 
ö 


Indem er deren zweites Glied nach Potenzen von exp (—x) ent- 
wickelt, dann integriert und die Integrationskonstanten durch Grenz- 
übergang zu <= © bestimmt, findet er: 


(984) au Be 3 exp (— zn hen na 





Für m=1/2 und m=1 läßt sich diese Reihe mit Hilfe geeigneter 
Kombinationen der Gleichungen (14) und (15) summieren; das gibt 





B * Cof 2 sinz$ ER 
(985) de — — er? cosa 
Sin en Ite . 
2 
B= I Sinzsina lo bike ud 
2 8 ei x — sin da 
+ Colx IIRRNEN (7>a>0) 
und 47?) 
(986). R) En re d= — e®(wcosa+ asina) 


Z 1 Sin x cosa log1+2e""cosa+t e u + Cofxsina arctg- = ea 


cos a 





1470) p. 181. 
1471) Ann. de math. 17 (1827), p. 97. 
1472) Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 52. a=0, 


> oder gibt Spezialfälle; Differentiation nach x eine weitere Formel. 


1473) p. 58. 
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Auf entsprechendem Wege erhält er noch N) 


 Sinaf cos x& En 
(987) Fa ae 14 de = Cr sına 
0 


Ki7 
Sin 5 & 


nt hr + Sinz sina aretg pci" 


s 
—z &ojz cosa log ing 2 


Si os x& 1a . 
(988) ie rg d=e"(xsina — a cosa) 
ö 
1 .: 22) _ 6; ah 
+z6&ojzsinalog(1+2e”*eosa-+e 9 Einzcosaaretg, u. 
Später!#’%) erhält Schlömilch diese Resultate direkt aus den Ent- 
wicklungen der ersten Faktoren links unter den Integralzeichen. 


Hier können auch die Geichungen 


(989) F gina — 2 Pimeml-nne) 


und 


x 


Gind& &(&’-+4e®, 
0 
n en ie |, 1 exp (— nz) cosnz® 
m.8@® cos « 2 2 nz(n?x? — 40?) 

angeschlossen werden, die @. @. Stokes"5) erhält, indem er die auf 
je zwei verschiedene Arten erhaltenen Ausdrücke für die gewissen 
Grenzbedingungen genügenden Integrale partieller Differentialglei- 
chungen miteinander vergleicht. Die Summation ist in ihnen über 
alle ungeraden ganzzahligen Werte von n zu erstrecken. 


k) Die Gleichung 


x 
. 


sin «& Ede 7 1 ö 
(991) 5, 1—2rcoseö+r? m? £? Tg ML; v s1) 
0 


hatte A. M. Legendre'+"*) durch Benutzung der Entwicklung (3) und 
der Gleichung (848) abgeleitet; daraus durch Multiplikation mit rde, 
Integration nach « und Differentiation nach r [oder einfacher aus der 


1473®) p. 62. 

1474) Analytische Studien 2, Leipzig 1848, p. 126. 

1475) Cambr. trans. 8, (1849), p- 576, 581 (von 1847) = Papers 1, 
p- 301, 309, 

1476) Exerc. de cale. int. 2 (1817), p. 123 (publ. 1815). 
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Entwicklung (13)]: 


(992) f r— cosa& d& EN oh 2 
ö 





1—?2rcosa&+r? m’+ 8? 2m Me_y 


Ähnlich erhält S. D. Poisson“") für z<e: 


x 


sin c&sin «& d& m ent _ rm 
(993) ‘E u Fe m?+ rn in Sale 
ö 


© 


(994) (cosa&—r)eosx& dE& 1 zuen u De 





— 


1—2rcosadö+r! m +8 4m Mail,» 





während für £ > « kompliziertere Formeln auftreten. Differentiationen 
und Integrationen nach r, « oder x geben weitere Formeln, mit deren 
Hilfe sich jedes Integral der Form 


(995) SR) R,(oos et) |,; weh \as 


sin a&sinz& 


auswerten läßt, wenn AR, und AR, rationale Funktionen ihrer Argumente 
bedeuten, die für keinen reellen Wert von & Null werden. 

1) P.S. de Laplace war mit Hilfe von Formeln aus der Theorie 
der I-Funktionen zu der Gleichung gelangt!*"®): 


(6 Ar nn sin ax ra) | erte: — 1jr&re-1gE. 
ö 


Indem er in ihr & durch — 2&i, a durch a+m—1 ersetzt, erhält er !#®): 


1477) J. Ee. polyt. cah. 17 (1815), p. 626. B. Boncompagni (J. f. Math. 25 
(1843), p. 94) behandelt diese Integrale mit nicht durchweg einwandfreien Hilfs- 
mitteln; durch Übergang zu r—1 in geeigneten Kombinationen von ihnen erhält 
er die hier unter j besprochenen Formeln. 

1478) Theorie analytique des probabilites, livre I, Nr. 41 (p. 163 der Aus- 
gabe von 1814). Wenn Laplace hier schon davon redet, daß er diese Gleichung 
durch „les passages r&ciproques du rdel & l’imaginaire“ gefunden habe, so be- 
zieht sich das auf die Behandlung der T-Funktion mit negativem AN 
A. Cauchy (J. Ec. polyt. cah. 28 (1844) (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 523), der 
im übrigen hier dem Gedankengang von Laplace zur Ableitung der Formel (996) 
im wesentlichen folgt, bedient sich zur Darstellung der T-Funktionen negativer 
Argumente derjenigen Art bestimmter Integrale, die er später „außerordentliche‘ 
genannt hat (vgl. 1376, ?3°%)), 

1479) Theorie des probab., livre I, Nr. 42 (p. 168 der Ausgabe von 1814). 
Ib. add. II, p.480 beweist er die Formel (997) direkt, indem er sin” £ durch die 
Cosinus bzw. die Sinus der Vielfachen von & ausdrückt und von den Formeln (920) 
Gebrauch macht. — p. 169 leitet er für große m und kleine a geltende asym- 
ptotische Ausdrücke ab. 
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Ef 
_ aa let (V)a+m— Dre: 
+ (et +], 


B) 


dabei ist die Summe in der Klammer so weit fortzusetzen, als die 
Basen der Potenzen nicht negativ werden. Die damit übereinstimmenden 


Formeln: 


: : =; A” (2 — m)* 
998 S et A 
Ne h (un)? B: ENTE: 





gewinnt A. Cauchy“°), indem er in dem Doppelintegral 
(999) h [Sf ze: sin” & cos z&d&de 
66 


das eine Mal die eine, das andere Mal die andere Integration zuerst 
ausführt; A” ist dabei das Zeichen der m” Differenz, gebildet unter 
der Voraussetzung, daß die konstante Differenz von x gleich 2 ge- 
nommen wird, und «a muß für die Formel mit Cosinus < m, für die 
mit Sinus <m +1 sein; endlich sind, wenn z<m, in der Entwick- 
lung von A”(<— m)“ alle Glieder, deren Basen negativ ausfallen 
würden, in der ersteren durch die entsprechenden Potenzen mit posi- 
tiven Basen zu ersetzen “®!); in der letzteren sind auch noch in allen 
diesen Gliedern die Vorzeichen zu ändern. Ist auch a ganzzahlig und 
dabei a + m ungerade, so ist die rechte Seite der Formel mit Cosinus 
Null; ist dabei a + m gerade, so erscheint sie in unbestimmter Form, 
und der richtige Wert kann nach der gewöhnlichen Regel bestimmt 
werden. Für die Formel mit Sinus verhält es sich umgekehrt!##?), 


1480) J. Ec. polyt. cah. 28 (1844), (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 485, 492. 
Leitet man das Integral mit Sinus aus dem mit Cosinus durch Differentiation 
nach x ab, so erhält man für ersteres zuerst eine zu enge Gültigkeitsbedingung 
und bedarf noch einer ergänzenden Betrachtung. 

1481) p. 487, 493. p.551 gibt er für diesen Fall einen asymptotischen Aus- 
druck mit Hilfe der Relation sin” x x” exp - ”) . (i = en +.» ); unter 
der Voraussetzung, daß a und m sehr groß, x von der Ordnung Ym sei. Für 
a= 0 findet sich ein entsprechender Ausdruck bei R. Hoppe, J. f. Math. 40 (1850), 
p. 150 (von 1845). 

1482) Oeuvres (2) 1, p. 488. 

Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 74 
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Speziell für «= 1 wird erhalten u 


© 


(1000) fer: sin" E sin ab NE. 
6 2 


Auch die von Ph. Kelland‘*%*) für ganzzahlige m bewiesene Glei- 
chung 


Je 


kann hier erwähnt werden. 
m) Eine andere Integralformel ähnlicher Art ist die ebenfalls von 
A. Cauchy'*?°) gegebene: 





( %k_9 k 1)? 
a f (meter) [an] @Et+ mode 
€ (kt+ &9) 2 
x gnhz ® 
" “Tine r 
wobei: 
a 5 ER a 
t= arctg 2 V arctg Per ganern 1) 


während %k ganz willkürlich gewählt werden kann. Für k= 0 wird 


(1008) u et 


Bd 2 ’ 


und man erhält eine andere Form der Gleichungen (998). Cauchy gibt 
von dem Integral (1002) auch noch eine asymptotische Entwicklung 
(nach fallenden Potenzen von a), deren erstes Glied ist!4#®): 


& 1 
m U Zr yh 2—a m a+ 1 ” u 
(1004) Arx (FE ) de-0(e& 1) (% . =) ; 


unter k ist dabei die einzige positive Wurzel der Gleichung 
a+i m» 


1483) p. 494. Das Integral mit Cosinus divergiert in diesem Falle. Vgl. 
übrigens noch die schon besprochene Untersuchung von R. L. Ellis 4), 

1484) Cambr. trans. 7, (1341), p. 156. 

1485) J. €c. polyt. cah. 28 (1844), (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 534; aus 
dem Falle m —=0 durch wiederholte Differenzenbildung. Die Formel setzt 2 > 0 
voraus; die für 2 <{0 eintretende Modifikation gibt er p. 541 an. 

1486) p. 565. 
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zu verstehen, und es ist vorausgesetzt, daß a und m <a beide sehr 
große Zahlen, x merklich kleiner als jede von ihnen, und a+1—m 


nicht sehr klein gegen x — n ist. 


Verwandt mit dem Falle m = 0 dieser Integrale sind die beiden 
folgenden | 


a+i1 
(1006) fe +9 ° (9) (Barotg E) |" }28a8. 
0 
Sie gehen durch die Substitution &=tgv in zwischen den Grenzen 
O0 und #/2 genommene Integrale über, die E. E. Kummer ““") durch 
Grenzfälle hypergeometrischer Reihen ausgedrückt hat. Fürß=«-+1 
geben sie die Umkehrungen zu den unter € besprochenen Formeln. 
Ferner sei die von P. Paoli'4#®) gegebene Formel erwähnt: 


sin 


(1006) F Eetenkernt _ 1 [N 266 
0 


na) Felin)eB]; 


dabei ist rcosß=m, rsinß=x, k>a-- 1, und die Differenzen- 
bildung bezieht sich auf m unter der Voraussetzung Am = n. 
n) Die Integrale 


=-+ a Atr® log r | 


x 


LE __ 2: [C08 ds 
(1007) jr 2E— st$ ) Kain 1087 
lassen sich zunächst in 
2 8’-+2?) (sin)o, dz 
ft 2 (con) 294 Fa 

0 
überführen und diese sich mit Hilfe von (847) und (848) auswerten 1°), 
Weitere Formeln ergeben sich daraus durch Differentiationen nach x 
und nach 8°. 
0) Bei A. Cauchy finden sich ferner noch die Formeln '#%): 


(1008) / arc tg T sin zid = r 
N 


1-—e”” 
il 
1487) J. f. Math. 17 (1837), p. 238. 
1488) Mem. soc. ital. 20 (1828), p. 271. 


1489) A. Cauchy, J. Ec. polyt. cah. 28 (1844) (von 1815) — Oeuvres (2) 1, p. 506: 
1490) J. Ec. polyt. cah. 28 (1844) (von 1815) — Oeuvres (2) 1, p. 508. 
74” 
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und #1); 


(1009) | fere* log &,;, | @5dE 
0 
— TO fen] a9- (og EEE) +0 (in) 00] 


mit rsn6=x,rc0s0—=s. 

pP) Wenn’ die zu einer gegebenen Funktion reziproke Funktion 
sich nicht durch elementare Funktionen ausdrücken läßt, so kann es 
von Vorteil sein, ihre Integraldarstellung in eine andere überzuführen, 
die nicht mehr oszillierende, sondern abklingende Funktionen enthält 
und dadurch zu Abschätzungen geeigneter ist. Hieher gehört die von 
J. Fourier gegebene Umformung: 


EHRE 
© sy 
(1010) fe cos x& sin :E == if exp (— 7?)dn; 
0 —_r-ı 
co 


er erhält sie!) durch Vergleichung zweier auf verschiedenen Wegen 
gewonnenen Lösungen desselben Wärmeleitungsproblemes und veri- 
fiziert sie dann wenigstens für x —= 0 durch Entwicklung beider Seiten 
nach fallenden Potenzen von t, mit Hilfe der Gleichung (493). Sie 
kann übrigens auch aus der um dieselbe Zeit. von P. S. de Laplace””?) 
aufgestellten Gleichung: 


x 


(1011) fe ® sin at Vi fen(-i 2) dn 


0 


abgeleitet werden!##). Damit verwandt ist auch die von A. M. Legen- 


1491) p. 513; ebenso O. Schlömilch, J. f. Math. 33 (1846), p. 321; Analyt. 
Studien 1, Leipzig 1848, p. 74. 

1492) Paris mem. 4 (1819/20[24]) (Preisschrift von 1811), p. 520; Theorie de 
la chaleur Nr. 369 — Oeuvres I, p. 423. Im Grunde handelt es sich darum, daß 
in der Darstellung der betr. Lösung durch ein Fouriersches Doppelintegral das 
eine Mal die eine, das andere Mal die andere Integration ausgeführt wird. 

1493) Theorie analytique des probabilites, Paris 1812, p. 108 der Ausgabe 
von 1847; aus (947) durch Integration nach x. Ebenso M. Ohm, System der Mathe- 
matik 9, Nürnberg 1852, p. 113. 

1494) Die umgekehrte Ableitung von (1011) aus (1010) scheint nicht leicht 
zu sein; wohl aber kann man auch die Gleichung (1011) auf dem von Fourier 
angegebenen Weg ableiten. A. de Morgan, Differential and integral calculus, 
London 1836/41, p. 675 erhält (1011) aus den von N. Abel angegebenen Surrogaten 
der Residuensätze Nr. 103. 
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dre‘4®) gegebene Gleichung 


” ER "x : 
(1012) / e"sinchdE = + exp I— =) [ep T dn; 
0 0 


er gewinnt aus ihr durch Differentiation nach x weitere Formeln, in 
denen dieselbe Transzendente auftritt, durch geeignete Kombination 
auch solche, aus denen sie herausfällt, z. B.: 


(1013) fert-5-2%) sinad=-— 5: 


A F. Svanberg 146) erhält die Gleichung (1012) durch Einführung 
von Polarkoordinaten in das Doppelintegral 


(1014) If exp — & — 9) sin atatan. 
00 


Hierher gehört auch die von demselben Autor gegebene Iden- 
tität 497); 


Se exp (a8 — E’)d$- Seren (— 8°) cosz&d$ 
(1015) + fe exp (2& — E’)dE j ie exp (— 82) sinz&dE 


: fren (8E—E)dE- [sro —)eosakdi- —"— 





\ 


er erhält sie, indem er aus den Differentialgleichungen, von denen 
die hier auftretenden Integrale partikuläre Lösungen sind, eine ele- 
mentar integrable Kombination ableitet. 

A. Cauchy hat dann erkannt, daß sich derartige Formeln durch 
Verlegung des Integrationswegs von der Achse der reellen in die der 
rein Rmmaginkren Zahlen gewinnen lassen”). So erscheinen bereits in 


1495) Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 363; durch Aufstellung und Integration 
einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung mit zweitem Glied, der die linke 
Seite genügt. A.de Morgan, Diff. and integr. cale., London 1836/41, p. 634 leitet 
dasselbe Resultat unter Benutzung komplexer Größen ab. 

1496) Upsala n. a. 13 (1847), p. 7. 

1497) J. f. Math. 18 (1838), p. 67. 

1498) Diese Auffassung der Bedeutung derartiger Umformungen findet sich 
in einer späteren Abhandlung Cauchys, M&m. sur les integrales döfinies, Paris 
1825, p. 30, ausdrücklich ausgesprochen unter Bezugnahme auf die Dienste, die 
sie ihm bei seiner Untersuchung über Wasserwellen (Nr. 86) geleistet habe. 
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seiner ersten Abhandlung über bestimmte Integrale!) die Gleichungen: 


cosx$ ar TR 

(1016) NL S retten 
v 5 (2>0). 
sin z& 1 ni 

(1017) Srra- Sr dm. 


Sie sind als Spezialfälle in den allgemeinen Formeln 


—kı gi 


De an e 
018) fs Be sin ad — fe Us larpeppde 


enthalten; diese gewinnt Cauchy!°®), indem er in den Doppelintegralen 


© 0 


(1019) I g-@rdr- et [008 2Edkdz 


das eine Mal die eine, das andere Mal die andere Integration zuerst 
ausführt. 

Für den Fals=0, n=1 führt F. Arndt‘) diese Integrale 
auch noch auf die beiden 


(1020) üs-— fra forte 


1 


1499) Paris m&m. pres. 1 (1827), (von 1814) = Oeuvres (1) 1, p.377. — @. Bidone 
hatte Torino mem. 1811/12, p. 302, 318 sowohl die links-, als die rechtsstehenden 
Integrale untersucht und in Reihen entwickelt, ohne ihren Zusammenhang zu 
erkennen. Auch von Integralen der Form 


AL er, 
gti" m+nHyYE 
‚gibt er Entwicklungen. 

1500) J. Ec. polyt. cah. 18 (1844), (von 1816) == Oeuvres (2) 1, p. 480. Für 
n=1,s=0 ebenso bei J. L. Raabe, Differential- und Integralrechnung 1, Zürich 
1839, p. 3863; und bei F\. Arndt, Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 280 Für _s=0 
und beliebige n bei O. Schlömilch, Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, 
Jena 1843 p. 68, und bei A. F. Svanberg, J. de math. 11 (1846), p. 200, 

1501) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 230. 
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zurück; es ist nämlich: 


e) cos i sin n .r 
(1021) A} (neelere | anjre re + (rel z — Sire] 
(k>0, x>0). 


Für zwei mit diesen nahe verwandte Integrale erhält A. de Mor- 
gan‘) die Entwicklungen: 


sin z&dE Eirx x (rat! 
(1022) f ER ya Di 2 @n+1)-(an+1)! 
2n 
_ Sin , + logre + 2 ni) 


"E08 z$d$ R (rayPr+} 
(1023) Pi Sin I er 











_ - Gojra(p + logrx +2 aa) 


indem er in eine Reihenentwicklung des Integrallogarithmus komplexe 
Größen einführt, „as an instance of the legitimate passage from pos- 
sible to impossible quantities“. 

In anderer Form erscheinen diese Resultate bei O. Schlömilch!°°®), 
Unter Benutzung der folgenden Darstellung des Integrallogarithmus 
(vgl. IIA 3, Brunel, Nr. 14, p. 174) 


Air RR as 
(1024) let —e Ser 


erhält er durch Umkehrung der Integrationsreihenfolge zunächst die 
für r>— 1 geltenden Gleichungen: 


an) ferruer[iijetae 
= alle VERMFR [HS nt, 





1502) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 655. y bedeutet 
die Konstante des Integrallogarithmus 0,577... 

1503) Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 75. Er führt 
die Rechnung für reelles r, «= 0 durch und nimmt dann das Resultat auch für 
komplexes r in Anspruch, bemerkt aber, daß man auch die Formel (1022) direkt 
auf demselben Wege erhalten könne. Die Gleichung (1028) erhält Schlömilch 
auch noch Arch. Math. Phys. 9 (1847), p. 312 aus (847) durch Integration nach r, 
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speziell für r = 0: 





(1026) fi e-: cosa&d& = — — aretg, 
@>0) 

(1027) fi eisincfd = — - log(1+ 2°); 

0 
und daraus mit Hilfe des Reziprozitätssatzes: 
(1028) ja cosatd — — lie”, 

0 

| («>0) 

(1029) fesu+e 5 sin sdt= —alie“, 

ö 
ferner!°%) für r—= — 1 [und ebenfalls x > 0] 


(1030) fe ei, \z8d — — er log + | 713] 


Indem er außerdem für positive x die Formel: 


f=t 
(1031) ie—e [E# 





benutzt!°®), erhält er ebenso: 


(1032) fe ea lz]lose[T7)3] 


und durch Kombination dieser beiden Gleichungen und Übergang zu 
den reziproken Formeln nicht nur die [mit de Morgans Resultaten 
(1022), (1023) übereinstimmenden ]'®) 


a 


(1033) 9, —t[eliee+erlie], 
r 


rsin@ä$ 


1504) Arch. Math. Phys. 5 (1844), p. 207. Hier führt er die Rechnung ohne 
Benutzung komplexer Größen wirklich durch. _ 

1505) Das Integral divergiert; nimmt man den Hauptwert, so bekommt 
man bekanntlich (vgl. etwa N. Nielsen, Theorie des Integrallogarithmus, Leipz. 
1906, p. 3) nicht eine analytische Fortsetzung der durch (1021) für positive x 
definierten Funktion. Bei der weiteren Rechnung kommen dann natürlich auch 
beständig divergente Integrale vor; die Art, wie Schlömilch sich (Arch. Math. 5, 
p-. 208) damit abfindet, ist so nicht zu halten, liefert aber den richtigen Hauptwert. 

1506) Die Formeln enthalten hier einen von F. Arndt, ib. 11 (1848), p. 81 
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sondern auch noch die beiden folgenden: 





£sinzd)r? + 8° 


Für das zweite der Integrale (1033) gibt auch A. F. Svanberg'”) 
eine Umformung: die Substitution 


(1034) +i2% Iogädt _ = reg — Zferlie Felier]. 
0 


(105) =9g, y=o6 
führt das Doppelintegral 

sin X sin x& 
(1036) jen dn Pag ag 
0 0 
in 





in sesinsne sin ze sin zog 
F} te Fade ln: ters Fede 


über; hier In sich .die Ehesraisthag nach o mit Hilfe von (847) 
ausführen, und es bleibt: 


(1037) ’ / en f(@)— fl—2), 


wo: 


O. Schlömilch erhält die Formeln (1033) auch als spezielle Fälle 
der BRRBBATEN. Gleichungen: 


1 
Sinrd 


BER: —— 1 Coirdn 
(1039) fe (sin &) arg fe \ı—ı 


Gjr—n?? ) 


diese gewinnt er'?®), indem er Zwischengrenzen kx/2 einschaltet, 


berichtigten Vorzeichenfehler; Arndt erhält sie zunächst durch einen von ihm 
selbst nicht als streng angesehenen Grenzübergang zu v= (0 aus seinen For- 
meln (1049) und verifiziert sie dann p. 86 mit Hilfe der Formeln (1024, 847). 
Anal. Studien 2, Leipz. 1848, p. 143 hat auch Schlömilch sie richtig; er gibt 
hier noch eine andere Form der Ableitung, durch Vertauschung der Reihenfolge 
der Integrationen in einem divergenten Doppelintegral. 

1507) Upsala n. a. 13 (1847), p. 11. Das Integral f(x) divergiert für nega- 
tive Argumentwerte; ist Svanbergs Resultat richtig, wenn man den Hauptwert 
nimmt? Daß das Integral (1037) keine algebraische Funktion von x sein kann, 
beweist J. Liouville gelegentlich, J. Ee. polyt. cah. 22 (1833), p. 193. 

1508) J. f. Math. 36 (1848), p. 271; in etwas anderer Formulierung Arch. 
Math. 10 (1847), p. 448. 
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alle Teilintegrale auf dieselben Grenzen zurückführt und dann unter 
den Integralzeichen summiert. Ebenso können sie als spezielle Fälle 
der von Br. Bromwin'°) gegebenen symbolischen Gleichungen 


(1040) iR) (2A) En era LER, 





(1041) f er) sl) 


aufgefaßt werden. 

Einerseits mit diesen Formeln, andererseits mit (1021) verwandt 
sind auch die von O. Schlömilch“°!°) unter Benutzung der aus einer 
zu (896) analogen Differentialgleichung abgeleiteten Ausdrücke der 
[divangenien] Integrale 


A) d& — sinrz COBrX) 
(1042) fi Der Er: -(7 ni Sirz— | ins jÜirz. 
Weitere Formeln dieser Art finden sich bei A. F. Svanberg"’'). 
Er erhält aus der ersten Gleichung (920) durch Multiplikation mit 
exp (—x)dx und Integration zwischen den Grenzen x und oo: 


a 


(1043) fe mal irn ed) d& = I'‘(a) cos = (werde. 

Ds betrachtet er als eine lineare Differentialgleichung erster Ord- 
nung mit zweitem Glied, die bei ihrer Integration auftretenden Doppel- 
integrale lassen sich durch partielle Integration auf einfache zurück- 
führen, und es bleibt: 





(Sofa ) 


a—1 sin — 
(1044) fi ae & azue2 2 | 
0 





ed 1+8 








+3) 





an = = 
=. | ler farreaz + efarerar]. 


1509) Cambr. Dubl. math. J. 3 (1848), p. 245, 247. 
1510) J. f. Math. 33 (1846), p. 319. F. Arndt, Arch. Math. Phys. 10 (1847), 
p. 245 erhält die Gleichungen (1042) durch Partialbruchzerlegung der rationalen 
Faktoren unter den Integralzeichen; er bemerkt, daß sie nur richtig sind, wenn 
man die Hauptwerte nimmt. 

1511) J. de math. 11 (1846), p. 198. Geeignete Kombination der beiden 
Formeln (1044) gibt wieder (943). 
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Andererseits hat F. Arndt durch Umkehrung der Integrations- 
reihenfolge gefunden*?!?), daß auch die Integrale 


ao) Slgrstjoumas Saz)swa 
[) 


sich durch Integrallogarithmen ausdrücken lassen; und zwar sind da- 
bei die Fälle 2>0 und z2<0 zu unterscheiden, 
Außerdem leitet er zunächst'!?) die Gleichung ab: 








un Fear ugs, 
ö 
indem er in dem Integral 
© Pzr 
an rasante [ta 
? pa 


unter dem Zeichen nach Potenzen von & entwickelt, gliedweise inte- 
griert und dann = 0 setzt; und mit ihrer Hilfe, durch Umkehrung 
der Integrationsreihenfolge in einem Doppelintegral, wieder die Glei- 
ehungen (1034) bzw. deren — übrigens naheliegende — Verallge- 
meinerung: 


ae, 8 dE 

(1048) fi (Esinze Bu 
% rg r 7 -r2 1: 2 "7 21 2=r2 
-7erg- - eier Feier") 


Ebenso erhält er!) unter Benutzung von (917): 


Ecosz& urte” 
+ Ze [log 7+# + liesp — w—na)]- 


Die beiden Gleichungspaare (1045), (1046) gelten übrigens nur 
unter der Voraussetzung u=#r; für das letztere gibt Arndt selbst 
‚ohne Beweis an, was für v=r an seine Stelle tritt, für das erstere 


1618) Arch, Math, Phys. 11 (1848), p. 8, 


(1049) au, tg — Terrliesp(— + Wa) 
0 





1+8 


ib. 12 (1849), p. 209 ohne Beweis eine Darstellung durch ein Integral einer ab- 
klingenden Funktion, 
1514) 11, p. 77. 


1518) Ib. p. 72. Für das Integral f sinzölogf 75 gibt O, Schlömiich, 
0 
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erhält ©. Schlömilch'®"’) entsprechende Formeln durch Vertauschung 
der Integrale in einem divergenten Doppelintegral, und stellt ihnen 
auch noch andere!?!#) zur Seite, bei welchen im Nenner r— x steht. 

Ein großer Teil der zuletzt besprochenen Formeln sind als 
Spezialfälle in den allgemeinen Gleichungen 


© 


ft) geosx&cos&t 
(1050) 4 Hl sinagsin ge] GdE 
v 


& ‘ 
ze El rircyae für >, 
0 





läl\referroars [ER)eı-randai] an »< 


enthalten, die ©. Schlömilch'?"") angegeben hat. Die Annahme f(t)=1/t 
führt auf (1042), speziell für c= oo auf (1033); die Annahme 
fit) = t!, c= oo auf Ausdrücke der Integrale 


"(cos x$ ds 
(1051) 7 np 


durch unvollständige I-Funktionen, speziell für u = #4 durch die in 
(1010)—(1012) auftretende Transzendente. 
q) Ferner erhält A. Cauchy'?"®) 


ba 


a0 ae + mer jetilemsae (>0) 
fir f 


1515) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p: 144. 

1516) p. 147. 

1517) Arch. Math. 11 (1848), p. 174 

1518) Cauchy leitet die Gleichungen (1049) M&m. sur les int. def:, Paris 1825, 
p. 59 durch Integration der Funktion z exp (itz + ixz?) um den ersten Quadranten 
her und vernachlässigt dabei das Integral über den unendlich großen Viertels- 
kreis. Das wird sich. wohl nicht anders rechtfertigen lassen, als indem man zu- 
nächst die Formeln (1050) ableitet; auch für diese sind übrigens weder die in dieser 
Abhandlung noch die später von Cauchy angegebenen Bedingungen (vgl. Nr. 35) 
erfüllt, und man muß zur Vervollständigung des Beweises eine Bemerkung von 
C. Jordan (Cours d’analyse 2, Paris 1883, p. 290) heranziehen. (Vgl. darüber 
H. Burkhardt, Münch. Ber. 1912, p. 106.). In der Preisschrift über die Wasser- 
wellen (Paris mem. pres. 1 (1827), (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 121) begnügt 
sich Cauchy mit einer Verifikation der Gleichungen durch Entwicklung beider 
Seiten nach steigenden Potenzen von t; um diese links unter dem Integralzeichen 
vornehmen zu können, fügt er erst noch einen Konvergenzfaktor hinzu und be- 
nutzt dann die Gleichungen (909). Auch gibt er eine obere Grenze für den Wert 
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oder, was dasselbe ist: 


(1058) [ (Me +Vda-F f- VE [OR a9)ar; 


die Verbindung dieser ra mit (958) gibt ihm: 


(1054) Kia ln] (@E) cos (EVE)dE — 





ta) 


3 (cos 4, FÜR 


Es 
+ feel enar. 
age 


(Wird durch = Y2kz ein neuer Parameter und durch 2&—u eine 
neue Integrationsvariable eingeführt, so wird: 


(1055) [eos zE cos (tyE)a& == =, 

‚wo & 

(1056) K— [eos V2ku cos udu 
ö 


eine Funktion von k allein ist; Cauchy operiert mit dieser Form.) 

Eine mit (1054) im wesentlichen äquivalente Formel erhält Cauchy 
auch noch auf folgendem Wege"!): Anwendung des Residuensatzes 
auf den ersten Quadranten führt ‘zu: 


(1057) fa er ai du jr 9 du — — „exp (ix), 
ö 


wo links der Hauptwert zu verstehen ist; also bei Trennung von Reellem 
und Imaginärem: 


co8 ae sin ] " du z sn) 
(1058) Lie) Cu ze, iR )zu 1+u: as 2). 
0 


des a ein (p- 131). In einer 1827 hinzugefügten Note bemerkt er noch (p. 286), 
durch sukzessive partielle Integrationen erhalte man für jedes der beiden in 
der ersten Gleichung (1051) auftretenden Integrale dieselbe [mmikane ergente] Ent- 
wicklung 
x” / % sc* 
(1- Fr +54), 
was also dieser Gleichung zu widersprechen scheine; durch Beachtung der Rest- 
glieder könne man sich aber davon überzeugen, daß diese Entwicklung nur das 
rechts-, nicht das linksstehende Integral darstelle. 
1519) Paris mem. pres. 1 (1827), = Oeuvres (1) 1, p. 292. 
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Andererseits ergibt sich, wenn in den Gleichungen unter g) beider- 
seits mit (1 + u?) dividiert und dann die Gleichungen unter b) be- 
rücksichtigt werden: 


(100) Jr —rer gu Yo | sin $ sin (25 Ya)at, 
ö ö 





u 





(uno) Ferse einen z, _ ySz (sin exp (—28Ya)ak. 
0 


Elimination liefert dann die gewünschte Formel. 
Die beiden Integrale (1054) sind in dem folgenden enthalten: 


(1061) fd) = fe -:® sin (tE)dE, 


in welchem z eine komplexe Größe mit positivem reellen Teil Wr 
deutet. $. D. Poisson zeigt pn. daß es 2 Differentialgleichung 


(1062) + uf 
genügt; damit erhält er: 


(1063) f(t) = > — exp (-- Elfen: ze exp (- wen dv. 
ö r 


Wenn z rein imaginär ist, ergibt sich daraus durch Differentiation . 
nach ? und Trennung des Reellen und Imaginären '?*) 


(1064) conz$cos(eVE)ar— "(footer — [eos Re): 
0 0 1 


und hier gibt der erste Bestandteil die in Cauchys Gleichung (1054) 
vom Integralzeichen freien Glieder, der zweite eine [semikonvergente] 
Entwicklung von derselben Art wie die in Note 1518) erwähnte????). 


1520) Paris mem. 1 (1816[18]), p. 94. — Für reelle Werte von z ist die Glei- 
chung (1063) mit Legendres Gleichung (1012) äquivalent. — G. Plana (Torino mem. 
25 (1820), p. 117) gewinnt die Differentialgleichung aus der Entwicklung von f 
nach steigenden Potenzen von 2. 

1521) Poisson leitet diese Formel durch eine etwas umständlichere Betrach- 
tung besonders ab (Paris mem. 1, p. 109). Bei komplexem z führt er (p. 99) 
nicht direkt © als Hilfspunkt zur Trennung des Integrals in zwei Bestandteile 
ein, sondern zunächst einen willkürlichen Wert a, und zeigt dann, daß dieser 
80 genommen werden kann, daß man den wereiten Bestandteil vernachlässigen 
darf. Plana (Torino mem. 25, p. 128) gibt an, daß man auch in diesem Falle 
zweckmäßigerweise a= © nimmt. 

1522) Paris mem. 1, p. 116. Plana (Torino mem. 25, p. 125) ersetzt die semi- 
konvergente Reihe durch ein divergentes Integral. 
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Bei Cauchy'’®) findet sich für das in (1054) rechts auftretende 
Integral noch eine Umformung; nämlich: 


(1065) ib. (—tYVE) cos A d = ‚yes, i Te, exp (— ) an. 


Er erhält sie, indem er von . der Gleichung 


(1066) exp (—tyE)—= REIZE fe —")Ynan 


Gebrauch macht und dann die Integration nach & mit Hilfe von (909). 
ausführt. 
Für die allgemeineren Integrale 





sın 


+0 
(1067) f cos (&m) |; |x&dE 
erhält A. de Morgan!’**) Reihenentwieklungen nach Potenzen von x 
‚durch Entwieklung unter dem Integralzeichen und Inanspruchnahme 
der Gleichungen (920) auch für positive «a. 

r) Auch die Gleichung (951) ist für andere als ganzzahlige Werte 
von m hieber zu rechnen. Für m <0 divergiert das links Per 
Integral; faßt man es aber als „außerordentliches Integral“ !578), 
gilt, wie Cauchy'°?) zeigt, die Gleichung: 


(1068) f a Te a a N (E—z)” exp (-£ dE. 
ö 
Weitere derartige Umformungen sind 150), 


a) el fertarrea—n [a)asa 





1 5 8 
uf (retten) 

1528) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 189. Er bemerkt, daß 
er diese Umformung schon bei der Vorbereitung der Preisschrift gefunden habe. 

1524) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 648. Was er 
nachher als eine Verifikation gibt, ist auch nichts anderes; es ist nur der Über- 
gang von reellem zu komplexem Parameter an einer anderen Stelle der Rech- 
nung vorgenommen. i 

1525) J. Ec. polyt. cah. 28 (1844), (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 550; Exere. 
de math. 1 (1826), = Oeuvres (2) 6, p. 86. Daß an der letzteren Stelle 0 und & 
statt © und © als Grenzen angegeben sind, ist ein Versehen. 

1526) A. Cauchy, J. Ee. polyt. cah. 28 (1844), (von 1815) = Oeuvres (2) 1, 
p- 497, 504. Für s= 0 kommt man auf (886) zurück, wenn man die rechtsstehenden 
Integrale als singuläre auffaßt (p. 499). 
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und: 


(000)  [;) f mil + E97 k— Er) (6 | =6dt 





Bor 8 er 2er s+3 — ı1#0—3 
ne “27 arGEr ERFe ) de. 
Hier lassen sich auch noch die von A.de Morgan"?') aus den 
Abelschen ige (Nr. 103) abgeleiteten Formeln anreihen: 


exp (— 8°) = rcosx& 
(1071) R: u 26 anal \a& 


42 -r 
—4Yz exp (r?) [e- fer (—2M)ds te er (— de]; 
4z+r 
die erste dieser Formeln ist in etwas anderer Gestalt auch von J. Binet 
gegeben worden'?#). Ferner sei erwähnt die von O. Schlömilch'??°) 
durch Umkehrung der Integrationsreihenfolge in einem Doppelintegral 
erhaltene Formel: 


nn 


Sad f Frnendi- vmHn, exp (rt — Ende. 


s) An anderer Stelle???) gibt Cauchy noch eine Umformung eines 
ähnlichen Integrals in ein Doppelintegral. Durch Vertauschung der 
Integrationsreihenfolge in einem Doppelintegral findet er, daß der Wert 
des Integrals 


(1073) exp vo fe( h+Pßi+, E= ) (Fe 5; a dp 


von & unabhängig, also allgemein gleich seinem Wert für &—= 0 ist, 
der sich zu Yx ergibt. Daraus folgt dann: 





(1074) Co (Eyi)— 72 Se» (h + Bit m) ar 








1527) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 675. Bei de Morgan 
fehlt in der ersten Formel der Faktor r; sie bedürfen wohl überhaupt der Nach- 
prüfung. 

1528) Paris C. R. 12 (1841), p. 961. Er verspricht die Ableitung für eine 
andere Gelegenheit und begnügt sich mit der Andeutung, daß man die Richtig- 
keit durch eine Differentiation verifizieren könne. 

1529) Beiträge !°%®), p. 88. 

1530) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 569. 
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und also: 
+0 3 +» Ä a8 
rar 1 fi . Pn 
(1075) Je (zE Vi) eidt — fer (R+Bi +8; bla ve) Er rer 


t) Bei A. Cauchy finden sich noch die allgemeinen Sätze!®): 
Wenn (x) und f(x) reziproke Funktionen erster Art sind, so sind: 


(1076) p®r (x) und (— 1)ra?rf(x) 
reziproke Funktionen erster Art; 
(1077) p®r+d(z) und (— 1jrz’r+1f(g) 


reziproke Funktionen zweiter Art; ferner für positive k: 


(1078). fl) eoska und Z{p(@+A) + p(e—k])) 


reziproke Funktionen erster Art, 
(1079) f(a)sinkz und > {p(e— kl) — pla+A)) 
reziproke Funktionen zweiter Art. 

u) Anhangsweise seien noch Formeln erwähnt, die zwar eigent- 
lich nicht zu den hier zu besprechenden gehören, insofern sie Inte- 
grale mit cosx& und solche mit sin xE nebeneinander enthalten, die 
aber doch unter Umständen ähnliche Dienste leisten können. Hieher 
gehören die von A. Cauchy'5??) aus Residuensätzen erhaltenen Gleichungen 


(1080) Je Aesitben) VE ep (+2iybe+®%) 
oder: PR 2 
aosı) Snles+r9 EVER] @Vie+ 2); 
ferner '?33); . 
(1082) at a6 


DIIE DES: 


A (7-23) log(1 +89) + 2sin (F-2:) arctg& was 


/ [5 loga+29] + laretgs]? en 


arle-rd 


log(1-r) 
ne e"° 1 “ 
ale rin fr a—=0; 

1531) Bull. philomat. 1817, p. 121; Exerc. de math. 2, 1827 = ÜOeuvres (2) 7, 
p-. 178. 

1532) J. Ee, polyt. cah, 19 (1823), p. 520 = Oeuvres (2) 1, p. 284; daraus 
weitere Formeln durch Differentiation nach b. R 

1533) Ib. p. 578, bzw. 341. 

Encyklop. d. math. Wissensch. II 1, 75 





für a>0; 
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dann auch '?#%): 


oo 


z (cosx& — cosb&) — (sinz& — sinb£)log& de 
(1083) =. ng a(e— er). 
} 4 + (log &)° 


Eine weitere Gruppe von Formeln dieser Art hat $. D. Poisson'°®°) 
erhalten. Er geht aus von der Identität: 


(1084) 1 exp [Ei — z& (1 + JE 


0 





(N 
wird in ihr 
(1085) y-tl1—)+3 
als neue Variable eingeführt, so ist in bezug auf diese von O nach 
und dann wieder zurück nach xi zu integrieren. Zweimalige Differen- 
tiation der so erhaltenen Gleichung nach & gibt: 


(1086) fesp [28 — a6(ı + 98a 


0 


in Nie monat, 
0 


acer) faptzei—zsa+n]ga 


1, 11 5) exp (-7)[5Vr = exp (— 7°) dn]|, 
ö 


wobei noch 








zi 1 


' . 22 
(1088) jr -Mdia=-Z fe» —-dn 
0 


0 





gesetzt werden kann. Trennung des Reellen und Imaginären in der 
ersten Gleichung liefert: 


(1089) f exp (— x£) cos (28° — x$) dE = EVE gxp (— 7) 


1534) Mem. sur les int. def., 1825, p. 64 für b=0; Ann. de math. 17 (1827), 
p. 107 für beliebige [positive?] b. 
1535) Theorie de la chaleur, Supplement, Paris 1837, p. 39. 
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die zweite gibt zunächst zwei Gleichungen, in denen noch die höhere 
Transzendente vorkommt, durch deren Elimination aber: 


(1090) fi &® exp (— z£) [sin (28° — z&) — cos(2&? — zE)] dE 


V» x’ x’ 
71-2) (-7) 
Auf demselben Wege erhält er auch noch"??*) die Gleichungen: 


(1091) fi exp (— a8) cs (2& + 20, 


0 


| IL exp (— a8) [S}} 28° + a8) d& 
| Br 1 a’ a? : 
Het ;( +3) exp fer (— n?) dn. 


Von den Werten des Integrals 


(1092) W= [cos (#° — a8) d& 

0 
hat @. B. Airy'°®”) eine (von = — 4 bis = + 4 reichende) Ta- 
belle dadurch erhalten, daß er für das Intervall &= 0 bis & = 2 sich 
der mechanischen Quadratur, für &—=2 bis &= oo einer durch wie- 
derholte partielle Integration entstehenden [semikonvergenten] Ent- 
wicklung bedient. Letztere ist von der Form 


(1093) P, sinu + P,u cosu; 


dabei bedeuten P,, P, nach fallenden Potenzen von 38? — x geordnete 
Reihen, und es ist 


(1094) u— (6 — 28) 


gesetzt. In einem Nachtrag'®®®) gibt er noch eine ihm von A. de Mor- 
gan mitgeteilte Entwicklung nach steigenden Potenzen von x, die 
allerdings auf der Benutzung divergenter Fälle des Integrals (920) 
beruht. 


1536) p. 44. 

1537) Cambr. trans. 6, (1838), p. 391. — p. 400 zeigt er, daß man größere 
Genauigkeit erreicht, wenn man das letzte berücksichtigte Glied der semikon- 
vergenten Entwicklung nur halb nimmt. 

1538) Ib. 8, (1849), p. 597. 

75* 
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G. @. Stokes'°?®) führt das Integral (1092) durch die Substitutionen 


(| Fe 


(1095) 

p=5(1-+iY3) — n (cos20 + i sin 20) 
über in 
(1086) (at, 


wo U den reellen Teil des Integrals 


(1097) u — fe [— (cos 38 + ösin 30) (n — nn)] dn 


— (cos6 + isin6) [| exp (— 2° + p2) dz 
0 


für = 3 bedeutet. DiesesIntegral konvergiertzwarnurfür_—a<609<x 
absolut, Stokes bemerkt aber, man könne leicht zeigen, daß seine Kon- 
vergenz bei Annäherung an die zweite Grenze nicht unendlich lang- 
sam (Nr.29) wird. Die Funktion U genügt der Differentialgleichung '**P): 


d’U 
(1098) tz 07-9 
aus ihr läßt sich sowohl de Morgans konvergente Entwicklung als 
auch eine semikonvergente, für große Werte von n bzw. x geltende 
ableiten.!%!) Die letztere besteht aus zwei Bestandteilen, von denen 
der eine die Form hat: 


-. (& a RER 1-5-.7-.11 FAR 
(109) At Va) 5 at e 7) 
— +...) 


während der andere aus ihm durch Vertauschung von © mit —i her- 
vorgeht. Die Bestimmung der hier auftretenden Integrationskonstanten 





1539) Ib. 9, 1850, — papers 2, p. 332. 

1540) Daß diese Gleichung durch eine einfache Transformation aus einem 
speziellen Fall der Besselschen Gleichung hervorgeht, bemerkt Stokes selbst p. 356. 

1541) Er berichtet p. 335, er sei auf den Gedanken, solche Darstellungen 
zu benutzen, durch Cauchys Formeln für die Fresnelschen Integrale gekommen; 
von Airys Formel (1093) spricht er nicht. Daß man die asymptotischen Reihen, 
wenn man sie an geeigneter Stelle abbricht, zu numerischer Berechnung der 
Integrale verwenden könne, glaubt er — was freilich nicht ausreicht — daraus 
schließen zu können, daß die Summen dieser abgebrochenen Reihen Differential- 
gleichungen genügen, die sich von (1098) nur durch ein kleines zweites Glied 
unterscheiden. 
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gelingt im Falle eines positiven »'°#°) durch Anwendung der Methode 
der „Funktionen großer Zahlen“ (hier Nr. 109) auf die Integraldar- 
stellung (1097); für den Fall eines negativen » gibt er nur eine Kon- 
tinuitätsbetrachtung, die ihn selbst nicht befriedigt.'*) Indem er dann 
für positive n den gefundenen Ausdruck noch auf die Form 


(1100) W= VB: (30V EM eos (# (5)'— 2 v) 


bringt, wo M und % ebenfalls durch asymptotische Reihen dargestellt 
sind, erhält er auch asymptotische Darstellungen für die Wurzeln der 


Gleichung U= 0°“); um solche auch für die Wurzeln von s =-(0 mı 


erhalten, leitet er, da er die Differentiation des asymptotischen Aus- 
drucks für U unbequem findet, zuerst die Differentialgleichung ab, 


der + genügt. 


60. Unharmonische Form des trigonometrischen Integrals. Will 
man ein trigonometrisches Integral so einrichten, daß jedes seiner 
Elemente bei = 0 die dritte Grenzbedingung (Nr. 69) erfüllt, so 
hat man als Element etwa 

h sin &x= + & cos &x 
hr -+ 8° 
zu nehmen. Wird das mit sin &« multipliziert und zunächst nach & 
integriert, so wird aus (847) und (848) erhalten: 





, x 0 für z>« 
(1101) = nn en E2 uintadim 
0 





: . 
AU TIEREN 


Daraus ergibt sich die von Fourier'°®) ohne Beweis angegebene Formel: 





(1102) fa) — 2 J. k ne I 2 sin Ea[hf(a) — f'()]dadE. 


Wird hier noch das Glied mit f’(«) durch partielle Integration um- 


1542) p. 338. 

1543) p. 342. 

1544) p. 346. | 

1545) Bull. philomat. 1820, p. 61 = Oeuvres 2, p. 275. Fourier bemerkt 
Paris Mem. 7, 1827 = Oeuvres 2, p. 117, die Formel sei im Bull. durch einen 
Druckfehler [in den hier weggelassenen physikalischen Konstanten] entstellt. 
In den Oeuvres ist sie bereits berichtigt, und die oben wiedergegebene Verifi- 
kation von Darboux in einer Note zu p. 275 der Oeuvres bezieht sich auf die 
bereits berichtigte Formel. 
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geformt, so erhält man!) die von Poisson'") aus der unharmoni- 
schen trigonometrischen Reihe (Nr. 84) durch Übergang zu unendlich 
langem Intervall abgeleitete und dann mehrfach!) benutzte Formel: 


(1105) f(x) = (fa sin &x + &cos&x)(h sin &« 48 cos DIOR 
v6 


Ebenfalls durch einen ungenügend begründeten Grenzübergang 
beim Schluß vom Endlichen auf das Unendliche ist Poisson ferner!) 
zu Formeln gekommen, die die Richtigkeit folgender Gleichungen vor- 
aussetzen würden: 


( Rp i 
ae Ex cos&«+ a,?E, sin &xsin &« fe) da dt — fe) für x > 0, 
oo 





ard+a,”d, 
(1104) 








: A 
2 fferensenschantensrinte (gauag=0 Mer <0 
00 

und zwar würde seine Schlußweise, wenn sie überhaupt zulässig 
wäre, sich auf den Fall anwenden lassen, daß &, eine „willkürliche“ 
Funktion von & wäre (a und a, sind beliebige reelle Konstante). In 
dieser Allgemeinheit ist die Sache sicher nicht richtig'”°); ob sie für 
den bei Poisson allein in Betracht kommenden Fall!®"), daß die 
Relation zwischen & und $&, lautet: 


(1105) (+0) —= a’ + 9) 


(0, 0, neue Konstante) sich nicht doch rechtfertigen läßt, darüber 
scheinen keine Untersuchungen vorzuliegen. 
Ebensowenig scheint bekannt zu sein, unter welchen Umständen 


1546) Wenn man, was man ohnedies muß, f(oo) = 0 voraussetzt. 

1547) J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 44. 

1548) Ib. p. 72, 118; chaleur p. 269, 323. An der zuletzt genannten Stelle 
gibt er einen Beweis der Richtigkeit der Formel, indem er die Differenz zwischen 
den beiden Darstellungen derselben Funktion durch die Gleichungen (790) und 
(1103) bildet: Die Integrationen nach & lassen sich in dieser Differenz mit Hilfe 
der Gleichungen (847) und (848) ausführen, und es ergibt sich in der Tat 0. 

1549) Paris M6m. 10 (1831), p. 337 (von 1823). 

1550) Nimmt man etwa an, f(«) sei in einem endlichen Intervall konstant 
gleich 1, außerhalb desselben gleich 0, so könnte man die Integration nach « 
ausführen, und es würde sich dann für ein einfaches Integral ein von dem Para- 
meter x und den Grenzen dieses Intervalls unabhängiger Wert ergeben. 

1551) In diesem Fall tritt ev. noch eine Komplikation dadurch auf, daß &, 
nicht für alle reellen Werte von & reell ausfällt. 
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die ebenfalls von Poisson!#?) angegebene Gleichung 


(1106) fa) = 2 | Io —a&?) cosa& —psinzt] 


[ fio—a®)oset — psinaslfl«)de 0) +2f0) | ae Fre 





richtig ist. 
Endlich sei hier noch die Gleichung erwähnt: 


+0 +00 
(1107) fd = 7 SSf (— a?) [exp (2aY mt) cos(2aYmt — 20m) 


+ exp (— 2a Ymt) cos (2a Ymt + 20m)]f(0) da dO dm, 


die W. Thomson Lord Kelvin") durch Grenzübergang aus einer 
Reihenformel erhalten hat. 


61. Differentiation und Integration trigonometrischer Integrale. 
Der Vorteil der Darstellung einer willkürlichen Funktion durch ein 
Fouriersches Integral liegt, wie schon Fourier selbst bemerkt'?°*), 
darin, daß in ihr die eigentliche Variable nicht mehr unter dem ur- 
sprünglichen Funktionszeichen, sondern nur noch unter den Zeichen 
der trigonometrischen Funktionen cos und sin vorkommt, so daß man 
Differentiationen — auch zu beliebigem Index'°°°) — Integrationen, 
Reihensummierungen '55°) bequem ausführen kann: „la fonetion acquiert 
en quelque sorte, par cette transformation, toutes les proprietes des 
quantites trigonometriques.“ 

A. Cauchy*°) bedient sich zu diesem Zwecke einer symbolischen 
Darstellung, indem er schreibt. 

+%0 

109) FON) 35 Jet) FEN au as 


—o 0 








1552) Conn. des temps pour 1833 [30], add. p. 22; aus den Nr. 43 p. 1055 
besprochenen Formeln. p. 24 führt er für den Fall f(«)=0 für «> 0 die Inte- 
gration nach & mit Hilfe der Gleichungen (878) aus. 

1553) Cambr. math. j. 34 (1842), p. 174 = papers 1, p. 15. 

1554) Theorie Nr. 419 = Öeuyres 1, p. 505. 

1555) Nr. 422, p. 508. Vgl. IIA2, Voß, Nr. 48, p. 117. 

1556) Diese Bemerkung auch bei H. @. Schmidten, Gerg. Ann. 12 (1822), 
p. 222. | 

1557) Paris mem. 22 (1850), (von 1824) — Oeuvres (1) 2, p. 202. Oauchy 
schreibt die Formeln gleich für beliebig viele Variable an. — Rechts ist übri- 
gens & nicht mehr Differentiationssymbol, sondern einfach Integrationsvariable. 
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Dabei bedeutet F zunächst eine ganze Funktion des Differentialsym- 
bols 8 = Ze Cauchy nimmt die Formel aber „par analogie“ auch für 


beliebige andere Funktionen dieses Symbols in Anspruch und sieht 
dann ihre rechte Seite als Definition der linken an. 
O. Schlömilch"?°®) zeigt: Aus 





(1109) -f@)- J f (a) sin&« sinz« da d& 
eo 
folgt durch partielle on 
Top sink(@—c) sink(@+e) 
(1110) ZfF@)= zf(o) lim a “_ | 


ra este ar da d&. 
6 


Die Differentiation der Kosinus-Formel (790) unter dem Zeichen 
ist also nur für f(c) = 0, die der Sinus-Formel (791) nur für f(e)=0, 
f(o) =0 erlaubt. Das muß aber der Fall sein, wenn die durch Diffe- 
rentiation sich ergebenden Integrale einen bestimmten Wert haben. 

G. @. Stokes'°°) untersucht die Sache genauer. Seien z.B. v(x), 
d,(x) die zu f(x), f‘(x) reziproken Funktionen 2. Art, so ergibt sich 
durch partielle Integration: 


(1111) 9, (2) = — "Y(a) + aV 2 IQeosa«—yV? SQ, sinex. 


Dabei sind die Summen erstreckt über alle Werte @ von x, für welche 
f(x) und f(x) unstetig werden und Sprünge Q bzw. Q, aufweisen. 
Mit Hilfe derartiger Formeln kann auch umgekehrt aus der Entwick- 
lung von »(x) nach fallenden Potenzen von x abgeleitet werden, wie 
weit f(z) und f(x) stetig sind. Auch kann die Darstellung von Y(x) 
von unbequemen Bestandteilen befreit werden. Für Funktionen 1. Art 
gilt Analoges; nur ist zu beachten, daß im Falle, daß zwar f(x) mit 


x schließlich monoton abnimmt, aber f f(&) d& divergiert, (x) (832) 


für <= 0 nicht zu divergieren ar 1560) Um zu zeigen, daß unter 
den gemachten Voraussetzungen für f(x) das Integral für f(x) (p. 1098) 
(an der unteren Grenze) stets konvergiert, betrachtet Stokes zunächst . 


1558) Analyt. Studien 2 (1848), p. 88. 
1559) Cambr. trans. 8, (1849), p. 557 = Papers 1, p. 273. 
1560) p. 560 = 277. 
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die Funktion 2 
(1112) se) V} gi; f(£) cosz& d£, 


und ihr unbestimmtes Integral @,(x). @,(o) ist endlich, da o,(z) 
gleichmäßig konvergiert. Partielle Integration zeigt, daß 


So) eosz& a$ 

bis zu x<—=0 heran konvergiert. Die Differenz zwischen o(xz) und 
p(%) kann aber die Divergenz des Integrals für f(&) (p. 1098) nicht 
bewirken. Und auch in diesem Falle ist dieses Integral der Grenz- 
wert eines mit einem Konvergenzfaktor versehenen. Entsprechendes 
gilt auch für Integrale mit cos- und sin-Gliedern. 

Was A. Pioch'%) vorbringt, betrifft nur das Verfahren an den 
Grenzen und Unbestimmtheitsstellen. 

62. Mehrfache trigonometrische Integrale werden durch wieder- 
holte Anwendung der Sätze über die zweifachen (Nr. 52) gewonnen. 
Sie treten zuerst bei A. Cauchy'5%®?) in der Gestalt auf: 


© 


(1112a) fa)—& | eos z& cos yn cos a& cos ßnf(e, B)dadpdedn 
0 


sowie in drei entsprechenden, die sich von ihr dadurch unterscheiden, 
daß diese Kosinus alle oder teilweise durch Sinus ersetzt sind; dann 
bei J. J. Fourier'°®) in der Gestalt: 


1113) fa) wsi@— u) con y—AKB)dudpdsdn. 


0. 


Werden durch die Substitutionen 
t—a=rco0d, y— Br sind, 


= ocosYy, n= 0 siny 
Polarkoordinaten eingeführt, so geht das Integralelement 
(1114) cos (&2 — Eu) cos (ny— np) d&Edn 


über in: 


(1114a) 4[eos (ro cos (d — M)) + cos (ro cos (y + 9))]o de du. 


1561) Bruxelles m&m. cour. in 4° 15 (1841/42), p. 74. 

1562) Paris Me&m. pres. 1, 1827 (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 141. Der 
Übergang von (791) zu (1114) auch bei @. Piola, Mem. soe. ital. 20, (1831), p. 600. 

1563) Theorie analytique de la chaleur Nr. 408 — Oeuvres 1, p. 483; ebenso 
bei Poisson, Chaleur p. 210. 
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War ursprünglich nach & und 7 von — oo bis + oo zu integrieren, 
so ist jetzt nach og von O bis oo und nach % von O bis 2x zu inte- 
grieren; statt dessen kann man, wie Poisson!°®) bemerkt hat, die letz- 
tere Integration auch von 6 bis 6 + 2x, bzw. von — 9 bis 22 -— 9 
ausführen, und so sich davon überzeugen, daß das Resultat dieser 
Integrationen von ® unabhängig ist. 

Später) gibt Cauchy die komplexe Form: 


(n) 
1115) 44, J SpIEr—te+ny nB+ fl, B-Jdeap--dtan--; 


die Integrationen nach &, n,... sind dabei von — oo bis + oo zu 
erstrecken, die Integrationen nach «, ß,... über irgend ein Gebiet, in 
dessen Innern der Punkt a, y,... liegt. 


63. Das mehrfache Fouriersche Integral als Grenzformel. Will 
man ein mehrfaches Fouriersches Integral, analog wie es in Nr. 54 
mit dem Doppelintegral geschehen, durch eine Grenzformel ersetzen, 
so kann man unter dem Integralzeichen einen Faktor e”%ı°-%” hin- 
zufügen und dann erst den Grenzübergang zu d, = (0), hierauf den zu 
d,—= 0 ausführen. So verfahren in der Tat A. Cauchy°) und 8. D. 
Poisson?®). Nachher") ‚gibt letzterer noch ein anderes Verfahren: 
wird der Faktor 


(1116) exp (— $ VE? + 7?) 


benutzt und statt der Integrationsvariabeln &, n die entsprechenden 
Polarkoordinaten eingeführt, so kommt man durch Integration von 
(1124) auf das Integral 


+0 


(1117) uff If, PB)dxAPß n 
y (+ — m?+ B— WN? 


© 





das aus einer damals mehrfach diskutierten Frage der Potential- 


1564) Paris mem. 1 (1817), p. 139. Bei Poisson ist die Sache dadurch un- 
nötig kompliziert, daß er nicht von der ganzen &— n-Ebene, sondern nur von 
einem Quadranten redet. 

1565) Bull. philomat. 1821, p. 102; J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 512; Exerc. 
de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 196. An der zuletzt genannten Stelle auch 
die Verallgemeinerung der Formel (826). 

1566) Paris M&m. pres. 1, 1827 —= Oeuvres (1) 1, p. 141 (von 1814). 

1567) Paris M6m. 1, 1816[18], p. 87. Der Konvergenzfaktor ist dort durch 
die Fragestellung selbst motiviert. , 

1568) Ib. p. 142. 
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theorie"56°) bekannt war. Cauchy bemerkt noch'?”), daß man auch 
(1118) : exp (— HE —0°n?) oder (1 + 6°’ + ö’n?)"' 
benutzen könne. 

64. Paare reziproker Funktionen von mehreren Variabeln. Ana- 
log wie in Nr. 59 die Darstellung einer Funktion einer Variabeln 
durch ein Fouriersches Doppelintegral kann man auch die entsprechende 
Darstellung einer Funktion von mehreren Variabeln durch ein mehr- 
faches Fouriersches Integral in ein Gleichungspaar spalten, also z. B. 
schreiben: 


a1)  yam-tfft&n) cos&z cos undkan, 


(1120) fa W=4f fo m eostz cosyndtan, 


und das dann so auffassen, daß dadurch zwischen den Funktionen f, 
p eine reziproke Beziehung definiert ist. Einfache Beispiele ergeben 
sich, wenn f(x, y) ein Produkt von zwei Faktoren ist, deren jeder 
nur von einer Variabeln abhängt und deren reziproke Funktionen be- 
kannt sind. 

Die zu exp (—sYa?-+ y?) reziproke Funktion Z bestimmt A. 
Cauchy“"'), indem er erstere durch das bestimmte Integral 








(1121) exp (—zYa?+ y) = 7? (a nn ")a6 
0 


darstellt (vgl. IIA3, Brunel, Nr. 9h, p. 153/4); dann lassen sich in 


(1122) 2=-,//J® = 6? — En) cos &x cosnydOd&dn 
7 
000 


© © 


ur 20n 
use (— 8 — #— 7?) cos 25 cos ?0" geandsdn 


zuerst die Integrationen nach & und n mit Hilfe der Gleichung (947) 
und hierauf auch die nach 9 mit Hilfe einer Formel aus der Theorie 
der I’-Funktionen ausführen, so daß man 


1123 Zi ad Ä 
ge 22 (0° + y’+29% RN, 


1569) Vgl. IHATb. Burkhardt u. Meyer, Nr. 5. insbes. Note 36—38. 
1570) J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 513. Vgl. Note 1268. 
1571) Paris M&m. pres. 1, 1827 = Oeuvres (1) 1, p. 155 (von 1815). 
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erhält. S. D. Poisson'?"?) gelangt zu demselben Resultat einfacher 
durch Einführung von Polarkoordinaten: das Integral 


+» 
n Ser cos (8 — 0) cosn(y — B)d&dn 


erhält die Form: 


2 © 


(1124) 4 l fe (— 02) cos (rg cosy)odody, 
er) 


und nun läßt sich zunächst die Integration nach o und hierauf die 
nach % elementar ausführen. 

Andere Fälle lassen sich mit Hilfe eines von A. Cauchy"°"°) an- 
gegebenen allgemeinen Satzes erledigen: Ist 


(1125) Sr contedE Br 
so ist: 
© © auf T? nr 1 
si) [ven ner + mann 
0.0 


Z. B. gibt die Anwendung dieses Satzes auf die Funktion f(&) = 
exp (— 2K8): 











1127) J fexp(— 2ryEn)sin + matın-— ,; 
5 2(1 + 192 
daraus folgt durch Integration nach k: 
ep nn. dan = 
1128 f* —2k sın (& — — ——, 
(1128) J; p(-2R Yemen (HD 


und wenn hier noch %k durch ki ersetzt wird’); 


1572) Paris M&m. 1 (1816 [18]), p. 141. Daß überhaupt die zu einer Funktion 
von x?-+- y? reziproke Funktion die Variabeln ebenfalls nur in dieser einen Ver- 
bindung enthält, also vom Polarwinkel unabhängig ist, ist aus ihrer Darstellung 
durch ein Doppelintegral nicht unmittelbar ersichtlich, folgt aber aus ihrer phy- 
sikalischen Bedeutung und ergibt sich auch analytisch, wenn man die von 
Poisson für den hier vorliegenden speziellen Fall benutzte Schlußweise auf den 
allgemeinen Fall anwendet. 

1573) Paris M&m. pres. 1, 1827 = Oeuvres (1) 1, p. 128 (von 1815). 

1574) Ib. p. 180 (von 1827). 
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fürk<1 


[fer ervemsu + nF — er 
0 





| J; fürk >1, 
(1129) RD He | 0 fürk<1 
fein (2% VEn) sin (6 + De N nloreniiibe 

4: Ya lasi 


Die Anwendung desselben Satzes auf die zu cos (VYa®+ y?) rezi- 
proke Funktion 


(1130) (a, y) = 2. (.foos (VE& + 7?) cos x& cos ynd&dn 
00 


bereitet Cauchy vor, indem er den als Funktion von &°-+ n? betrach- 


teten Faktor cos (VE 9?) durch seine Fouriersche Integraldar- 
stellung 


(1131) cos (Ver) — 2 ( feos (tY a) cosr(&” + m?) cos rada dr 


ersetzt und die Integrationen nach & und n mit Hilfe der Gleichungen 
(954) und (957) ausführt'?”®); so erhält er zunächst: 


(1132) 9, ff tY a) sin II -— cos za © da, 


und das formt er wieder in die unter dem Integralzeichen nur den 
einen Parameter 








enthaltenden Gestalten: 


23) a), f cos (2Y RER) cos & sin nd$.dy 


oder 
um) au f con (2Y/RREn) sin (E+ Mat 


um.'?") Der genannte Satz zeigt dann!’”), daß diese Funktion sich 


1575) Ib. p. 67, 160 (von 1815). 
1576) p. 161, 107. 
1577) p. 129. 
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aus der in (1055) definierten Funktion K(k) durch die Gleichung 


Ku 
16% 
(1135) 9%,Yy) = — 1 fe cos 6) cos 0d9 
ableiten läßt, wobei 
(1136) lsErız 
ist. 


S. D. Poisson behandelt die noch allgemeinere Annahme: 
a3) fo) exp (—eVr+ y') este’ + Y). 


Die zu dieser Funktion reziproke geht durch Einführung von Polar- 
koordinaten über in: 
27 © 


(1138) p(z, y) = uf fe (— ex) cos (te) cos (rg cosY)de dy. 
65 


Das entwickelt Poisson einerseits!?’®) nach steigenden Potenzen von {, 

wodurch er 
in onZ 

(1139) 9 (2, y) = (an)! dar 

erhält, unter Z die in (1123) definierte Funktion verstanden; anderer- 

seits!) führt er es auch durch die Substitution e = u? in 


2 


(1140) — NR al fe (— u?(g + ir cos y)) sin utdudy 
“0 


über, ersetzt das innere Integral durch seine Umformung (1063) und 
benutzt für diese ihre asymptotische Entwicklung nach fallenden Po- 
tenzen von t. 

Um von der in Nr. 86 behandelten Formel aus zu einem brauch- 
baren asymptotischen Ausdruck zu gelangen, benutzt Poisson'°®) den 
asymptotischen Ausdruck (1054) der Funktion X, so daß er auf 


27 3 
Leg t? | tdadv 
ir, re cos 4rcosw| Yr3 cos’w 


kommt; hier a er durch die Substitution cos® = (1 + w?)-! eine 





1578) Paris M&m. 1 (1816/18), p. 144. Poisson betrachtet statt der Funktion 
(1137) ihre Ableitung nach t, was etwas weniger übersichtlich ist. 

1579) Ib. p. 147. 

1580) Paris m&m. 1 (1816/18), p. 156. 
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neue Integrationsvariable ein und integriert dann wiederholt partiell. 
So erhält er auch für diesen Fall eine Entwicklung nach fallenden 


Potenzen von it, deren Anfangsglied ist: ‚ 
d® co i? v we vw 
a a Be 


Cauchy dagegen'’®!) benutzt als neue Integrationsvariable 
t? 
er (1 — cos9), 


zerlegt dann das Integrationsintervall in Teilintervalle und schätzt die 
Beiträge der einzelnen ab; so kommt er zu demselben Resultat. 


65. Die sogenannte Poissonsche Hilfsformel. A. M. Legendre 
hatte bei Gelegenheit seiner Untersuchungen über Kugelfunktionen 
durch Ausrechnung gezeigt’), daß für jede rationale ganze Funk- 
tion @ die Gleichung gilt: 





2 +1 +1 
(1141) SJSe (wu, +y1— wy1 — u? cos(”—%,)) duav—2x [G0)ag, 
0-1 1 


dieses Resultat hatte er dann auch auf beliebige analytische Funk- 
tionen übertragen.'?®) Bei $. D. Poisson"°®) erscheint es in der Ge- 
stalt: 


az 


(1142) /Sro cosp + hsinp cosq + k sinp sinu) sinp dp dq 
66 





rt 
n— 22 [VE FR + %2 c0s0) sind d$; 
0 


er führt den Beweis durch Transformation auf ein neues Polarkoordi- 
natensystem. Er nimmt es sogleich '°®) auch für den Fall in Anspruch, 


1581) Paris m&m. pres. 1 = Oeurres (1) 1, p. 243; von 1827. 

1582) Paris m&m. 1789 [an 2], p. 372 (von 1790). 

1583) Exerc. de cale. int. 2 (1817), p. 273 (publ. 1815). 

1584) Paris mem. 3 (1818[20]), p. 126; Bull. philomat. 1819, p. 113. In dem 
Beispiel, durch das @. Plana (Torino mem. 25 (1820), p. 150) dartun will, daß 
der Satz nicht allgemein richtig sei, liegt der Fehlschluß darin, daß er für das 
Integral 


2n 
fe cosu + y sinu cos v) dv 
0 
einen Wert benutzt, der nur für |ytgu|<(|«| richtig ist, während für |ytg«| 


>|«| dieses Integral divergiert. 
1585) Paris mem. 3, p. 132. 
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u 
öy’ 02 
treten, und deren Potenzen durch die entsprechenden höheren Diffe- 
rentialquotienten, also namentlich g’-+ h?-+%? durch den Laplace- 
schen Differentialoperator ö (II A 7b, Burkhardt und Meyer, Nr. 2) 
zu ersetzen sind. 

A. Cauchy**°) gewinnt die Gleichung (1142) als Umgestaltung 
eines speziellen Falles seiner in Nr. 66 zu besprechenden Hilfsformel; 
dabei gewinnt er zugleich die Verallgemeinerung: 


daß an Stelle von g, h, k die Differentiationssymbole ER 


2 n 


(1143) [free pchen“ u sinu du dv 
00 





Q 9° 





fr (vi +35 +2 0088 ) sin0.d0, 


0? — A cos?u + Bsin?u cos?v + Osin?u sin®v. 


wobei: 


In späteren Abhandlungen gibt er die noch etwas allgemeiner 
aussehende Reduktionsformel: 


ar 
(1144) SS® un Ze 23 [konn sin 0 d 
oder: 

2 n 








u Sfr erde a frac it 


dabei ist: 
u=rcosp, v—=rsinpcosg w=rsinpsingg P=gu+hv-+ ku, 
Q= Au’ + Bu? + Ow? + 2Dvw + 2Ewu + 2Fuv 


gesetzt, & bedeutet die Diskriminante der quadratischen Form Q°, 
K?° die zu ihr reziproke Form, geschrieben in 9, h, k als Veränder- 
lichen. Er erhält sie durch eine derjenigen linearen Transformationen, 
durch welche die quadratische Form Q auf eine Summe von Quadraten 
reduziert wird.1?®”) 


1586) J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 528. CO. @. J. Jacobi, J. f. Math. 10 
(1833), p. 106 = Werke 3, p. 166 zeigt, daß sich diese allgemeinere Formel durch 
eine einfache Substitution aus der speziellen (1142) ergibt. 

1587) Exerc. de math. 5 (1830) = Oeuvres (2), p. 387 bedient sich Cauchy 
einer sukzessiven Reduktion, indem er zunächst diejenigen Glieder, die « ent- 
halten, zu einem vollständigen Quadrat ergänzt, dann diejenigen, die nach dieser 
Umformung noch v? und vw enthalten; Paris ©. R. 13 (1841), p. 38 = Oeuvres 
(1) 6, p. 222 und mit geometrischer Deutung der auftretenden Größen einer ortho- 
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E. Catalan'°®®) gibt die folgende Verallgemeinerung der Poisson- 
schen Formel auf beliebig viele Variable: 
(r-1) 


(1146) J» (mz, + my, + + m,?,) da, da; -day.; 


In 





n—i 


® ve, Som + my? +++ + m,? 6056) sin*-?0.d9, 











dabei ist links über alle reellen Werte von 2,,25,-:-, ©,_, zu inte- 
grieren, die der Bedingung 


he u Pe 


genügen, und für x, sind die beiden durch: 


write +2) 
definierten Werte zu nehmen. 
E. J. Nanson“°®®) hat die allgemeine Formel: 


ud 


Zepl 7 22? ” 
ı en) (2) "du = —— — f 9 (k cos 6) sin"-20 d9, 
r(*—) abps 
in der die Summen von p=1bisp=n zu erstrecken sind, 
= 23,5, 28, —1 
ist und dw das Element dieser (na — 1) dimensionalen sphärischen 
Mannigfaltigkeit bedeutet. Aus ihr ergeben sich für n = 3 die Formel 


von Cauchy, für b,—= 1 die von Boole. 
P. L. Tschebyscheff"°°°) gibt ohne Beweis eine sehr allgemeine 





gonalen Substitution Paris C. R. 13 (1841), p. 97 = Oeuvres (1) 6, p. 232. Letz- 
teres Verfahren reproduziert Moigno, Legons 2 (1844), p. 230. — An der erstge- 
nannten Stelle schickt er eine analoge Diskussion eines eine quadratische Form 
mit zwei Variabeln enthaltenden Integrals voraus, bei der aber keine Reduktion 
der Zahl der Integrationen, nur eine Umformung erzielt wird. 

1588) Journ. de math. 6 (1841), p. 81. Für die Bestimmung des rechts vor 
dem Integralzeichen stehenden Faktors beruft sich Catalan 'auf eine früher von 
ihm gegebene Formel; R: L. E. [Ellis]? (Cambr. math. j. 4, (1844), p. 64) gibt 
eine einfachere Bestimmung durch Einführung von Polarkoordinaten. — Die 
Kritik von @. Boole (Cambr. math. j. 3, (1843), p. 278; vgl. auch 4, (1843), p. 26) 
übersieht, daß Catalan ausdrücklich auch über negative Werte der Koordinaten 
integriert; will man das nicht, so muß man freilich eine kompliziertere Formel 
aufstellen. 

1589) Mess. of math. (2) 26 (1897), p. 119. 

1590) J. de math. 8 (1843), p. 235. 

Encyklop. d. math. Wissensch. II 1, 76 
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Umwandlungsformel, aus der sich die Formeln von Liouville (Dirich- 
let?) und Cauchy Nr. 66 als spezielle Fälle ergeben. 

E. Catalan“”®') gibt von Tschebyscheffs allgemeiner Formel einen 
Beweis mit Hilfe der Darstellung von f(@z, + 2, + ---) durch ein 
Fouriersches Integral. 

Eine einfache geometrische Bedeutung hat der Beweis der Poisson- 
schen Formel (1142) durch W. Roberts'5??) erfahren. 


66. Eine Hilfsformel von Cauchy. Verwandt mit der Poisson- 
schen Formel ist eine von A. Cauchy'°®?) gegebene Umformung des 
Integrals: 

(n) 


(1148) Sre+#+ +.) cos$a cosnß + --da dP. 


Er ersetzt in ihm die Funktion f durch folgende Form ihrer Fourier- 
schen Integraldarstellung: 


a1) f@)—* ff eos (2 — Hr) fl) rdr0a0; 


die Integrationen nach «, ß,... lassen sich dann mit Hilfe der Glei- 
chung (956) ausführen, und es bleibt: 


(1150) aya® | feos("7 — 0% JUEN 2 te: a fe )rdr ie ei 
00 


also eine Funktion nur vns=&®+n°+... Ist n eine ungerade 
Zahl, so läßt sich auch noch die Integration nach # mit Hilfe der 
Gleichung (956) und der aus ihr durch partielle Integration hervor- 
gehenden ausführen; eine etwas andere Anlage der Rechnung liefert 
das Resultat in der Gestalt!%?®): 





n—i Ds 
2 


(1151) (= Ber 'ı f eos(@Ys)f(«) de, 


ds ? -» 





die für n—= 3 durch Einführung von Polarkoordinaten in die Poisson- 
sche Formel (1142) übergeht. — Für n=2 läßt sich das Resultat 


1591) Ib. p. 239. 

1592) Ib. 11 (1846), p. 210. 

1593) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 521. 
1593®) p. 527. 

1593®) p. 530. 
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noch in die folgende Gleichung überführen: 


+0 + to +0 


1592 | [tun)sinveost Mana [ f(u?+ v?) cos&u cosnyv du dv. 
ie 


Anwendungen trigonometrischer Reihen und Integrale. 


VI. Integration partieller Differentialgleichungen mit zwei unabhän- 
gigen Veränderlichen, 


67. Integration partieller Differentialgleichungen durch Reihen, 
die nach den sukzessiven Ableitungen willkürlicher Funktionen 
fortschreiten.'°®*) Wählt man in der II A 5, von Weber, Nr. 11, p.313 
dargestellten allgemeinen Lösung der nicht homogenen linearen par- 
tiellen Differentialgleichung I. O. zwischen drei Variabeln die beiden 
Funktionen f,, f, so, daß jede von ihnen nur zwei von den Variabeln 
enthält, und löst dann nach der abhängigen Variabeln auf, so er- 
scheint diese allgemeine Lösung einer solchen Gleichung in der Gestalt 


(1153) u=F(ö(fa,y)), 2). 


Von dieser Analogie geleitet hat man auch das allgemeine Integral 
einer derartigen Gleichung II. O. zuerst in der Form gesucht: 


(1154) u=F(dlf(, N), P(fs®, Y)), x), 


in der F', f, /, zu bestimmende, ®, % willkürlich bleibende Funk- 
"tionen ihrer Argumente bedeuten sollten. Den einfachsten Fall einer 
derartigen Integration gab die d’Alembert-Eulersche Form des In- 
tegrals der Differentialgleichung der Saitenschwingungen (482), bei der 


115) Kay=ı+ty haha )=r—y,F®,W%,)=0+% 


war. Man erkannte aber bald, daß eine derartige Lösung nur in sehr 
speziellen Fällen möglich ist. L. Euler hat dann Fälle gefunden, in 
welchen der Ausdruck des allgemeinen Integrals außer den beiden 
willkürlichen Funktionen ®, % noch ihre ersten Ableitungen enthält, 
z. B. integriert er'°®) die Gleichung der kugelförmigen Flüssigkeits- 
wellen 


(1156) Bröu+E—n 


da PD r? 


1594) Wegen der Integration durch Potenzreihen vergleiche man IIA5, von 
Weber, Nr. 1, p. 296. 


1595) Berl. hist. 1759 [66], p. 210; Taur. misc, 2 (1760/61), p.8 = Oeuvres de 
Lagrange 14, p.186. Umständlicher bei Ch. Brooke, J. f. Math. 13 (1835), p. 260. 
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durch: 

1157) Pru=bdr +) — rP(r HH) + Pr —Y—r Pr —1t). 
Weiter'°®®) sucht er dann Fälle, in welchen außer den ersten Ablei- 
tungen noch höhere auftreten, und kommt so schließlich dazu, daß 
er das Integral in Form einer unendlichen Reihe ansetzt, die nach 
den sukzessiven Ableitungen der willkürlichen Funktionen fortschreitet. 
2. B. integriert er"°?”) die Gleichung: 


0°? 0? —1 
(1158) a Ze 
durch eine Reihe: 
(1159) ud A,anton(c +0), 
n=1 


die nur abbricht, wenn m eine negative ganze Zahl ist. Neben diese 
Form des Integrals stellt er dann noch eine andere, die statt der 
sukzessiven Ableitungen der willkürlichen Funktionen ihre sukzessiven 
Integrale enthält.'°®®) Diese letztere ist dann namentlich von P. 8. de 
Laplace benutzt und fortgebildet worden. Euler hatte!5®) den allgemei- 
nen Fall der linearen Differentialgleichung II. OÖ. mit zwei unabhän- 
gigen Veränderlichen durch Einführung der in (1155) mit f,, fs be- 
zeichneten Funktionen als neue unabhängige Variable auf die Form 
reduziert: 
ou 


ou eu 


Das allgemeine Integral dieser Gleichung gibt Laplace zunächst !%) in- 
der Gestalt: 


(1161) u FR 14," oWar +B,of" woar], 


in der ®, % die willkürlichen Funktionen bedeuten, während die 
Funktionen A,, B, sich in bestimmter Weise durch sukzessive Inte- 
grationen aus den Koeffizienten der Gleichung ableiten. 


1596) Taur. mise. 3 (1762/65), p 32. 

1597) Ib. p. 69; reproduziert von Lacroix, Traite 2 (1814), p. 645. 

1598) Taur. misc. 3, p. 184. 

1599) Instit. cale. integr. 3, Petrop. 1770, p. 261. Vgl. auch IIA 5, von Weber, 
Nr. 58, p. 384. Zu dieser Reduktion sowie zu weitergehender auch für Fälle von 
5 unabhängigen Variabeln aber nur mit konstanten Koeffizienten vgl. auch 
S. Earnshaw, Phil. mag. (3) 35 (1849), p. 24. 

1600) Paris hist. 1779[82] = Oeuvres 10, p. 54. Der zweite Bestandteil der 
Lösung entsteht aus dem ersten, indem man die in diesem durch die willkür- 
lichen Integrationskonstanten- eingeführten Bestandteile zusammenfaßt; so (für 
den Fall M=N=T=0, L= const.) bei Poisson, chaleur p. 147. 


\ 
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Für den Fall, daß die Koeffizienten der Gleichung nur die eine 
unabhängige Variable x nicht enthalten, ist die Untersuchung dieser 
Form des Integrals von Brisson weitergeführt worden. Er findet!°%), 
daß dann der die eine willkürliche Funktion ® enthaltende Bestand- 
teil des Integrals geschrieben werden kann: 

1 0RW dröle) h oW 
(1162) DE Er o(@ +5); 
n=0 
dabei muß W derjenigen gewöhnlichen Differentialgleichung genügen, 
die aus der gegebenen dadurch hervorgeht, daß man die symbolischen 


Potenzen von 3 durch die wirklichen von « ersetzt; und die zweite 


Form ist so zu verstehen, daß nach Potenzen von 4 entwickelt und 


dann diese Potenzen durch die entsprechenden höheren Ableitungen 
von W ersetzt werden sollen. Hängen die Koeffizienten der gegebenen 
Differentialgleichung auch von der anderen Variabeln y nicht ab, so 
kann W gleich exp (ßy) genommen werden, wo dann ß mit « durch 
eine determinierende Gleichung verbunden sein muß. Läßt sich diese 
Gleichung in lineare Gleichungen spalten, so entspricht jedem solchen 
Faktor ein Integral der Form 02); 


(1163) u e*+Pv D(bx — ay); 


und in dieser kann noch unbeschadet der Allgemeinheit «@—=0 ge- 
nommen werden. 

Der Ausnahmefall, in welchem die Gleichung nicht auf die Form 
(1160), sondern auf die Form 


; 0°: 2 7 
(1164) at MEN EHtLe+T=0 


gebracht werden kann, entzieht sich dieser Untersuchung; und man 


1601) J. Ee. polyt. cah. 14 (1808), p. 204 (von 1804); von p. 226 an ent- 
sprechende Formeln für Differentialgleichungen mit mehr als zwei unabhängigen 
Variabeln. Einfachere Darstellung im Nachtrag von 1807, p. 254: Da die Ko- 
effizienten der Ableitungen von ®(x) von der Wahl dieser Funktion unabhängig 
sind, so kann man behufs ihrer Bestimmung ®(x) zu exp (««) spezialisieren. 

1602) p 211. — Die von Brisson p. 213 speziell behandelten Gleichungen 


der Form 
ru 
th 
Dir 02° öy” 


lasssen sich auf Gleichungen mit konstanten Koeffizienten zurückführen, indem 
man log x, log y als unabhängige Veränderliche einführt. 
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scheint in der Tat eine Zeitlang geglaubt zu haben, das allgemeine 
Integral lasse sich in diesem Fall überhaupt nicht so darstellen, daß 
eine willkürliche Funktion explizite in ihm auftritt. Erst P. Paoli!%®) 
hat wenigstens für die Voraussetzungen, daß 7 = 0), die andern Koeffi- 
zienten konstant sind, eine zu (1162) analoge Darstellung gegeben. Er 
gibt das Integral zunächst in der Form: 


(1165) - bi A,@)PR) +B,@) FM}; 


die A,, B, bestimmen sich dabei analog wie oben durch sukzessive 
Integrationen, ausgehend von 


(1166) Ayla) = e**, B,(a) = 
wenn «, ß die beiden Wurzeln der Gleichung 
(167) Me 0 


bedeuten. Sind diese einander gleich, so ist B,(x) = xe*” zu nehmen, 
und man erhält dann einfach 1%); 


(1168) De et wog) 


also dasselbe Resultat, wie wenn man nach Abspaltung des Faktors 
e“” den andern Faktor nach Potenzen von x entwickelt hätte. An- 
dererseits könne man zu solchen Entwicklungen auch von der Be- 
merkung aus gelangen, daß der Gleichung durch e”*+”? genügt werde, 
wenn m und n durch die Gleichung m® + Mm + Nn + L=0 ver- 
bunden sind 10); wenn man hier e”” nach Potenzen von » in die Reihe 
Dion! entwickle, so erhalte man ein Integral der Form 


(1169) D Ane—=D) 4,0%), (00 =), 


und da dieses der Gleichung für jedes n genüge, wenn ®(t) den an- 
gegebenen Wert habe, so müsse es ihr auch genügen, wenn man statt 
dessen eine beliebige Funktion ®(f) setze. Die zweite Wurzel der 
Gleichung für m gebe eine zweite Lösung mit einer zweiten willkür- 
lichen Funktion. Näher liege es, umgekehrt e"‘ nach Potenzen von m 
zu entwickeln; aber er meint, dann erhalte man nicht das allgemeine 
Integral, da nur eine willkürliche Funktion auftrete. 








1603) Mem. soc. ital. 10 (1803), p. 251. 

1604) p. 256. 

1605) p. 257. Er beruft sich p. 258 ohne nähere ps auf Andeutungen 
Condorcets. Für «= Pß p. 260. 
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68. Allgemeines über Integration durch Reihen von Elemen- 
tarlösungen. Mit dieser letzten Formulierung mündet der in der 
vorigen Nummer verfolgte Gedankengang in einen andern ein, der 
von den in Nr. 26 besprochenen Untersuchungen ausgeht. Diese 
haben zu folgendem allgemeinen Ansatz für die Behandlung von Pro- 
blemen der Schwingungen kontinuierlicher Systeme geführt: man be- 
stimme zuerst, physikalisch zu reden, „einfache harmonische Schwin- 
gungen“, d. h. mathematisch zu reden, partikuläre Integrale der Diffe- 
rentialgleichung in der Gestalt von Produkten, deren einer Faktor 
eine trigonometrische Funktion — Sinus oder Kosinus — der noch 
mit einer Frequenzzahl multiplizierten Zeit, der andere eine trigono- 
metrische Funktion der Raumkoordinaten ist. Man bemerkte auch 
bald!°0%), daß der scheinbar allgemeinere Ansatz: „u gleich dem Pro- 
dukt aus einer Funktion der Zeit allein in eine Funktion der Raum- 
koordinaten allein“ nicht weiter führt; wird ein derartiger Ausdruck 
in die Differentialgleichung eingesetzt, so kann sie so umgeschrieben 
werden, daß auf der einen Seite nur Größen stehen, die vom Orte, 
auf der andern nur solche, die von der Zeit unabhängig sind; und 
eine solche Gleichung kann nur bestehen, wenn beide Seiten weder 
vom Orte, noch von der Zeit abhängen. So erkennt man, daß jeder 
der beiden Faktoren eines solchen partikulären Integrals für sich 
einer Differentialgleichung genügen muß. Die Gleichung für den von 
der Zeit abhängigen Faktor läßt sich in denjenigen Fällen, mit wel- 
chen wir es hier zu tun haben, nur durch Exponentialfunktionen der 
je nach Umständen mit einer reellen oder rein imaginären Konstanten 
multiplizierten Zeit befriedigen. Der andere Faktor muß dann der- 
jenigen Differentialgleichung genügen, die aus der gegebenen dadurch 
or 
ot 
chenden Potenzen jener Konstanten ersetzt.) 

Enthält dieser andere Faktor noch mehrere unabhängige Variable 
(mehrere Raumkoordinaten), so kann man auf ihn dasselbe Verfahren 
nochmals anwenden: Man kann versuchen, der Differentialgleichung, 
die er erfüllen muß, durch ein Produkt von Funktionen zu genügen, 
deren jede nur von einem Teil der Raumkoordinaten abhängt. Wenn 
das überhaupt möglich. ist, muß jede dieser Funktionen wieder für 


hervorgeht, daß man die Differentialsymbole durch die entspre- 


1606) So bei L. Euler, Petrop. n. comm. 10 (1764[66]), p. 247; dann bei 
J. Fourier, Theorie Nr. 167 = Oeuvres 1, p. 145. 

1607) Diese Formulierung (nur mit Vertauschung von Raum und Zeit) bei 
4A. Cauchy, J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 546 = Oeuvres (2) 1, p. 310; die Sache 
selbst ist schon vorher bekannt gewesen. 
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sich einer Differentialgleichung genügen. Dieses Verfahren ist zuerst 
von L. Euler'°®) bei Gelegenheit des Problems der Schwingungen einer 
Membran benutzt worden, dann von Jakob II Bernoulli'°) bei dem 
Versuch, die Schwingungen einer Platte in Angriff zu nehmen, von 
A. M. Legendre'®'°), in der Potentialtheorie, wo es auf Entwicklungen 
nach Kugelfunktionen führt; endlich in der Theorie der stationären 
Wärmeströmung bei P. S. de Laplace'*") und bei J. Fourier!*"?). Eine 
derartige Lösung der vorgelegten Differentialgleichung, die als Produkt 
von Funktionen von nur je einer Variabeln erscheint, soll im folgen- 
den als eine Elementarlösung bezeichnet werden.'°1?) 

Hat die vorgelegte Diffentialgleichung konstante Koeffizienten, so 
gilt dasselbe von den einzelnen gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
die bei diesem Verfahren die einzelnen Faktoren der Elementarlösung 
bestimmen; jeder dieser Gleichungen wird also wieder durch Expo- 
nentialfunktionen (reellen oder imaginären Arguments) genügt, und 
die Elementarlösung selbst erscheint dann in der Form: 


(1170) exp (et + Br +yy+:-'). 


Die Koeffizienten «, ß, y,... sind dabei durch eine algebraische Glei- 
chung („aequatio vicaria“) verbunden, die aus der gegebenen Differen- 
tialgleichung dadurch hervorgeht, daß man die Ableitungen der zu 
bestimmenden Funktion durch die entsprechenden Produkte von Po- 
tenzen dieser Koeffizienten ersetzt. Diese Formulierung erscheint für 
die Gleichung 

(1171) SEM ce 

dx0y 

bei L. Euler‘), für andere Gleichungen mit nur zwei unabhängigen 
Veränderlichen gelegentlich bei P. Paoli!%) und bei B. Brisson °P), 


1608) Petrop. n. comm. 10 (1764[66]), p. 247 für kartesische, p. 255 für Polar- 
koordinaten. Vgl. auch seinen Brief an Lagrange von 1759, Oeuvres de Lagrange 
14, p. 164. 

1609) Petrop. n. acta 1787[89], p. 197. 

1610) Paris hist. 1789 [an II], p. 426 (von 1790); vgl. im übrigen IIA5, 
Wangerin, Nr. 11, p. 711. 

1611) Bull. philomat. 1820, p. 84 = Oeuyvres 13, p. 213; Connaiss. des temps 
pour 1823 [20], p. 250; Me&canique celeste, Livre 11, Paris 1823 = ÜOeuvres 5, p. 88. 

1612) Theorie Nr.167 = Oeuvres 1, p.145 (nicht in der Preisschrift vou 1811). 

1613) Im Anschluß an die Terminologie einer Vorlesung von F. Klein, 
1889/90. Bei Fourier (Theorie Nr. 428, 7’—= Oeuvres 1, p. 528) findet sich ein- 
mal der Ausdruck „Mouvements simples“ in diesem Sinne gebraucht. 

1614) Instit. cale. integr. 3, Petrop. 17, p. 222. 

1615) Mem. soc. ital. 10 (1803), p. 257. Er beruft sich p. 258 ohne nähere 
Angabe auf Andeutungen Condorcets. 
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allgemein in einer nachgelassenen Abhandlung von L. Euler”). Dann 
bei Fourier an vielen Stellen der Theorie de la chaleur.'#) Auch 
$. D. Poisson geht bei seinen Untersuchungen regelmäßig"®'?) von ihr 
aus, soweit er nicht das in Nr. 73 zu besprechende Verfahren ver- 
wendet. Auch @.@. Stokes glaubt noch an die Allgemeinheit der so 
erhaltenen Lösung.) In die Lehrbücherliteratur ist diese Auffassung 
von (©. B. Navier eingeführt worden!®), dann auch von J. M.C. 
Duhamel'‘2?) und A. Cournot!°?). 

Was übrigens die Frage betrifft, ob der Zerlegung des mathe- 
matischen Ausdrucks für die Schwingung in die einzelnen Glieder der 
Reihe die physiologische Zerlegung eines zusammengesetzten Tones 
in seinen Grundton und dessen harmonische Obertöne durch das Ohr 
entspricht, so ist diese Frage schon von D. Bernoulli!?*) bejaht, da- 
gegen von d’Alembert‘?), von Lagrange'‘) und noch später von 
J. M. ©. Duhamel'®?") verneint worden. Später gibt Duhamel weitere 
Ausführungen.'‘?®) 


69. Ausgezeichnete Lösungen und Eigenfunktionen. Der in der 
vorigen Nummer besprochene Ansatz gibt noch keinen Aufschluß 
darüber, welche Werte der dort noch unbestimmt bleibenden Para- 


1616) J. Ec. polyt. cah. 14 (1802), p.220. Er meint selbst dazu (p. 221): Aus 
der Tatsache, daß sich das allgemeine Integral als eine Summe solcher Parti- 
kularlösungen darstellen lasse, erkläre sich, daß D. Bernoulli aus seiner Form 
der Lösung des Problems der Saitenschwingungen alle physikalisch interessanten 
Eigenschaften dieser Erscheinung ebenso vollständig habe ableiten können wie 
d’Alembert und Euler aus der ihrigen. 

1617) Petersb. M&m. 4 (1811 [13]), p. 45 (von 1779). 

1618) Vgl. namentlich die allgemeine Ausdehnung Nr. 428, Oeuvres 1, p. 526. 

1619) Bull. philomat. 1815, p. 164; 1817, p. 183; 1822, p. 81; Paris M&m.1 
(1816 [18]) p. 83; 3 (1818[20]), p. 171; J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 370; Meca- 
nique (2) p. 353; Chaleur p. 363, 381. 

1620) Cambr. Trans. 7, (1842), p. 442 = papers 1, p. 4; auch ib. 8, (1847), 
p. 444 = 1, p. 202. 

1621) Legons 2 (1840), p. 149. 

1622) Cours d’Analyse 2 (1840), p. 179. 

1623) Theorie des fonctions 2 (1841), p. 401, 402. 

1624) Berl. hist. 1753[55], p. 152, 188. 

1625) Opuscules math. 1, Paris 1761, p. 61. 

1626) Taur. misc. 1 = Oeurvres 1, p. 141. 

1627) Paris C. R. 10 (1840), p. 13. Er glaubte experimentell festgestellt zu 
haben, daß eine Saite oder Platte, wenn sie einen zusammengesetzten Klang 
hören lasse, in Teile zerfalle, von denen jeder mit einer anderen Schwingungs- 
zahl schwinge. 

1628) Ib. 27 (1848), p. 457; Phil. Mag. (3)34 (1849), p. 415; Ann. chim. phys. 
(1848), p. 45. Er schrieb die Idee Saveur zu. 
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meter zur Bildung der Elementarlösungen benutzt werden sollen; das 
kann erst entschieden werden, wenn noch weitere Bedingungen ge- 
geben sind.'%®) Reden wir zunächst nur von Gleichungen mit zwei 
unabhängigen Variabeln x, it, so kommt vor allem der Fall in Frage, 
daß die Bedingungen folgendermaßen lauten: Für alle oder doch alle 
positiven Werte der einen Variabeln # und für zwei verschiedene Werte 
der andern, sagen wir 2=(0 und z—=a soll 
entweder u= 0 sein (erste Randbedingung),%®) 


oder 2 —= (0) (zweite Randbedingung), 
oder hut n — ( (dritte Randbedingung), 


oder endlich es soll: 


Wut Uyaar 02) be. 


sein (Periodizitätsbedingung). (Dabei können die drei ersten Bedin- 
gungen an den beiden Endpunkten beliebig miteinander kombiniert 
sein, und es kann auch, wenn an beiden Enden die dritte Bedingung 
gilt, die Konstante } an ihnen verschiedene Werte haben.) Man kann 
dann nämlich die Elementarlösungen so wählen, daß sie einzeln diesen 
Bedingungen genügen. Die so fixierten Elementarlösungen der par- 
tiellen Differentialgleichung nennt man wohl die zu den betreffenden 
Nebenbedingungen gehörenden ausgezeichneten Lösungen; die in ihnen 
enthaltenen nur von x abhängenden Faktoren neuerdings die Eigen- 
funktionen'‘®') des Problems. Als solche Eigenfunktionen ergeben sich 
in den einzelnen Fällen die folgenden: 


1629) Ganz unklar sind die Auseinandersetzungen, durch die J. Challis, ohne 
von Grenzbedingungen zu reden, dartun will, daß sinnx „die primäre Form“ 
für die Integration der Gleichung der Saitenschwingungen sei (Phil. mag. 2, 6 
(1829), p. 299, Cambr. trans. 3,, 1830, p. 280; vgl. auch das Referat Bull. Fe- 
russac 16 (1831), p. 237). Über die Integration partieller Differentialgleichungen 
durch trigonometrische Reihen vgl. auch die Darstellung bei A. Cournot, Theorie 

des fonctions 2 (1841), p. 411. 

1630) Der Fall, daß an beiden Enden die Bedingung «= einer von O ver- 
schiedenen Konstanten b vorgeschrieben ist, läßt sich, wenn die Differential- 
gleichung die Funktion nicht selbst, sondern nur ihre Ableitungen enthält, durch 
die Substitution von «— b als neuer Unbekannten auf den im Text behandelten 
zurückführen. Der Fall, daß u an beiden Enden verschiedenen Konstanten gleich 
sein soll, läßt sich mit Hilfe des Superpositionsprinzips reduzieren, indem man 
erst eine von t unabhängige Lösung sucht die dieser Bedingung genügt; so bei 
G.S.Ohm, Die galvanische Kette, Berlin 1827 (= Ges. Abh. p.149), und bei Poisson, 
chaleur p. 271. 

1631) Wohl von D. Hilbert zuerst eingeführt, Gött. Nachr. 1904, p.51. Die 
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Für &—=0 und für = der ersten Randbedingung genügt 
sinnz, wenn n eine ganze Zahl ist. 

Für <= 0 und für »—» der zweiten Randbedingung genügt 
cosnz, wenn n eine ganze Zahl ist. 

Für 20 der ersten, fir = der zweiten Randbedingung 
genügt sinnz, wenn n ein ungerades Vielfaches von 4 ist. 1632) 

Für 2=0 der zweiten, für —=x der ersten Randbedingung 
genügt cosnz, wenn n ein ungerades Vielfaches von 4 ist. 

Für £—=0 der ersten, für —=1 der dritten Randbedingung 
genügt sin A,x, wenn 4 eine Wurzel der determinierenden Gleichung 
(683) ist. 

Für <= 0 der zweiten, fir —=1 der dritten Randbedingung 
genügt cos Az, wenn A, eine Wurzel derselben Gleichung ist. 

Für —=1 der dritten Randbedingung mit einem Wert 2h, der 
Konstanten h, für x — 0 derselben Bedingung, aber mit einem andern 
Wert — 2h, der Konstanten genügt der Ausdruck (682), wenn A, 
eine Wurzel der Gleichung (680) ist. 

Der Periodizitätsbedingung für a—=2= genügt der Ausdruck 
Acosnz-+ Bsinnz, wenn n eine ganze Zahl ist, welches auch das 
Verhältnis der beiden Konstanten A, B ist. 

Bei andern Aufgaben treten noch kompliziertere Randbedingungen 
oder auch „Übergangsbedingungen“ d. h. Bedingungen an einer inne- 
ren Stelle des Intervalls auf; soweit man dann überhaupt noch mit 
trigonometrischen Funktionen zu tun hat, kommen die in Nr. 43 
erwähnten determinierenden Gleichungen und Eigenfunktionen in Be- 
tracht.!#°®) 


Eigenfunktionen sind durch ihre Definition im allgemeinen nur bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmt; es ist bei den trigonometrischen Funktionen nicht 
wie bei allgemeineren bequem, diesen Faktor durch die Forderung festzulegen, 
daß die Integrale der Quadrate der Eigenfunktionen, genommen über das in 
Betracht kommende Intervall, alle den Wert 1 bekommen. 

1632) So z. B. bei Navier, Bull. philomat. 1825, p. 180; bei Poisson, Meca- 
nique 2, p. 321. 

1633) Soll z. B. die Gleichung 


2 2 

er a (n "'— 2) für h-k<a<h, 
2 

er (2) für h<z<h+l 


unter den Übergangsbedingungen 


An ET 
da da a Hat 
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Verschiebung des Anfangspunkts der Koordinaten und Verände- 
rung des Maßstabes ändert die Form der Eigenfunktionen. Wird z. B. 


(— - ++ z) als das Intervall genommen, an dessen beiden Enden 


die erste Bedingung erfüllt sein soll, so treten die Kosinus der un- 
geraden und die Sinus der geraden Vielfachen des Arguments als 
Eigenfunktionen auf.'°#) 

Unter Umständen fällt ein Teil der Eigenfunktionen dadurch 
weg, daß noch Symmetriebedingungen auftreten; so kommen, wenn in 
dem eben angeführten Fall verlangt wird, daß man nur mit geraden 
Funktionen des Arguments zu tun haben will, nur die Kosinus der 
ungeraden Vielfachen des. Arguments in Frage.'®°) 


und den Randbedingungen 


ZU RRN NE RA /STERR, WR 
0x 
PR) 
Ep =0 für s=h-Hl 


integriert werden, so besteht das ausgezeichnete Lösungssystem aus 2 Funktionen, 
von denen die eine für das eine, die andere für das andere Intervall gilt. Aus- 
gezeichnete Lösung ist nach Poisson (Paris m&m. 10 (1831), p. 323 (von 1825)): 


uw= a?(Acosıt-+ BsinAt) cosl&, cos (6x +$k— Eh), 
v—=a,?(Acosit-+ Bsinit) cosk& cos ae 
wobei A, &, ” den Gleichungen 


- HN tn th) 
a*& cosl&, sink&+ a,?&, sinl&, coskö=0 
genügen müssen. Vgl. Note 1714. 

1634) So bei dem von J. J. Fourier (Paris M&m. 4 (1819/20 [24]) (Preis- 
schrift von 1811), p. 250; Theorie de la chaleur Nr. 166 — Oeuvres 1, p. 144) be- 
handelten Problem der stationären Wärmeströmung in einem rechteckigen Strei- 
fen, d. h. der Integration der Differentialgleichung 


für das Gebiet 0 <y< m, x > 0, wobei x dieselbe Rolle spielt wie im Text t. 
— Bei dem Problem der Wasserwellen mit einer Raumkoordinate, d. h. der In- 
tegration der Gleichung 

out ou 


ot! + da: = 


sind die Elementarlösungen exp (+YAt) cos Ax, exp (+Y At) sin Ax durch die 
Bedingung der Endlichkeit bei t—= + 00 ausgeschlossen; die mit dem Faktor 
exp (— Y% t) lassen sich nur durch gleichzeitige Berücksichtigung der Ausbrei- 
tung der Wellen in die Tiefe ausscheiden (A. Cauchy, Paris Me&m. 1 (1827) (von 
1815) = Oeuvres (1) 1, p. 58). 

1635) Vgl. Note 495. Durch Rechnen mit Symbolen abgeleitet von D. F. 
Gregory, Camıbr. math. j. 1, (2. Aufl. 1846), p. 116. 
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Der von t abhängige Faktor, der mit der Eigenfunktion zusam- 
men die ausgezeichnete Lösung der partiellen Differentialgleichung 
bildet, enthält je nach der Ordnung der höchsten in letzterer auf- 
tretenden Ableitung nach ? noch eine oder mehrere willkürliche Kon- 

stante, und zwar in denjenigen Fällen, mit welchen wir hier zu tun 
_ haben, linear. Unter Umständen bestimmt sich ein Teil von diesen 
durch die Forderung, daß die ausgezeichnete Lösung bei t—= & end- 
lich bleiben soll.1#%) Ist das nicht der Fall, so kann man einen Teil 
der konstanten Faktoren mit in die Definition der partikulären Inte- 
grale p,, %, so hineinnehmen, daß diese den Anfangsbedingungen 


p,(0) wrx 1, 9, (0) = 0, ie 
v,(0) ee 0, v, (0) = 1, RS 


genügen. Aus den so gebildeten Partikularlösungen kann dann eine 
allgemeinere in der Form 
cos 

; 4,9, ) + Bv,d+::-- 
(1172) > 94) Bu 0+ Verlae 
zusammengesetzt werden; und zwar ohne weiteres, wenn die Anzahl 
der Glieder der Summe eine endliche ist, während bei einer un- 
endlichen Reihe die Bedingung, daß sie hinlänglich oft gliedweise diffe- 
rentiiert werden darf, ausdrücklich in die Voraussetzungen mit aufzu- 
nehmen ist. Soll dann eine Lösung der Form (1172) so bestimmt 
werden, daß den „Anfangsbedingungen“ 


> fo(&), 
(1173) (> f.(@) 


genügt wird, so verlangt das, daß die Funktionen fo, fi,... in Reihen 

der Form 

1174 wy14l0, ah OR harae ia 

DEE 2 aa 

entwickelt werden, worüber nach den Sätzen des ersten Teils zu ent- 

scheiden ist. | 
Die Idee dieser Methode nicht nur, sondern auch die klare Er- 

kenntnis ihrer prinzipiellen Wichtigkeit gehört D. Bernouli'®”), wirk- 


1636) So in dem P. [ Poisson] gezeichneten Referat über Fouriers Abhandlung 
von 1807, Bull. philomat. 1 (1808), p. 114 — Oeuvres de Fourier 2, p. 218; dann 
in der Preisschrift von 1811, Paris M&m. 4 (1819/20 [24]), p. 253 und Theorie 
Nr. 168 — Oeuvres 1, p. 145. Vgl. übrigens Note 581. 

1637) Vgl. die in Nr. 26 zitierten Stellen, namentlich die Wendungen 
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lich verwendbar ist sie aber erst geworden, seitdem J. J. Fourier !%®) 
einerseits durch Heranziehung der bereits von anderen Gedankenketten 
her bekannten Entwicklungen spezieller Funktionen in trigonometri- 
sche Reihen ihre Brauchbarkeit zur Lösung spezieller Aufgaben, an- 
dererseits durch Heranziehung der ebenfalls bereits vorhandenen Dar- 
stellung der Koeffizienten solcher Entwicklungen durch bestimmte 
Integrale ihre allgemeine Tragweite dargetan hat.!°°°) 

Wieweit Fourier dabei etwa von dem Vorbild der Laplaceschen 
Theorie der Entwicklung einer Funktion des Ortes auf der Kugel 
nach Kugelfunktionen beeinflußt war, wird sich um so weniger sagen 
lassen, als Laplace in seinen früheren Arbeiten!#P) betreffend den 
Grad der Allgemeinheit dieser Entwicklungen sich immer nur sehr 
unbestimmt ausgedrückt und erst!%!) nach dem Bekanntwerden von 
Fouriers Untersuchungen einen Beweis der Konvergenz der Reihe zu 
geben wenigstens versucht hat. 

Zur Behandlung nichtlinearer Differentialgleichungen nach dieser 
Methode hat bereits @. Libri!#?) einen Anfang gemacht, und zwar 
für das Wärmeleitungsproblem, wenn nicht das Newtonsche, sondern 
das Dulong-Petitsche Erkaltungsgesetz angenommen wird. Für den 
Fall eines linearen Leiters ist dann die Differentialgleichung 

Du u 
(1175) ad —1l1=0 
zu integrieren; indem er annimmt, Ö sei eine kleine Größe und die 
Lösung lasse sich nach Potenzen von ihr entwickeln, erhält er für die 
einzelnen Glieder dieser Entwicklung lineare Gleichungen. Die Art, 
wie er diese integriert und die auftretenden willkürlichen Funktionen 
dem Anfangszustand entsprechend bestimmt, ist von Ph. Kelland '*?) 


Berl. hist. 1753 [55], p. 195 „cette nouvelle verit& de la physique me&chanique“ 
und Petrop. n. comm. (19) 1774, p. 239 „non haesito prineipium, de quo hic 
sermo est... . inter utilissima referre theoremata physico-mechanica“. 

1638) Vgl.namentlich die allgemeinen Auseinandersetzungen Theorie Nr. 428— 
Oeuvres 1, p. 526. 

1639) Mit Ausnahme der Entwicklungen von cos x nach den Sinus und von 
sin x nach den Kosinus der Vielfachen von x waren alle speziellen Entwick- 
lungen Fouriers entweder geradezu vorher schon bekannt oder ließen sich doch 
aus schon bekannten durch einfache Kombinationen ableiten. 

1640) Vgl. die Zusammenstellung der in Betracht kommenden Stellen des 
Jahresber. d. Math. 10 (1908), p. 373. 

1641) Paris M&m. 2 (1817/19) (von 1818) und damit fast wörtlich überein- 
stimmend Mee. cel. livre 11, Paris 1823 (Oeuvres 12, p. 430; 5, p. 43). 

1642) J. f. Math. 7 (1831), p. 116. Frühere Veröffentlichungen Libris (Pisa 
1827; Florenz 1829) waren mir nicht zugänglich. 

1643) Heat, Cambr. 1837, p. 70. Kelland findet, bei Libri sei das Super- 
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und von J. Liowville'“), dem C. H. Sturm'%5) beistimmt, kritisiert 
worden. 

Unter andern Grenzbedingungen sind andere Elementarlösungen 
zu benutzen. Soll z. B. die Wärmeleitungsgleichung 

eu ou 
(1175a) ET 7 
unter den Grenzbedingungen 
u=op(f) fürre—= 0, und u=0fürr=+o 


integriert werden, so können als Elementarlösungen die folgenden 
dienen: 


(1176) er fen: —_ zy): 


sın 


sie gehen aus (1170) durch Einführung eines komplexen Parameters 
hervor. Läßt sich dann die Funktion p(t) in eine Reihe 


(1177) 9) D(A, cos2nt + B, sin 2nt) 


entwickeln, so ist die zugehörige Lösung: 


(1178) u - > Park [A, cos (2nt - zY.n) + B, sin (2nt — xYn)}- 


Auf diesem Resultat Fouriers!#4%) beruhen die Untersuchungen über 
das Eindringen der täglichen und jährlichen Temperaturschwankungen 
in den Erdboden. 


positionsprinzip unrichtigerweise für die Lösungen einer nicht linearen Differen- 
tialgleichung in Anspruch genommen. 

1644) J. de math. 3 (1838), p. 350; Ankündigung Paris C. R. 6 (1838), p. 240. 
Liouville findet es nicht zulässig, daß Libri die Glieder, die d zum Faktor 
haben, benutzt, um die Lösung dem vorgegebenen Anfangszustand anzupassen; 
wenn man das tue, könne man diese Glieder nicht mehr als klein gegen die 
von ö freien behandeln. Libri bestreitet das (ib. Paris C. R. 8 (1839), p. 740); 
im übrigen bringt die sich anschließende, auch auf andere Fragen sich bezie- 
hende Polemik zwischen ihm (ib. p. 789, 798) und Liouville (ib. p. 796) zu der 
vorliegenden sachlich nichts Weiteres bei. — Biot hatte die Teilnahme an der 
. zur Berichterstattung über Liouvilles Note eingesetzten Kommission abgelehnt 
(ib. 6 (1838), p. 249). | 

1645) Paris C. R. 8 (1839), p. 788. 

1646) Paris M&m. 5 (1821/22 [26]) = Oeuvres 2, p 8 (Preisschrift von 1811). 
Reproduziert von Ph. Kelland, Theorie of heat p- 126. Ebenso bei Poisson, J. 
Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 73, 78; Conn, des temps pour 1827 [24], p. 305. Später, 
chaleur p. 327 sagt Poisson von diesem Verfahren: «le proce&de le plus directe... 
est celui que j’ai suivi et auquel on a cherche... difficultey. Geht das auf 
Duhamel oder auf Dirichlet? 
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RY 
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Dieselben Elementarlösungen können auch gebraucht werden, 
wenn die Wärmeleitungsgleichung unter den Bedingungen 


integriert werden soll. Die Lösung ist dann: 
(1179) u= a nerlzere) [A, cos (2nt— aYn—e,)+ B, sin (2nt— zYn — ,)] 


wobei: 
D2=2n+2hyn-+h?%, D,cose,=h+Yn, D,sine,=Yn; 


das hat Poisson!”) von der Lösung einer analogen Aufgabe für die 
Kugel mit Hilfe von Entwicklungen nach Kugelfunktionen ausgehend 
durch einen Grenzübergang gefunden; W. Thomson Lord Kelvin veri- 
fiziert es!#®) durch Benutzung der Laplaceschen Form der Lösung 
und des Spiegelungsprinzips. 

Für verschiedene andere Fälle finden sich Elementarlösungen bei 
@. @. Stokes'%°) angegeben. So hat er für die Potentialgleichung 











0° 0° 

(1180) Dir + äy8 — ( 
die allgemeinere Lösung als exp (ax + By): 
(1181) exp (Bx — ay) - cos («x + Py) 
und für. ihre Transformierte in Polarkoordinaten: 
(1182) r" . 0"? (cosmd — nlogr). 
Weiter!) gibt er die Lösung derselben Gleichung unter den Grenz- 
bedingungen: 

e—_0 fr <=0 und z=a, 

x 

6 ei e in 

Tel für y=(, 70 für y=b 
durch 

Co &—y) 
4a? 1 a nn 
(1183) Dr Du ie Sm nmd - COS "TER 
a 


1647) Chaleur p. 385, 431. 

1648) Cambr. j. 3 (1843), p. 211 = papers 1 p. 21. 

1649) Cambr. trans. 7, (1842), p. 442 = papers 1, p. 5. 

1650) Tb. 8, (1844), p. 105 = papers 1 p. 61; vgl. auch Ergänzungen ib. 8, 
(1847), p. 411 = papers 1, p. 191; Erläuterungen betr. den Punkt, daß die Glei- 
chung u=ZY,sinnx durch zweimalige Differentiation nach x nicht mehr zu 
konvergieren braucht, ib. 8, (1849), p. 568 = papers 1, p. 289. 
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Ferner!®!): ist dasselbe Problem unter den Grenzbedingungen: 
u ö = ou Eule: pe ei: 

a ml für ya, yrm=lfüry-+1, 
v0 für’ c—=0 


zu behandeln, so kann man als Elementarlösung nehmen: 
(1184) Sini,r cosi,y und Ginu,r sinu,y, 


wobei die A, Wurzeln der determinierenden Gleichung AtgA = h, die 
u aber Wurzeln der Gleichung u ctgu = — h sind. Die Entwicklung 
einer beliebigen Lösung nach diesen Elementarlösungen wird dann 
durch Zusammensetzung der Entwicklung einer geraden Lösung nach 
den Lösungen der ersten Art und einer ungeraden nach denjenigen 
der zweiten Art erhalten. Man kann auch Elementarlösungen in der 
Form: 


(1185) Y,„sinnx 

mit ganzzahligen n ansetzen. Sind die Bedingungsgleichungen: 
u=fly) für —=(, u=F(y) für on 

vorgeschrieben, so muß Y der Gleichung 


as) HTW) (FW 0 


E12 


genügen, und die Integrationskonstanten sind aus den anderen Neben- 
bedingungen zu bestimmen. Stokes führt das für verschiedene Fälle 
durch. Hier sei nur der Fall erwähnt, daß /=0 und Feine beliebige 
Funktion von y ist. Dann wird erhalten: 





2x ncosn + hsinn 


1 
ee ie f (ncos (ne—nß) + hsin (ne —nß))F(ß) AP. 
0 


Für die Gleichung 


o’u 0?u u du 
gibt er die Elementarlösung !%°?) 


(1189) _ u= Aexp (— ux siny) cos(nt — ux cosY) 


1651) Ib. 8, (1849), p. 569 — 1, p. 291. p. 579 = 306 erhält er auf dem 
zweiten Wege auch das Integral derselben Gleichung unter den Bedingungen: 


ou v du B 
Ferggue fürrz=0 und z=a, porn für y=0, 
u endlich firry=+», 
1652) Phil. Mag. 1 p. 307 = 3, p. 145. 
Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 5 77 
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mit den Relationen: 


1 "+1 
EEE 











«ßn 
tg 2y = Feßen’ ti? 
und für 
(1190) EEE ER N 


die Elementarlösung 


(1191) u == exp (— =) cos (i 16. — 2) 
Bei 6. &. Stokes findet sich zuerst die Lösung der Gleichung '®°*) 
6 
um iD +HR- 
durch 


(1193) u= A,logr + DA,r"+4,/r") cosn8 + DI (B,r"+ B,'r") sinne. 
Nawier ex ee die ee 
O%s 00° 

(1194) en +2 a +5 In: + ro + 0y? - v 


unter den Grenzbedingungen 


er fr <=0 undfür z=a 
(1195) Roy 
a at gan —=0 für y-0 wdfür y-=b 
ure 


(1196) —)> | A, sin "== exp (—”" -. +'B; sin >57 exp (— A): 


Die Methode der Reihenentwieklung ist häufig auch in Fällen 
benutzt worden, in welchen zwar die im Schlußresultat auftretenden, 
aber nicht die im Laufe der Zwischenrechnung benutzten Reihen kon- 
vergieren. So integriert $._D. Poisson'°®) die Differentialgleichung 


d? 
(1197) my r@, 


1653) Ib. 8, (1847), p. 302 = 1, p. 101. 

1654) Cambr. trans. 8, (1844), p. 113 = papers 1, p. 31. 

1655) Bull. philomat. 1823, p. 99. Die angegebene Lösung genügt schon 
der Gleichung Jw=0, so daß die Grenzbedingungen von selbst erfüllt sind. 
Die Gleichung (1194) hat noch andere Elementarlösungen (ihre determinierende 
Gleichung zerfällt), die aber nicht dazu gebracht werden können, den Bedin- 
"gungen (1195) zu genügen. 

1656) Conn. des temps pour 1826[23], p. 252. Poisson macht sich die Zu- 
lässigkeit der Schlußweise folgendermaßen plausibel: Für kleine Werte von n 

a 
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indem er die Funktion p(z) in die Reihe 


(1198) p(2) =D (A, cosnz + B, sinne) 
entwickelt, durch: 

An cosnz + B, sinnx 
(1199) y ee 


und wendet das dann auch auf den Fall an, daß die Funktion p(z) 
nur in der nächsten Umgebung von x = 0 von O verschieden ist, in- 
dem er für diesen Fall A,— 1, B,= 0 nimmt; wobei zwar die Reihe 
(1199), aber nicht (1198) konvergiert. 

Auch die Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung 
mit zweitem Glied kann unter Umständen dadurch geleistet werden, 
daß man das zweite Glied in eine doppelte trigonometrische Reihe 
entwickelt.!%?) Die frühesten Beispiele dieser Art finde ich bei Navier, 
der die Differentialgleichung 


o* 0*z 6‘ 
(1200) er +2 datdyi 5, Zi = g9(2,Y) 


in dieser Weise behandelt.!%%s) Ist 





(1201) Play) =D, Bun sin sin! 
und sind die Randbedingungen: 
02 |, 0°z . " a 
—(, ut Trug 0 füra=(, füra=a für y—0 


und für y=b, 
so gibt er als Lösung: 


i 2.2 2,N—2, i 
> En 


Für den Fall, daß p(z,y) nur in dem Punkt &,n von O ver- 
schieden, und zwar gleich 1 ist, setzt er 


1 . mön . nna 
Dr N sin. —, 


könne man in den Integralen (383) cosnz—=1, sinnz—=0 setzen, weil bei 
diesen die Integration nur über kleine Werte von n& erstreckt zu werden 
braucht; und für große Werte von » könne man das auch tun, weil die betr. 
Glieder in (1199) wegen des Nenners 1-++n* doch keinen merklichen Beitrag 
lieferten. Ähnlich auch Meeanique 1 (1833), p. 639. 

1657) Auf eine Darstellung der entsprechenden Behandlung der gewöhn- 
lichen linearen Differentialgleichungen mit zweitem Glied muß in diesem Artikel 
verzichtet werden; man müßte sonst die ganze astronomische Störungstheorie 
und überdies noch eine Menge verstreuter Untersuchungen der verschiedensten 
mechanischen und elektrodynamischen Spezialprobleme mit hineinnehmen. 

1658) Bull. philomat. 1823, p. 97. 
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für den Fall p(x, y) = const.: 
1 
Dr 

Soll die zu bestimmende Lösung sich für je einen oder zwei 
Werte von je einer der unabhängigen Variabeln auf je eine vorge- 
schriebene Funktion der anderen reduzieren, so läßt sich das Problem 
auf Grund des Superpositionsprinzips in einfachere zerlegen. So redu- 
ziert z. B. Fourier'‘°) die Integration der Differentialgleichung der 
Wärmeleitung unter den Grenzbedingungen 


u= f(x) für t=]0, u = pft) für x —=0, u= y() fürı=an 
auf die Bestimmung von drei Funktionen, die einzeln der Differential- 
gleichung und jede für sich den Nebenbedingungen: 


w„w=fße) frt=(0, u=ß für (0, u=ßfürı-n; 

%—=0 fürt=(0, u=opft) fire (0, u=0fürrı nm; 

40 fürt=(0, u =N fürr-0, u—vl() frı—n 
genügen sollen. Die erste dieser Teilaufgaben ist durch u, = 
D B,exp (— n?t) sin nt gelöst, die zweite — von der die dritte nicht 
wesentlich verschieden ist — löst Fourier!#®) folgendermaßen. Redu- 
ziert sich g(f) auf eine Konstante b,, so ist die Lösung: 


(1203) u, —= %y, (%, ?) ze + DH exp (— n?t) sinnz. 
n=1 


Gilt das bis zu irgendeinem Moment t, und ist von da an g(?) gleich 
einer anderen Konstanten b, + b,, so ist von da an: 
(10) won. htdWe 


x j Z = 
Fi 2 Diem (— n?t) sin na [ [&twe — 21 (®, 4) | de 


P17 
0 


N 
Zu + = + De exp (— nt + n?t,) sinnz. 
n=1 
1659) Bull. Ferussac 11 (1829), p. 20; Paris mem. 8 (1829) = Oeuvres 2, 
p.161. Eine entsprechende Behandlung des Saitenproblems bei J. M. O0. Duhamel, 
j. ec. polyt. cah. 23 (1834), p: 35 (von 1832). Er führt auch für die Anfangs- 
erregungen p(l)=«, Y(t)—=ß eine lineare Funktion ein und ersetzt diese durch 
ihre trigonometrische Entwicklung. Nachher Paris C. R. 3 (1836), p. 638 gibt er 
noch eine allgemeine Darstellung des Fourierschen Integrals für eine beliebige 
lineare Differentialgleichung die in bezug auf t von der ersten, in bezug auf x von 
der m* Ordnung ist und auch ein mit t variables 2. Glied enthält. Dazu auch 
"Untersuchungen über gestrichene Saiten ib. p. 646 sowie über Saiten und longi- 
tudinal schwingende Stäbe, J. d. math. 8 (1843), p. 122. 
1660) p. 14 bzw. 159. 
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Wird so fortgeschlossen, dann allgemein Z, — £,,_, durch dr, b,, durch 
p’(r)dr und die Summe durch ein Integral ersetzt, so wird — unter 
der Voraussetzung 9(0) = (0 — erhalten: 


t 


(1205) 9) + 2 DICH sinnz if exp — nr) (r) dr. 
n=1 0 . 


Dieses Resultat verifiziert Fourier daun noch, indem er die Lösung 
zunächst in der Form ansetzt: 


(1206) U ” pt) + Diexp (— n?t) «,(t) sinnz 


und zeigt, daß die damit eingeführten Funktionen «,(t) den Differential- 
gleichungen 

nd 2 
genügen müssen. P. @. Lejeune-Dirichlet dagegen '°?) setzt als Elemen- 
tarlösung für diesen Fall an: 


(1208) U= Rcosit + S sinkt, » 
wobei R, 8 den Differentialgleichungen 
(1209) rs, Em LaR 


genügen müssen; er unterwirft sie noch den Bedingungen: 
R=0, S=-0fürz=(0; R=1, S-(0 fürz=ın. 


Die gesuchte Lösung schreibt er dann zunächst in der Gestalt der 
Summe zweier Fourierscher Integrale: 


(1210) are cos(At— Ar) + S sin(At — 22) |pie) drda, 
‚ie. 


die sich für 2=0, 0<x<x in der Tat auf O reduziert, indem 
dann die beiden Bestandteile einander entgegengesetzt gleich werden. 
Hier entwickelt er die Hilfsfunktionen R, 8 mit Hilfe der Differen- 
tialgleichungen, denen sie genügen, nach den Sinus der Vielfachen 
von x; die Integrationen nach A lassen sich dann elementar glied- 
weise ausführen, die nach r brauchen nur über das Intervall von 
0 bis i erstreckt zu werden, da darüber hinaus die beiden Bestand- 
teile sich wieder gegeneinander wegheben, und das so erhaltene Re- 
sultat kann durch eine partielle Integration in das von Fourier er- 
haltene übergeführt werden. 


1662) J. f. Math. 5 (1830), p. 293 = Werke 1, p. 166. 
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Auch @. Frullani'®) integriert die Differentialgleichung (1175) 
durch eine Reihe, die nach den Cosinus oder den Sinus der Vielfachen 
von x fortschreitet, indem er deren Koeffizienten als Funktionen von 
t durch gewöhnliche Differentialgleichungen bestimmt. Nachher ent- 
wickelt er alles nach Potenzen von x und zeigt, daß die Koeffizienten 
dieser Entwicklung sich aus dem Anfangsglied durch sukzessive Dif- 
ferentiationen ableiten lassen 1%); so gelangt er wieder zu der Form 
(1206) der Lösung. Er zeigt noch, daß dasselbe Verfahren sich auch 
auf Difterentialgleiehungen mit variablen Koeffizienten'‘®) sowie auf 
solche mit mehr als zwei unabhängigen Variabeln anwenden läßt.!%%6) 

In einfachen Fällen lassen sich die durch die Methode der Reihen- 
entwicklung erhaltenen Lösungen mit Hilfe der im ersten Abschnitt 
besprochenen Formeln in geschlossener Form durch Elementarfunk- 
tionen darstellen. So bringt schon Fourier!*) die Lösung der Poten- 
tialgleichung unter den Nebenbedingungen 


u-- füry=0, v=0füry=+8, u für = +- 


auf die Form 


coSszx 
(1211) _ 5 = arctg Es 


(gleich dem reellen Teil der Funktion 2 aretge-%+‘®) und die den 
Nebenbedingungen 


u=f(x) für y=0, u=0 füry—=+@, u=0fürı=(, nr 


genügende Lösung derselben Gleichung !®) mit Hilfe von 
x Zul 1 cos — e”! 
(1212) De ICOSNT — 2% Toiy—eos® 


n=L1 


auf die Form 1630). 


70. Integration partieller Differentialgleichungen durch be- 
stimmte ale von den in Nr. 67 besprochenen Reihenentwick- 

1663) Ricerche sopra le serie p. 152, 155. Frullani kommt zu derartigen 
Ansätzen nicht von Überlegungen der mathematischen Physik aus, sondern weil 
er für einzelne Funktionen, wie z. B. (+ cosz)”, gefunden hatte (vgl. 480)), 
daß sie einerseits sich in derartige Reihen entwickeln lassen, andererseits ein- 
fachen partiellen Differentialgleichungen genügen, 

1664) Frullani führt hier unnötigerweise e’ als neue Variable ein, was nichts 
vereinfacht. 

1665) p. 158, 160. 

1666) p. 163. 

1667) Preisschrift von 1811, Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 275. Ann. chim, 
phys. 3 (1816), p. 359; Theorie Nr. 2056 — Oeuvres 1, p. 185. 

1668) Theorie Nr. 237 = Oeuvres 1, p. 237. 
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lungen aus. Zu solcher Integration, die ihm wohl auch durch Eulers 
und seine eigenen Untersuchungen über die Integration gewöhnlicher 
Differentialgleichungen durch bestimmte Integrale (vgl. IIB3) nahe 
gelegt war, ist P. @. de Laplace von den in Nr. 67 besprochenen 
Untersuchungen aus durch eine merkwürdige Infinitesimalbetrachtung 
gelangt'®°); er erhält eine Darstellung durch die Summe zweier In- 
tegrale, von denen eines ist: 


(1213) 2% A,(s) (t — T)" D(r)dr — [Tea — r) Ö(r) dr; 


und hier kann noch die variable Grenze vermöge der Substitution 
t||tr durch die feste Grenze 1 ersetzt werden, so daß die Lösung 
in der Tat in der Gestalt der Summe zweier bestimmter Integrale 
erscheint. Nachdem diese Form so gefunden ist, kann man die 
Bedingungen, denen die Funktion 7 genügen muß, direkt durch Ein- 
setzen dieses Ausdruckes in die Differentialgleichung erhalten. Re- 
duzieren sich Z, M, N auf Konstante !,m,n, so wird 7 ein Produkt 
aus exp(— mx — nf) in eine Funktion von x(t— r) allein. Diese 
letztere erscheint bei Laplace!#0) in der Gestalt einer unendlichen 
Reihe; M. A. Parseval“*) führt diese mit Hilfe seines Integralsatzes 
(467) in ein bestimmtes Integral über. 

Dann hat Brisson bemerkt!#), daß man seine Darstellung (1162) 
der Lösung als die Summe der von s freien Glieder im Produkte der 
Entwicklung von ®(z + s) nach steigenden und von 


V,(s)= — se [We-“"ds 


nach fallenden Potenzen von s; oder auch von W(« + s) nach stei- 


1669) Paris hist. 1779[82] = Oeuvres 10, p. 55. S. F. Lacroix, trait6 des 
diffrences et des series, Paris 1800, p. 506; trait6 du caleul diff. et du cale. 
int. 3 (1819), p. 550 erzielt diese Umformung einfacher durch Verwandlung der 
wiederholten Integrale in einfache. 

1670) Oeuvres 10, p. 60. 

1671) Paris mem. pres. 1 (1806), p. 646 (von 1799). Es handelt sich um 
eine Zylinderfunktion rein imaginären Arguments. In einfacherer Darstellung 
erscheint die Umformung der Reihe in ein bestimmtes Integral bei A. A. Cour- 
not, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p- 422. — Parseval schreibt das Re- 
sultat auch für die Gleichung der schwingenden Saite im widerstehenden Mittel 


ru _ 0a | du 
0a 9: TH 
um, 
1672) J. Ec. polyt. cah. 14 (1808), p. 241. 


1194 WA12 AH. Burkhardt. Trigonometrische Reihen und Integrale. 


genden und von 
2a) = — se: [ B(a)e”*" da 
nach fallenden Potenzen von s ansehen könne. Wenn man dann „un 


theoreme que les geometres ont quelquefois employe“ [d. h. eben 
wieder den Parsevalschen Satz] benutze, erhalte man !*'®): 


(1214) 2n2 = = RW) D(x + e*‘)) du 
bzw. j ji 

(1215) 2m — = [RIM + e“)) du. 
Wenn man i 


(1216) © («) — fer pp) dp 


setzen könne, könne man auch schreiben !*): 


(1217) = [ Wipy)er"p(p) dp; 
und wenn sich W in die Form 
(1218) W= fe? Qdp 


setzen lasse, in der P,@ Funktionen von &,y,p, aber nicht von « 
bedeuten sollen, auch: 


(1219) z= [ Qd(2 + P)dp. 

71. Integration partieller Differentialgleichungen. durch be- 
stimmte Integrale: Integration des Produkts der Elementarlösung 
mit einer willkürlichen Funktion ihres Parameters nach diesem. 
Zu derartigen Darstellungen ist Brisson!®®) zuerst durch folgende Über- 


1673) p. 242. 

1674) p. 251. 

1675) J. Ec. polyt. cah. 14 (1808), p. 219. Ähnlich bei 8. D. Poisson, bull. 
philomat. 1822, p. 82, der aber meint, man könne doch nichts damit anfangen? Bei 
diesem Ansatz ist für ® implizite eine analytische Funktion vorausgesetzt [wie übri- 
gens auch bei dem vorigen, obwohl Brisson p. 218 das Gegenteil zu behaupten 
scheint]; aber man kann für verschiedene analytische Intervalle verschiedene 
Funktionen nehmen; und nun scheint er nicht an andere willkürliche Funk- 
tionen zu denken, als an solche, die sich aus Stücken verschiedener analytischer 
Funktionen zusammensetzen. Daher kann er meinen, p. 220, es sei dadurch die 
von Biot (Paris mem. 4, an XI, p. 111; vom an VIII) ausgesprochene Behaup- 
tung bewiesen, „in gewissen Fällen haben die partikulären Integrale der Diffe- 
rentialgleichungen, wenn sie.aus einer unendlichen Anzahl voneinander unab- 
hängiger Terme bestehen, dieselbe Ausdehnung wie das allgemeine Integral‘. 
Biot selbst scheint seinen angekündigten Beweis nicht veröffentlicht zu haben; 
seine Abhandlung ib. 6 (1806), p. 201 (vom an X) enthält nichts darüber. 
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legung gelangt: wenn «,ß durch die aequation directrix verbunden 
sind, so ist nicht nur exp («x + ßt), sondern auch jede unter dieser 
Voraussetzung gebildete Ableitung dieser Funktion nach « eine Lö- 
sung; also auch die Summe beliebig vieler, mit willkürlichen Funk- 
tionen von « multiplizierten solcher Ableitungen. Wenn man für diese 
Funktionen die mit abwechselnden Vorzeichen genommenen iterierten 
Integrale einer willkürlichen Funktion von « nehme, so erhalte man 
eine Reihe, die man auch durch sukzessive partielle Integrationen aus 


exp (ex + Bi) (du 
erhalten könne. !676) 

Direkt aus der Überlegung heraus, daß man statt der Summe 
unendlich vieler mit Konstanten multiplizierter Elementarlösungen 
auch ein Integral setzen könne, erscheint dann dieselbe Form der 
Lösung bei A. Cauchy. So gibt er das Integral der Potentialgleichung 


0?u 0’u 

in der Form!#'%); 
(1221) u— DI fe: cos&rp(E) dE 
und das der Gleichung der Wasserwellen 

D ou o*u 
(1222) za tag 0 
in der Form !#°®); 
(1223) u—= DI feV! cos&xy($) dE; 


die Summenzeichen bedeuten dabei jedesmal, daß zu dem angeschriebenen 
Glied noch andere treten sollen, die aus ihm durch Vertauschung von 
& mit — & (im zweiten Fall auch von V& mit — VE) oder von Co- 
sinus mit Sinus hervorgehen; jedes Glied mit einer anderen willkür- 
lichen Funktion des Parameters. 

Später?) erscheinen die Schlüsse bei ihm wohl auch in der um 
gekehrten Reihenfolge: eine beliebige Funktion von x und i läßt sich 
durch 


Ste, t) cos&x dx 
ö 


darstellen; soll sie einer partiellen Differentialgleichung genügen, so 
muß f einer gewöhnlichen genügen. 


1676) Brisson schreibt diese Form der Lösung ohne nähere Angabe Lacroix 
zu; in der Tat wird sie mit (1231) identisch, wenn man dort p durch exp « ersetzt. 

1677) Paris mem. pres. 1 (1827) — Oeuvres (1) 1, p. 21 (von 1815). 

1678) p. 57. 

1679) ib. p. 170, 175 (von 1827). 
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A.de Morgan'®®°) glaubt zwar selbst, daß die Ersetzung der Summe 
durch ein Integral hier richtig sei, wenn man den Fall einer diskon- 
tinuierlichen Funktion p (£) nicht ausschließe; weist aber doch darauf 
hin, daß es keineswegs bewiesen sei. 

Durch dieselbe Schlußweise erhält S. F. Laecrois'‘®!) das Integral 
der Gleichung 


. u — 
in der Form: 
(1225) u—= [exp (az + o”!y)p(e) de. 


Auf die Wärmeleitungsgleiehung ist dieses Verfahren von A. 4. 
Cournot!?°?) angewendet worden. 

Hierher gehört es auch, wenn Poisson'®?) die Be der 
Lösung der RR 


(1226) D)A,exp (At + 4,0) 


dadurch in die Laplacesche Form des Integrals (1236) überführt, daß 
er diese Umformung mit Hilfe der Gleichung 

+0 
(1227) exp4?t = fer (— 0° + 201, Vt)do 


an den einzelnen Gliedern ausführt und dann wieder die Summe 


DA,expi,® 


als Ausdruck einer willkürlichen Funktion ansieht. 

Später!%%) gibt Poisson für die Wärmeleitungsgleichung, indem 
er von der unter (1176) gegebenen Form der Elementarlösung aus- 
geht, speziell auch noch die Darstellung der Lösung durch ein be- 
stimmtes a 


cosere —L 
(1228) -/f Fe au nr ke), (dr V: —aretg Pe En) p(r)drdE 





1680) Cambr. trans. (8) 2 (1844), p. 186. 

1681) Trait6 du cale. diff. et du cale. int. 3, Paris 1819, p. 561. 

1682) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 425. 

1683) M&canique 2, p. 355; chaleur p. 360; ebenso A. 4. Cournot, Theorie 
2, p. 421. 

1684) Chaleur, p. 331. 
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x 


0229) ee ee 0 
0 


wird so erhalten !#®); 


au EV D-te=V DV eele=V3),, +y) 


(p?+pV26+0)(1+ 09) 





0 


2 2 %2 a. a2 
a (#+,7,) cos (er) +77 (2 a) leg 
ee. ntr)e 
h Vt t t 

72. Integration partieller Differentialgleichungen durch be- 
stimmte Integrale, in Übertragung der bei gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen angewendeten Methode. Eine Übertragung der bei 
gewöhnlichen Differentialgleichungen erfolgreichen Methoden zur In- 
tegration durch bestimmte Integrale hat, soviel ich sehe, zuerst 8. F. 
Lacroix unternommen!‘®), und zwar für lineare Gleichungen zweiter 
Ordnung ohne zweites Glied, deren Koeffizienten lineare Funktionen 
der unabhängigen Veränderlichen sind. Wird in eine solche Gleichung 
ein Ausdruck der Form 


(1231) u — [per dp 


eingesetzt, wobei qg und r noch zu bestimmende Funktionen von p 
sein sollen, so wird zunächst eine Gleichung der Form 


(1232) SM+N2+Pyreragp=0 
erhalten, in der M, N, P Funktionen von p und q sind. Werden dann 
q und r als Funktionen von p durch die Gleichungen 


dq _ Map ANpr) _ 
a ee 


Be, 


at 








bestimmt, so zeigt eine partielle Integration, daß die Gleichung (1232) 
erfüllt ist, sobald an beiden Integrationsgrenzen 


Nptier = 0 


ist. Damit ist zunächst nur ein partikuläres Integral gefunden; wird 
aber noch mit einer willkürlichen Funktion der bei der Bestimmung 


1685) Chaleur suppl., Paris 1837, p. 34, 39. 
1686) Traitö des differences et des series, Paris 1800, p. 525; 2. Aufl., 1819, 
p. 573. 
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von g eintretenden Konstanten © multipliziert und nach diesem ® 
zwischen irgendwelchen konstanten Grenzen integriert, an Stelle des 
bei Bestimmung von v willkürlich bleibenden konstanten Faktors eine 
willkürliche Funktion eines Parameters gesetzt und nach diesem zwi- 
schen irgendwelchen Grenzen integriert, so wird die Darstellung einer 
allgemeineren Lösung durch ein Doppelintegral 


(1233) u—= /[[pergp(o)drdo 
erhalten. 

Die Anwendung eines analogen Verfahrens auf eine Gleichung 
mit konstanten Koeffizienten liefert ihm das Resultat, daß einer sol- 
chen Gleichung durch einen Ausdruck der Form (1231) genügt wird, 
wenn r eine willkürliche Funktion von p bleibt, während logg mit 
logp durch eine Gleichung zweiten Grades verbunden ist. Die Grenzen 
der Integration bleiben hier willkürlich. 


73. Integration partieller Differentialgleichungen durch be- 
stimmte Integrale, vermöge der Darstellung der numerischen Koef- 
fizienten ihrer Reihenentwicklungen durch solche Integrale. Die 
Anwendung dieser dem Vorgehen bei gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen sich näher anschließenden Methode auf partielle findet sich, 
soviel ich sehe, zuerst in einem speziellen Falle bei P. 8. de Laplace*®"), 
der das Integral der Differentialgleichung der linearen Wärmeleitung 


ou 0’u 


dt 00° 
aus der seiner Entwicklung nach Potenzen von t 
(1234) u— Di fen) 
n=0 


mit Hilfe der [lange vorher von ihm bei anderer Gelegenheit gefun- 
denen, der Theorie der I-Funktionen angehörenden] Relationen 


ide Ofürm=2n-+l1l, 
(1235) vr, exp (— a?)a”"da aa A ea Due 
in die Form 
+% 
1 x Ze, 
(1236) u =; fen (— a)f(« + 2ayt)da 


—0o 


1687) J. Ee. polyt. cah. 15 (1809), p. 240. Oft reproduziert, z. B. von A. A. 
Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 420; in symbolischer Form von 
D. F. Gregory, Cambr. math. j. (1) 3 (1838), p. 127. 
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überführt. Dabei ist, wie aus der Ableitung selbst hervorgeht, f(x) 
gerade diejenige Funktion von x, auf die sich u für {= 0 reduziert. 
Dann gibt Poisson'®®) die Integration der Gleichung 


0° 0° 
(1237) az + du 
— auf die er die allgemeine [hyperbolische] Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zwischen drei Variabeln mit konstanten Koeffizienten 
zurückgeführt hatte —, zunächst durch eine Summe zweier Reihen, 
von denen eine ist: 


ten+1 0? n 
aa)  Samzarlat?) F@) 


% 
und summiert diese dann durch das bestimmte Doppelintegral Eh 


Ir nz 
af (cosp + Vb sing sin u) F(x)sinpdpdv. 
EN 2 n 
0 


E b sing si . 

” rer F(x+teosp)tsinpgdpdv. 
0 

Für negative b wird der Exponent imaginär; Poisson zeigt!%®), daß 

man dann eine reelle Form erhält, indem man je zwei Elemente zu- 


sammennimmt; nämlich: 


1239) u— cos (tY— bsing sind) F(c + tcosp)tsinp dp dv. 
47 p 
56 
Die Differentialgleichung 
u Oru 1— m? 
(1280) det aa | 
hat schon Euler") durch Reihen integriert, die nach Potenzen von x 


1688) Paris m&m. 3 (1818 [20]), p. 162; reproduziert von @, Plana, Torino 
mem. 25 (1820), p. 146. 

1689) Auch dieses Resultat verifiziert Poisson Paris m&m, 3, p. 166 durch 
Differentiation unter dem Integralzeichen und partielle Integration. 

1690) Conn. des temps pour 1826 [23], p. 273. Poisson reduziert hier auch 


die Gleichung 
ehe ih zung Sand 


durch die Substitution 


auf (1237). 
1691) Taur. Misc. (3) 2 (1765), p. 69. 
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fortschreiten, während ihre Koeffizienten willkürliche Funktionen von 
x + t und deren Ableitungen enthalten. 8. D. Poisson"‘°?) ersetzt in 
diesen Reihen die numerischen Koeffizienten durch bestimmte Integrale 
und vertauscht dann die Reihenfolge von Summation und Integration; 
so gelangt er unter der Voraussetzung m®< 1 zur Darstellung der 
allgemeinen Lösung durch die Summe zweier bestimmter Integrale 
ac i+m 
(1241) u= [| yp(& coso +t)z * sin"odeo 


0 





i-m 


+ [v@ cosw + de? sin-"odo. 
0 


Für den Fall m—= 0 sind die beiden Bestandteile nicht wesentlich 
voneinander verschieden; Poisson zeigt durch einen geeigneten Grenz- 
übergang, daß dann an Stelle des zweiten ein Integral der folgenden 
Form zu treten hat!‘®°): 


(1242) ve [wc coso + £) log(x sin’®) do. 


Die Substitution u—= vVx führt die Differentialgleichung dieses Falles 
über in: : 
a 1 6v 

(1243) dt? Suse dx! + ng pr 
(Schallausbreitung in der Ebene, Schwingungen einer schweren Kette); 
deren allgemeine Integration ist also dadurch mit erledigt. Liegt m 
außerhalb der angegebenen Grenzen, so divergiert das eine oder andere 
der angegebenen Integrale (1241); Poisson bleibt dann bei der Reihen- 
entwicklung stehen und untersucht namentlich die Fälle eines geraden 
ganzzahligen m, in welchen in dieser ein unendlich großes Glied auf- 
tritt; er zeigt, daß man dann dieses Glied einfach weglassen und die 
Summe der unendlich vielen folgenden wieder durch ein bestimmtes 
Integral darstellen kann.!*°*) 

Um auch zu einer entsprechenden Darstellung der Lösung von 


(1244) ade. a u nee: 


1692) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 222 (von 1821). Es handelt sich der 
Sache nach um Eulersche Integrale 1. Art, die aber hier nicht in der gewöhn- 
lichen Form auftreten. 

1693) p. 227. 

1694) p. 234. 
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zu gelangen, geht Poisson von der Darstellung der Lösung des Falles 
m = 1 durch das Laplacesche Integral aus, so daß er hier eine Dar- 
stellung durch zwei Doppelintegrale 


4m + 
(1245) u=2' | [ol c0so + 2aVi) sinrodor-"da 
—o 0 


1—m +» rt 


iz? S.fre@ coso + 2ayt) sin-"we-* da 
-o 0 
erhält.!%) Es treten demnach scheinbar zwei willkürliche Funktionen 
auf; doch zeigt er, daß sich die Koeffizienten der Entwicklung dieser 
Lösung nach Potenzen von t alle durch die eine Funktion 


m 
(1246) x fo cos ©) sin"odo + & "fr (x c0s ©) sin”"@ 


und ihre Ableitungen ausdrücken lassen.!°”) Im Falle m = 0 ist auch 
hier das eine Doppelintegral durch ein anderes zu ersetzen, in wel- 
chem log (z sin?») als Faktor auftritt. Die Substitution) uv—=vyYx 
transformiert diese Gleichung in die Gleichung der Wärmeleitung in 
einem Zylinder, in dem die Temperatur nur Funktion der Zeit und 
des Abstandes x von der Achse ist: 

& ou _ 1 ou 
me) > 9 da®° a La 
Ist m eine ungerade ganze a so läßt sich in dem einen Bestand- 
teil die Integration nach »® elementar ausführen, die Entwicklung des 
anderen Bestandteiles enthält nur eine endliche Anzahl von Gliedern, 
und schließlich kann man noch zusammenziehen, so daß man eine 
Darstellung der Lösung durch ein einfaches Integral erhält. !#°°) 

Wird in (1245) an Stelle von a eine neue Integrationsvariable « 

durch die Substitution 
(1248) x c0os0 + 2aVi= « 


1695) p. 240; Verifikation durch Differentiation unter dem Zeichen und par- 
tielle Integration p. 290. — Anders verführt A. A. Cournot (Theorie des fonc- 
tions 2, 1841, p. 424): er sucht erst eine Lösung der Form u=y(&) - exp («*t), 
drückt beide Faktoren durch bestimmte Integrale aus, summiert in bezug auf « 
und ersetzt die Summen der Form exp(«:x) durch die Zeichen willkürlicher 
Funktionen. 

1696) p. 243. 

1697) p. 245. 

1698) p. 247. 
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eingeführt und wird die dann auftretende Exponentialgröße 
(@ — 2 c08®) 
ne 
mit Hilfe der Gleichung (974) durch ein bestimmtes Integral ersetzt, so 
geht der bei = 0 endlich bleibende Bestandteil der Lösung über in 


7 N 





(1249) Z— | Je Ba cos$ayp(e)de, 
wo Ber 
(1250) P,(«) = | eos ($& cos ») sin"+!o do 


0 
also bis auf einen Faktor gleich der jetzt mit J„_, (x) bezeichneten 
Zylinderfunktion ist. 169°) 
Poisson führt auch noch die Entwicklung der Lösung der all- 
gemeinen Gleichung: 
PR UM 


nach Potenzen von x in eine Integraldarstellung über, indem er die 
numerischen Koeffizienten mit Hilfe der durch wiederholte partielle 


Integration zu erhaltenden Formel 


n! ek Meere 


1699) p. 294. Ist die Anfangsfunktion nur für ein bestimmtes Intervall ge- 
geben und darüber hinaus Grenzbedingungen gemäß fortzusetzen, so zerspaltet 
Poisson die Integraldarstellung durch ein dem in Nr. 97 zu besprechendes ähn- 
liches Verfahren in eine nach Zylinderfunktionen fortschreitende Reihe, über die 
man vorläufig IIA 10, Wangerin, Nr. 57, p. 754 vergleiche. — Übrigens bemerkt 
Poisson erst nachträglich (p. 475), daß man aus der Lösung der partiellen Dif- 
lan rei durch (1241) die Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung 


a (Ir -#) “w—=0 durch die Summe zweier bestimmter Integrale ab- 
leiten könne. 


J. Liouville (j. &c. polyt. cah. 24 (1835), p. 54) behandelt die Aufgabe, die 
Funktion » so zu bestimmen, daß 


rt 
fr« cos @) sin" +i!odo 
ö 


einer gegebenen Funktion f von x gleich werde; er löst sie mit Hilfe einer früher 
von ihm zur Umwandlung eines n-fachen Integrals in ein einfaches gegebenen 
Formel durch 

ER ıy*i9 ad" +1 (af@)) 
T’(n+1) gan+3 a(a jr tt 5 





vd) 
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umformt. Er erhält so): 


© +0 ) Eu 
ek sache a 
(1253) u— RE +) Ep dee; 


dabei besteht die Summe aus » Gliedern, deren jedes eine andere willkür- 
liche Funktion und eine andere »‘* Einheitswurzel & enthält. Fürm=n 
führt ein geeigneter Grenzübergang, unter Einführung eines Konver- 
genzfaktors, zur Euler-d’Alembertschen Form der Lösung zurück; für 
m=1,n=2 unter Einführung einer neuen Integrationsvariablen, 
zur Laplaceschen Form (1236). Die Anwendung auf den Fall m = 2, 
n—= 1 würde zunächst ein divergentes Integral liefern, doch erhält 
Poisson durch eine Modifikation des Verfahrens für diesen Fall!%): 


+» KM 
e'dz - /r( oe? ) e’dz 
(1254) ee f (Vt aan Vhtei 
edz 


er fr + RER er, 


Eine andere Modifikation wendet er im Falle m=1,n=3 an. 
Ebenso summiert Fourier!'®) die Entwicklung des Integrals der 
Differentialgleichung: 














ou 0°u 1 0u 
(1255) wette 
nach Potenzen von ? durch: 
(1256) u_-— p(z2 +tsine)d« 


0 
—+ einem zweiten Glied, von dem er nur sagt, daß es sich ebenfalls 
durch ein bestimmtes Integral ausdrücken lasse, dessen Form aber 
von der des ersten sehr verschieden sei. 
Auch nichtlineare Gleichungen werden für diese Methode zu- 
gänglich, wenn es gelingt, sie durch Transformation auf lineare zu 


1700) J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 464. Die Einführung der komplexen 
Größen dient zunächst nur zur Vereinfachung der Schreibweise, indem die ima- 
ginären Bestandteile von selbst herausfallen; doch bemerkt Poisson p. 467 selbst, 
das Verfahren setze voraus, daß die gegebenen Anfangsfunktionen f analytisch 
seien, da man sonst nicht komplexe Argumente in sie einführen könne. . 

1701) p. 472; chaleur p. 143; ohne Beweis bull. philomat. (1822), p. 138. 
Vgl. auch A. de Morgan, Diff. and integral cale., Lond. 1836/41, p. 738. 

1702) Theorie Nr. 414 — Oeuvres 1, p. 494 J. Liouville drückt dieses In- 
tegral durch einen Differentialquotienten zu gebrochenem Index aus (j. ec. po- 
lyt. cah. 21 (1832), p. 57). 

Encyklop. d. math. Wisgensch. II 1. 73 
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reduzieren. So führt M. A. Parseval!'®) die Gleichung der endlichen 
Schallschwingungen in einer Dimension 


ou\2 | 0°u ou ou 6?u 
1 erraten 
durch die Legendresche Transformation !7%%) 
(1258) u=px+qgt—o 
in 
0? 22 0? 
(1259) (1), TFT 7 iu 


und diese durch die weitere Substitution 


ai 
estrte 
in 

0’@ 1 /6o oo 
se teten 
also in eine Laplacesche Gleichung über. Ebenso reduziert er!’®) die 


u = endlichen Wasserwellen in einem seichten Kanal 
ou O’u ou 3 /du\2 

(1291) DR +27 ni ee 1) ni 

durch (1258) und 





auf: 


(1262) 








Die letztere integriert er durch die Reihe: 
E — 1)" 1-.3.5-.-..(2 1 — n)" 
DR ) @n+1) ni (r® (u) + F*v)) 


— n! (n + 2)! 


und bemerkt, daß deren von f abhängiger Bestandteil gleich der Summe 
der von s freien Glieder im Produkt der Entwicklungen von 


fat) wd —3+ +2 VI=W=n)s 


ist, so daß er mit Hilfe seines Satzes wieder eine re ae a 
der Lösung enthält. 

74. Übergang von der Lösung durch eine trigonometrische 
Reihe zur Lösung durch ein bestimmtes Integral. Auch von der 
Lösung einer partiellen Differentialgleichung mit zwei unabhängigen 


1703) Paris m&m. pres. 1 (1806), p. 524 (von 1803). 

1704) Paris hist. 1787 [89], p. 310. 

1705) Paris mem. pres. 1, p. 536; Berichtigung p. 648. Er nimmt an, daß 
nur die Horizontalkomponente der Bewegung merklich sei. 
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Veränderlichen durch eine Reihe von Elementarlösungen, speziell durch 
eine trigonometrische Reihe, kann man zu ihrer Lösung durch ein 
bestimmtes Integral gelangen. Sei die Lösung in der Form gegeben: 


(1263) F(&,) = D'9,(t) (A, cosnz + B, sinne), 


wo die @,(t) so normiert seien, daß sie sich für {= 0 alle auf 1 
reduzieren und die A,,B, sich aus den Anfangswerten (für = 0) 
vermittelst der Formeln von Nr. 17 bestimmen. Nimmt man die Funk- 
tionen p,(f) mit unter die Integralzeichen und vertauscht, sofern das 
zulässig ist!’®), die Reihenfolge von Summation und Integration, so 
erhält man: 


126) Fa) ol + 5 9,(1) eos (na — na)da; 


und wenn es nun gelingt, die in der Klammer stehende Summe ele- 
mentar auszudrücken, so hat man die gewünschte Darstellung der 
Lösung. Für die Differentialgleichung der Wärmeleitung, für die 
p,() = e””' ist, erhält man so unter Benutzung von (2): 


* -t 
(1265) F@y—t[- (1 e"')fe) de 


— 2e "cos(@— a) +e” 





ix (1 -eNfx+ e)da 


”,) 1—23e' caa te”) 
-a 


die zweite Form ist so zu verstehen, daß dabei der Funktion f(«) 
außerhalb des Intervalls (— x -.- + x) diejenigen Werte beigelegt 
werden, die sich aus den gegebenen durch periodische Wiederholung 
(nicht durch analytische Fortsetzung) ergeben. Den Fall, daß nicht 
Periodizitäts-, sondern Randbedingungen gegeben sind, kann man durch 
das Verfahren von Nr. 69 auf den hier betrachteten zurückführen; 
man erhält dann F(z,t) ausgedrückt als Summe oder Differenz von 
zwei solchen Integralen. In dieser Form tritt diese Umsetzung zuerst 
bei Fourier!‘”) auf. Ausführlicher ist dieser Prozeß später nochmals 
von A. Cauchy besprochen worden!’®), und zwar unter Benutzung 





1706) Bei der Gleichung der Saitenschwingungen ist das nicht zulässig, da 
dann die Summe in der Klammer zu den in Nr. 4 besprochenen divergenten 
Reihen gehören würde; doch findet sich in der älteren Literatur auch für solche 
Fälle diese Schreibweise angewendet. 

1707) Theorie de la chaleur Nr. 237 = Oeuvres 1, p. 237; noch nicht in 
der Preisschrift von 1811. Vgl. Note (1668). 

1708) Paris C. R. 1843, p. 520 = Oeurres (1) 7, p. 304. Cauchy versucht die 

78* 
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komplexer Größen. Die Lösung der Laplaceschen Gleichung in 2 Ver- 
änderlichen für den Kreis durch das Poissonsche Integral findet sich 
nochmals hier als Anwendung, ebenso bei @. G. Stokes.!'%®) 
Andererseits kann man auch damit beginnen, daß man die Ele- 
mentarlösung selbst durch ein bestimmtes Integral ausdrückt, die 
Summe unendlich vieler solcher Lösungen als Integral einer Summe 
schreibt und die dann unter dem Integralzeichen stehende Summe mit 
unendlich vielen unbestimmten Koeffizienten — deren sämtliche Glie- 
der die Variabeln nur in einer Verbindung enthalten — ansieht. So 
stellen Fourier''0) und Poisson!"!!) die Elementarlösung der Differen- 
tialgleichung der Wärmeleitung durch das bestimmte Integral 


(1266) exp (— nt — n«) fer (— a—n(& + 2«YVt))de 


dar und gelangen auf diesem Wege zu der Laplaceschen Form (1236) 
der Lösung. Fourier diskutiert diese Lösung weiter für die beiden 
Annahmen 

1 für |2]|<1, 


f(a) = er!*|, f(&) =, für |x2|>1; 


die erstere liefert!12): = 
A t+2x Pe i-x RR 
a welt) ee) 


2yt 
die letztere!"13); 


—c—1l —c-+1 
2 a )rlan ) 
wo »(r) die Funktion: 
(1269) y(r) — = f e-" dr 


r 


Sache auch noch für einen von einer beliebigen Kurve begrenzten Bereich zu er- 
weitern. Indessen hat er nicht bewiesen — übrigens auch nicht behauptet — 
daß die von ihm gegebene Lösung p. 307 im Innern des Bereichs “überall end- 
lich bleibt. 

1709) Cambr. trans. 8 (1) (1844), p. 115 = papers 1 p. 34. 

1710) Paris mem. 4 (1819/20 [24]) (Preisschrift von 1811), p. 507; theorie de 
la chaleur Nr. 364 = Oeuvres 1, p. 413; reproduziert von A. A. Oournot, Theorie 
des fonctions 2, Paris 1841, p. 421. 

1711) Bull. philomat. (1817), p. 182. 

1712) Preisschrift p. 511; theorie Nr. 365, p. 417. 

1713) Preisschrift p. 517; theorie Nr. 367, p. 421. p. 520 bzw. Nr. 369, p. 423 
zeigt er durch Vergleichung der Reihenentwicklungen, daß diese Lösung mit 
derjenigen identisch ist, die man erhält, wenn man sich des Fourierschen Inte- 
grals bedient und dabei die Gleichung (832) benutzt. 
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(Krampsche Transzendente, Error-Funktion; vgl. ID 1, Czuber, p. 757, 
Note 123) bedeutet.!7!#) 








1714) Hier sei auch die Integration des in Note 1633) angegebenen Glei- 
chungsystems angeführt, mit Hinzunahme der weiteren Grenzbedingungen: 


u=f(e), Hr) va), ® = F@ für t=0, 


auf das S. D. Poisson das Problem der Brechung und Reflexion longitudinaler Wellen 
an der Grenze zweier isotroper Mittel zurückgeführt hat, welche ziemliche 
Schwierigkeiten bietet. Poisson behandelt es allgemein, zunächst für den Fall 
eines endlichen % vermittelst unharmonischer trigonometrischer Reihen; von da 
aus kommt er durch teilweise bedenkliche Übergänge für den Grenzfall = x 
zu folgender Form der Lösung (p. 332): sei 











,„=ay-’+n’+9, & - VERF 
U(«)—= H”!(a*&cosl&, cos(&x — Eh) + a,*&, sin 2&, sin (&= — &h)) cos 1£, 
V(a)—= HT! (cos 1$, cos(&,2— &,h) + sin IE, sin (&x — &h))- a*& cosl£, 

BEN N + a,*&,°sin® 1; 





„= cosit, exp (ie — eh, ,=— zoos(@—1—h)&,, A Eee 
kh+l 
e- 3, fuore de — ta] rare 
h+l 
af 4 [orte de+ [Vor de; 
. h 


seien ferner E, und F, ebenso aus U, und Y, gebildet wie E und F aus U 
und Y; dann ist schließlich 


fe cosAt + FsinAt) ne + a? SE, cosAt—+ F, sin At) U, i 


7 fe cos4t-+ FsinAt) IE + a? DE, cosAt + F, sin At) 2 
2 


die Summen sind dabei über alle reellen positiven Wurzeln & der Gleichung 
a?&, sin 1&, — a?& coslE, — 0 
zu erstrecken. in o e 
Wird auch = 0, so entwickelt Poisson (p. 335) die Wurzelgroße 4! 
nach den Kosinus der Vielfachen von 21&, und glaubt sich wegen der nach- 


folgenden Integration nach & berechtigt, diese Entwicklung auf ihr Absolutglied 
zu reduzieren. 
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75. Diskussion über den Grad der Allgemeinheit der so er- 
haltenen Lösungen. In welchem Sinne man sagen könne, daß die 
durch die Methoden der letzten Paragraphen erhaltenen Integrale die 
allgemeinsten Lösungen der betreffenden partiellen Differentialgleichungen 
vorstellen, darüber ist schon zu Beginn des vorigen Jahrhunderts mehr- 
fach diskutiert worden. Man war zunächst, wie bereits bemerkt, von 
den einfachsten Beispielen aus zu der allgemeinen Behauptung ge- 
langt: ebenso wie das allgemeine Integral einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung willkürliche Konstante, müsse das allgemeine Integral 
einer partiellen Differentialgleichung willkürliche Funktionen ent- 
halten; und zwar ebenso viele, als die Ordnung der Gleichung betrage. 
Doch führte diese Auffassung schon bei einer so einfachen Gleichung wie 


auf Paradoxa: die Entwicklung der Lösung nach Potenzen von x 
nämlich: 


2n 2n+1 
. Dam OH+D nr" 


enthält zwei willkürliche Funktionen von £, dagegen ihre Entwicklung 
nach Potenzen von Et: 


(r) 
(1271) DT Fe“) 


nur eine willkürliche Funktion von x’). Es hat dann zunächst $.D. 
Poisson'''°) darauf aufmerksam gemacht, daß hier insofern kein Wider- 
spruch vorliegt, als beide Entwicklungen zu demselben Resultat führen, 
wenn man aus jeder von ihnen eine Entwicklung nach Potenzen 
beider Veränderlichen zugleich ableitet. J. Fourier fügt dem noch 
hinzu!"!”); wenn die Werte von u für {= 0 gegeben sind, so lassen 
sich aus der Differentialgleichung durch schrittweise Integration die 
Werte von « für positive £ ableiten; will man aber dasselbe Verfahren 








1715) Diese Bemerkung ist nach der Angabe von Lacroix, Trait6 2 (1814), 
p- 643 von „mehreren Geometern‘ gemacht, von Poisson !"!%) zuerst veröffentlicht 
worden. 

1716) J. Ee. polyt. cah. 13 (1806), p.110; Bull. philomat. 1817, p. 183; J. Ee. 
polyt. cah. 19 (1823), p. 369; Mecanique 2, p. 352; chaleur p. 137. Vielfach re- 
produziert, z. B. von Lacroix an der eben genannten Stelle, von Laplace, Traite 
analytique des probabilites p. 62 (2. Aufl. 1814), von Fourier, Theorie Nr. 399 — 
Oeuvres 1, p. 465, von A. de Morgan, Differential and integral caleulus, p. 723, 
731, von A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 398. Was D. F. 
Gregory, Cambr. math. j. 1 (3) (1838), p. 127 auseinandersetzt ist weniger eine 
Lösung der Schwierigkeit als ihre Konstatierung. 

1717) Theorie Nr. 400 = Oeuvres 1, p. 467. 
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auf den Fall anwenden, daß die Werte von u für 2—=0 gegeben 
sind, so reicht das allein nicht dazu aus, es müssen vielmehr auch 


noch die von = gegeben sein. Man könne also überhaupt nicht be- 


haupten, daß die Anzahl der in der allgemeinen Auflösung auftretenden 
willkürlichen Funktionen immer der Ordnung der Gleichung gleich sein 
müsse. 

Aus der Übereinstimmung der Darstellung der Lösung durch be- 
stimmte Integrale mit der durch Potenzreihen hat man vielfach ge- 
schlossen, daß die ersteren die allgemeine Lösung vorstellen, weil man 
überzeugt war, daß die letzteren es tun. So schließt auch noch Cauchy 
bei seinen ersten Untersuchungen!"®), Da er aber bald an dem Bei- 
spiel von Funktionen wie exp (— x?) bemerkte, daß alle Koeffizienten 
der Taylorschen Entwicklung einer Funktion Null sein können, ohne 
daß die Funktion selbst identisch Null ist, so erklärte er diesen 
Schluß selbst für unzulässig!"!?). Poisson will diesen Einwand nicht 
gelten lassen: er meint, man könne zwar für endliche m behaupten, 
daß x” exp (— x?) für z= (0 zu Null werde, aber nicht für unend- 
lich große m, und man könne also auch nicht behaupten, daß alle 
Koeffizienten der genannten Entwicklung von exp (—- x?) Null seien !720), 
Fourier dagegen betont!'?), daß es für die Entscheidung über die 
Allgemeinheit der Lösung durch bestimmte Integrale gar nicht darauf 
ankomme, ob sie sich in die Lösungen durch Potenzreihen überführen 
lassen, und welche Bewandtnis es mit diesen habe: die Ableitung jener 
Lösungen selbst zeige, daß man mit ihnen beliebig vorgeschriebenen 
Nebenbedingungen genügen könne. Cauchy kommt später!’?®) noch- 
mals auf diese Frage zurück: die Lösung der Schallgleichung durch 


B@+)+R@—) 


gibt, wenn F, und F, nur in einem endlichen Intervall von O ver- 
schieden sind, fortschreitende Wellen, die Lösung durch Potenzreihen 
„semble indiquer les vibrations stationaires“. 


1718) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 149 (von 1815). 

1719) Eine Andeutung schon Bull. philomat. 1821, p. 151; dann 1822, p. 49; 
J. Ee. polyt. cah, 19 (1823), p. 551. 

1720) Ib. 1822, p. 85. — Eine Unterscheidung der Reihenfolge der vorzu- 
nehmenden Grenzübergänge darf man bei Poisson hier so wenig wie an anderen 
Stellen suchen. 

1721) Theorie Nr. 428, 6° — Oeuvres 1, p. 528: „les objections qui avaient 
&t& proposdes A ce sujet sont denuses de tout fondement; il serait aujourd’hui 
superflu de les discuter.“ 

1722) C. R. 28 (1848), p. 279 = (1) 11, p. 122. 
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Später'??) zeigt Poisson auch noch, daß die Entwicklung der 
Lösung der Wärmeleitungsgleichung nach Exponentialfunktionen 


(1272) u -)» A, exp (121-4 4,%) 


durch Entwicklung der einzelnen Glieder nach Potenzen von t und 
Umordnung in die Form (1271) übergeht, wenn man 


pe. exp 4,2% = F(k) 


setzt. Dabei nimmt er weiter an, daß man eine willkürliche Funktion 
F(x) in eine solche Reihe entwickeln könne. 

Daß solche Argumentationen unter Umständen auf Paradoxien 
führen, hat bereits A. A. Cournot bemerkt: Wenn man die Lösung (1272), 
statt nach Potenzen von f, nach solchen von x entwickelt, so erhält 
man zwar auch eine Reihe der Form (1270), aber die beiden in ihr 
auftretenden Funktionen 


yl) = ZA, exp (Mi), vl) = I A,A, exp (At) 
können nicht als voneinander unabhängig angesehen werden, sondern 


die zweite geht aus der ersten durch Differentiation zum Index /, im 
Sinne von Liouville (Nr. 108) hervor.''#) Und wenn man die Lösung 


(1273) u—= >) A,exp (1,2 + 5) 
der Gleichung : 

u 

dd 
nach Potenzen von t entwickelt, so lassen sich alle Koeffizienten aus 
dem ersten durch sukzessive Integrationen ableiten, ohne daß will- 
kürliche Integrationskonstanten auf treten; man komme also so nicht 
auf die allgemeinste Lösung, die zwei willkürliche Funktionen ent- 
halten müsse. 1’®) 

Poisson hat auch wiederholt!'?®) den folgenden Standpunkt ver- 


1723) M&canique 2, p. 353. Chaleur p. 138 entwickelt er nicht nach Potenzen 
von t selbst, sondern von —h; damit glaubt er (p. 134) den im Text erwähnten 
Bedenken betr. die Allgemeingültigkeit der Taylorschen Reihe zu entgehen. 

1724) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 407. 

1725) ib. p. 408. 

1726) Bull. philomat. 1817, p. 180; 1822, p. 81; Paris mem. 1 (1816[18]), p. 83; 
3 (1818[20]), p. 171; J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 370; Mecanique 2, p. 348; 
chaleur p. 139, 163, 363, 381. Chaleur p. 139 fügt er erläuternd bei: &” z.B. 
könne man durch 

(= (e%) Zi)" 


€ 


EEE 
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treten: man könne die. Entwicklungen nach Elementarlösungen auf- 
fassen als Entwieklungen nach den Potenzen einer Exponentialgröße 
(nieht notwendig mit ganzzahligen Exponenten); und da er die Meinung 
teilte, jede Funktion lasse sich nach Potenzen der unabhängigen 
Variabeln entwickeln, so schien ihm damit der Beweis für die All- 
gemeinheit der in jener Form auftretenden Lösungen erbracht. Das 
überträgt er dann ohne weiteres auf die Lösungen durch Integrale 
von Elementarlösungen !"?”). Nachher aber, veranlaßt durch seine Unter- 
suchung über die Verwendbarkeit des Fourierschen Integrals für kom- 
plexe Werte des Arguments!?®) schränkt er diese Behauptung doch 
ein: Er meint jetzt!”®), die Reihen und Integrale von Elementar- 
lösungen seien nur so weit brauchbar, als sie konvergierten. Z. B. 
könne man nicht behaupten, daß die Gleichung 


(1273a) vw sei &y cos (Ex — Ea) p(a)dadE 


0 —» 


Me EN 008 (6: — a) y(a)dedE 


u 


die allgemeine Lösung der Potentialgleichung vorstelle, da diese Inte- 
grale nur unter sehr engen Voraussetzungen über die Funktionen g, % 
konvergierten. Andererseits!’?®) dürfe man Ausdrücke wie 


(1273b) fe "r@eoso + 2ayt) sin?"tiododa 





oder rg ä 
© © u 
et si er yfl@dan 
(1278e) N v cos (£x — Ea)flo)dadt — Meer, 


nicht als die allgemeinen Integrale der betr. Differentialgleichungen 
ansehen, obwohl sie je eine willkürliche Funktion enthalten: die erste 
gebe nur ein solches, das für = 0 endlich bleibt, die zweite nur 
eines, das für y= + © zu Null wird. 

Später!”®®) gibt er die entsprechende Auseinandersetzung auch für 


ersetzen und also mit Hilfe des Binomialtheorems in eine Reihe von Exponential- 
funktionen entwickeln. 

1727) Bull. philomat. 1822, p. 82. 

1728) J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 461. 

1729) ib. p. 248, 463. 

1730) Mecanique 2, p. 357; chaleur p. 141 Die den Funktionen y, » auf- 
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die Lösung der Wärmeleitungsgleichung durch das Laplacesche Inte- 
gral (1236). 

76. Ableitung der Hauptlösung aus der Lösung durch ein be- 
stimmtes Integral. $. D. Poisson'"®!) führt in der Laplaceschen Form 
(1236) des Integrals der Differentialgleichung der linearen Wärmeleitung 
die unter dem Zeichen der willkürlichen Funktion stehende Verbindung 
der unabhängigen Variabeln selbst als Integrationsvariable 


ae—=x+ 2aYVt 
ein; dadurch geht jene Form über in: 


+0 


fe) rar. 


—-o 








(1274) uw= 


Da hier die unabhängigen Variablen nicht mehr unter dem Zeichen 
der willkürlichen Funktion vorkommen, so kann ein derartiger Aus- 
druck der Differentialgleichung nur dadurch genügen, daß ihr der 
Faktor, mit dem die willkürliche Funktion multipliziert ist, hier also 


(1275) er (— er) 


genügt, wie Poisson bald darauf???) selbst bemerkt; und zwar hat er 
die Eigenschaft, sich für einen bestimmten Wert der einen Variablen, 
nämlich 2—= 0, und alle Werte der andern x, mit Ausnahme des ein- 
zigen <= «, auf Null zu reduzieren, während er für diesen einen 
Wert unendlich bzw. unbestimmt wird. In der Tat kommt man von 
(1274) auf (1275), wenn man annimmt, die Funktion fsei nur für einen 
einzigen Wert « von 0 verschieden, so daß man die Integration nur 
über die Umgebung dieses Punktes zu erstrecken braucht und des- 
wegen den andern Faktor als konstant vor das Integralzeichen ziehen 
kann; dabei muß man übrigens der Funktion f für diesen einen Argu- 
mentwert einen unendlich großen Wert zuschreiben, damit ihr Integral 
über ein unendlich kleines Intervall gleichwohl endlich bleiben kann. 
Eine derartige Lösung soll im folgenden mit einem von F\. Klein in 





zuerlegenden Beschränkungen sind hier nicht so eng wie im Falle der Potential- 
gleichung. 

1731) Bull. philomat. 1815, p. 86. 

1732) Paris mem. 1 (1816[18]), p. 151; Bull. philomat. 1822, p. 83 (hier Er- 
örterungen darüber, ob (1275) als ein singuläres oder als ein partikuläres Integral - 
aufzufassen sei; Poisson entscheidet sich für die letztere Alternative); J. Eec.. 
polyt. cah. 19 (1823), p. 24; chaleur p. 282. Ebenso Fourier, Theorie Nr. 374, 378 
= Oeuvres 1, p. 427, 439. 
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Vorlesungen !"#) gebrauchten Ausdruck als eine Hauptlösung der Diffe- 
rentialgleichung bezeichnet werden; insbesondere soll dieser Name für 
den Fall gebraucht werden, daß der Ausnahmepunkt zum Anfangs- 
punkt der Abszissen gemacht ist, daß es sich also z. B. um die Funktion 


1 x 
(1276) 2 Yrt exp (- ) 
handelt. 
Ein anderer Weg, der von der Elementarlösung direkt zur Haupt- 
lösung führt, ist ebenfalls schon von Fourier‘'3#%) vorgezeichnet: das 
Integral der Elementarlösung nach dem Parameter, zwischen irgend- 
welchen Grenzen genommen, muß ebenfalls der Differentialgleichung 
genügen; und da es zwischen den Grenzen O0 und oo oder — oo und 
+ © genommen, für {= (0 in ein divergentes Integral übergeht, sein 
Grenzwert für lim £—= 0 nur an einer Stelle unendlich, sonst überall 
Null ist, so liefert es dann eben die Hauptlösung. So wird für die 
Wärmeleitungsgleichung erhalten: 

+» 


52 or u 2, 
(1277) J° cos $xd& Ger e Ar 


und diese Formel zeigt zugleich, in welchem Sinne die eben wieder- 
holte Behauptung über den Grenzwert eines derartigen Integrals richtig ist. 


77. Ableitung der Lösung durch ein bestimmtes Integral aus 
der Hauptlösung. Umgekehrt kann man, wenn die Hauptlösung 
H(&, t) einer Differentialgleichung bekannt ist, aus ihr die allgemeine 
Lösung ableiten, indem man diese als Übereinanderlagerung der Re- 
sultate der verschiedenen Einzelstörungen auffaßt, die von den ein- 
zelnen Punkten der z-Achse ausgehen. Man erhält so eine allgemeine 
Lösung zunächst in der Gestalt: 


(1278) u 1} H&—e,t)f(«)d«. 


In den Fällen, mit welchen wir hier zu tun haben, ist die Haupt- 
lösung eine homogene Funktion von x und einer Potenz von t; eine 
einfache Substitution führt dann (1278) in die weitere Form: 


+» 
(1279) u= [?Hüar,t)f(«-+ar)da 
über, in der das Produkt der beiden ersten Faktoren unter dem Inte- 


1733) 1888/89; vgl. A. Sommerfeld, Math. Ann, 45 (1894), p. 263. 
1734) Theorie Nr. 374 = Oeuvres 1, p. 432. 
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gralzeichen eine Funktion von ? allein ist. So erscheint bei A. Cauchy 0) 
das Integral der Potentialgleichung in den Formen: 


+9 + 
1 ( vfoda _1 (fatayda 
a2) er 


BER —o 





bei Fourier das Integral der Gleichung der schwingenden Lamelle 





(1281) ta 0 
zunächst in der Form !'#®) 
+% 
RE! . fa — 2)? , x 
(1282) u j ein Fat = |f(a)de, 


0 


dann!”®) auch in der folgenden: 


+ 
(1283) u= 745 | Gina’ + o0s ad)f(c+2ayt)da. 
un 
Läßt sich die Hauptlösung nur durch einen Grenzwert darstellen, 
so erscheint bei diesem Verfahren auch die allgemeine Lösung in der 
Gestalt eines solchen; so bei A. Cauchy!'®) eine Lösung der Saiten- 
gleichung durch: 





+0 
u 1 ı° (x — a)? (et 
(1284) = lim av exp (fer ee | cos —, f(a)da 
| 
a BEE en IR e ONE. 7 
— lim 5 exp (5) exp (— a?) cos VE f(x +2ayk)da. 


x 


1735) Paris mem pres. 1 (1827) — Oeuyres (1) 1, p.135 (von 1814). An dieser 
Stelle handelt es sich bei Cauchy allerdings zunächst nicht um die Integration 
der Potentialgleichung, sondern um die Auffassung des Fourierschen Integrals 
als Grenzformel (Nr. 54). Die Hauptlösung der Potentialgleichung 


x 
a 


Je" oszsas= 

0 
ist ein Beispiel dafür, daß die Hauptlösung nicht immer die einfachste Lösung 
ist, die nur an einer Stelle unendlich wird. Diese würde sein 4log (©? + y?) und 
die Hauptlösung ist von dieser die Ableitung nach y.. 

1736) Bull. philomat. 1818, p. 131. Fourier sagt nicht, wie er für diesen 
Fall die Hauptlösung gefunden habe, sondern deutet nur p. 136 an, daß es darauf 
ankomme, zunächst die Hauptlösung zu finden. 

1737) Theorie Nr. 406 — Oeuvres 1, p. 479. Ebenso bei A. Cauchy, Bull. 
philomat. 1821, p. 145. 

1738) Bull. philomat. 1821, p. 148. 


pie dere 
y’+ x? 
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78. Anpassung der Lösung durch ein bestimmtes Integral an 
gegebene Anfangsbedingungen. Die in den Nummern 73, 74 be- 
sprochene Form der Lösung durch ein bestimmtes Integral läßt un- 
mittelbar erkennen, auf welche Funktion von x sie sich für = 0 
reduziert. Anders ist es mit der in Nr. 77 besprochenen. Sei wieder 
E($, t) cos &x Elementarlösung der vorgelegten Differentialgleichung, 
so normiert, daß E(8&,0) = 1 ist; und es soll die in der Integralform 


(1285) u -fz6, t) cosz&p(E)dE 


auftretende willkürliche Funktion des Parameters so bestimmt werden, 
daß sich diese Lösung für {= (0 auf eine (für positive Argumente) 
gegebene Funktion von x reduziert, daß also 

feos xEp(E)dE—=f(«) (2 >0) 

ö 
wird. Um die Auflösung dieser Integralgleichung zu umgehen, kann man 
damit beginnen, daß man den von der Zeit abhängigen Faktor der 
Elementarlösung durch ein Integral der Form 


(1286) E(&, 1) = / n(u, 1) cos ugdu 


ausdrückt'"”®); vertauscht man dann die Reihenfolge der Integrationen, 
so erhält man zunächst 


a2) ut Ind [ p@)Ieos wE+zE) + cos (us 2H)]dtan, 


und das ist wegen der vorausgesetzten Gleichung (1285) gleich 


oo 


3 Sn@ ra +2 + flu—elldn, 


1739) A. Cauchy benutzt (Paris m&m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 152; 
von 1815) nicht diese Darstellung, sondern die Darstellung von E(&, t), als Funk- 
tion von & betrachtet, durch ein Fouriersches Doppelintegral, von der man auf 
(1286) kommt, indem man die eine Integration ausführt; seine Rechnung läßt sich 
leicht so umschreiben, daß nur von (1286) Gebrauch gemacht wird, und ich ver- 
mute nach seinen verschiedenen Andeutungen — vgl. namentlich die in Note 1252) 
erwähnten —, daß er ursprünglich selbst so gerechnet und erst, nachdem er auf 
diesem Wege auch seinerseits zu dem Fourierschen Integralsatz gelangt war, 
die Rechnung umgeschrieben hat. — Für die einfachsten in Betracht kommenden 
Fälle waren die Darstellungen der Form (1285) etwa 1810 bekannt; vgl. Nr. 71. 
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oder wenn man geeignete neue Integrationsvariablen einführt, gleich 


a2) + Inle-al,d-+ nlc+2, Yfle)de, 


womit die Aufgabe gelöst ist. Für die Potentialgleichung, für die 
E(&, t) = exp (—&t) ist, wird so erhalten 





wer t t 
(1289) u-— J (u sata „|f(e) de; 


und die für (557) angestellte Überlegung zeigt, daß das in der Tat 
für {= 0 sich auf f(x) reduziert. 

In den einfachen Fällen, mit welchen man zunächst zu tun hat, 
kann man auch ohne Kenntnis der allgemeinen Reziprozitätssätze mit 
Hilfe der Formeln von Nr. 59 erkennen, daß zugleich mit der Glei- 
chung (1286) die folgende besteht: | 


(1290) 14 | Bi&,i) cos ukat. 
0 


Setzt man das in (1286) ein, so erhält man die Lösung der vorgelegten 
Differentialgleichung durch ein trigonometrisches Doppelintegral: 


Sa 


1 
(1291) u_.. 


0 


x t) cos x& cos a&f(a)dEde 


und aus ihr durch die Annahme 2 = 0 die Darstellung der willkürlichen 
Anfangsfunktion durch ein solches Integral unabhängig von anderen 
Betrachtungen. 

Steht in (1285) an Stelle des Cosinus ein Sinus, so kann man ent- 
sprechend verfahren; man hat auch in diesem Falle eine Darstellung 
der Form (1286) (nicht etwa die entsprechende mit sin u&) zu benutzen. 

Umständlicher wird die Sache, wenn man statt der Darstellung 
(1286) nur eine der Form | 


(129), ZE)-/ Im(w, t)}eos u& + &(u, 1) sin u&]du 
0 


hat. Man benutzt dann am bequemsten auch für « den allgemeineren 
Ansatz 


(1293) u— [Ei [p(&) eos 05 + v(E) sin «i]d$ 
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und unterwirft die Funktionen 9, y» neben der Bedingung 


(12938) [Ip eosz& + w(&) sin zi]d$ — fa) 


noch der weiteren 
+9 
(12939) SI Pl) sinz&+ uf) cos atldt—0. 


Damit erhält man: 


x 


1294) u= 4 [ In, OS Ip@eos@&+ ut) + v@sin @t-+ ud) 


+ (8) eos (#8 — u) + v(E) sin («5 — uä)]aE 


En 


+ &w 1) | Ip& sin @& +18) — u(&) vos (ei + ud) 
+ (8) sin («8 — 8) — Y(E) cos (8 —uE)]dE |du 
in a Smco fa +u) + fl — u)lau. 


Auf ähnlichem Wege ist A. Cauchy, wie er selbst berichtet!'#), zuerst 
zur Integration der Wellengleichung (1222) gelangt, für die 


(1295) E(&,t)= cos(tyE) —ı [ oos (+ Fe = 2) du 


ist. Nur führt er die hier mit Y bezeichnete Funktion nicht ein und 
benutzt auch nicht die Relation (1293b); infolgedessen ist er genötigt, 
die Glieder mit sin («&—+ u$), die bei ihm nicht alle von selbst weg- 
fallen, noch mit Hilfe der Relation (852) so umzuformen, daß auch in 
ihnen statt des Sinus ein Cosinus auftritt, und dann, um beide Teile 
zusammenziehen zu können, in dem andern von der Relation 


(1296) cos ("— 2) = — z / er (ur — =) de 
ö 


Gebrauch zu machen. !'#) 





1740) ib. p. 295; Ann. de math. 17 (1827), p. 110. 

1741) Bei Cauchy ist die Sache dadurch noch etwas umständlicher, daß er 
diese letzte Umformung erst nach Einführung einer neuen Integrationsvariablen 
vornimmt. 
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Um die Laplacesche Lösung der Wärmeleitungsgleiehung den 
Nebenbedingungen 
u=of() frz=0, u=fle) fürt=0, «>0 
anzupassen, führt W. Thomson Lord Kewin!) für t=0, 2 <0 eine 
Funktion = »(x) ein, die zusammen mit f(x) die erste Neben- 
bedingung erfüllen soll. Die Lösung erscheint dann in der Form 


x 


BrT7; 
(1297) u— Tl f exp(—a Mersavdggt exp (-a’)v(a+2ay)da | 


Iyi 
Wird 


v(—2)= Flo) — fa) 
gesetzt, so ergibt sich infolge der ersten Nebenbedingung die Funktion 
F durch Auflösung der Gleichung: 


x 


(1298) Va: y() = hi e=.F(2aYt) da. 


Dazu entwickelt Thomson g(f) in eine trigonometrische Reihe und 
stellt dieselbe durch Benützung der Gleichung 


n 


(1299) SR (2mt)— fe lem) [24V mt} aa 


die er aus 
fera —Yz fü f=-a+yHImi 
; 


erhält, durch ein Integral derselben Form wie das auf der rechten 
Seite von (1298) dar. Durch Vergleich bekommt er 


Fa) = I(4,C0j(eym) cos (aYm) + B,Sin (em) sin («ym)),m—*" 


und durch Einsetzen der Integrale für die Koeffizienten und Übergang 
zu P = © 


(1300) Fa—, | TeVreos(uaYr— 207) + e V* eos(eVYr+207)]p(r)drdd. 


1742) Cambr. math. j. 3, (1842), p. 173 = papers 1, p. 11; ib. 4, (1843), 
p. 70 = 1, p. 43 finden sich Erörterungen darüber, daß die Schlußformel auch 
dann noch richtig ist, wenn die dabei benützten Funktionen „impossible“ sind. 
Verallgemeinerung für den Fall, daß die 3. Randbedingung zu erfüllen ist, ru 3, 
(1843), p. 209. 
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79. Integration durch trigonometrische Integrale. Die Inte- 
'gration der Differentialgleichung der linearen Wärmeleitung durch tri- 
gonometrische Integrale tritt bei J. J. Fourier!"4) zunächst in der Form 
auf, daß der in Nr. 52 besprochene Grenzübergang an der Lösung 
durch eine trigonometrische Reihe ausgeführt wird; je nachdem dabei 
von einer Cosinus- oder von einer Sinusreihe ausgegangen wird, er- 
scheint die eine oder die andere der beiden Formen: 


(1301) u [[ e# cos 2% cos a&f(a)dads 

und: uhr 

(1302) u— [fe sin z£ sin «&fla)dad£. 
00 


A. Cauchy''#) gibt, zunächst ohne jede Andeutung, wie er dazu ge- 
kommen ist, die Integration der sog. Laplaceschen Differentialgleichung 
durch eine Summe von vier Integralen, von denen eines ist: 


(1303) u — /([e-:v cos Ex cos &«f(e)dads, 
00 


während die drei andern aus ihm dadurch hervorgehen, daß man y 
mit —y oder die Cosinus mit Sinus vertauscht oder beide Ver- 


1743) Paris mem. 4 (1819/20 [24]) (Preisschrift von 1811), p. 490, 496; 
Theorie de la chaleur Nr. 347, 353, 397 = Oeuvres 1, p. 393, 399, 463. Die Formel 
mit Cosinus und Sinus findet sich erst in der Theorie, Nr. 354 — Oeuvres 1, 
p. 401, vgl. Note 504). Nachträglich (p. 170, von 1827) gibt er noch die Erläute- 
rung: eine beliebige Funktion von x und t kann durch das Integral 


Sm& 0 eos swas 
0 


dargestellt werden; soll sie der Differentialgleichung (1175) genügen, so muß f die 
gewöhnliche Differentialgleichung AT &f=0 erfüllen. Fourier hat auch noch 


eine 2. Form des Integrals der Gleichung der Wärmeleitung; er erhält es aus 
der Reihenform (1270), indem er die einzelnen Glieder durch bestimmte Integrale 
ausdrückt und dann unter dem Zeichen summiert. Vgl. Note 1760. 

1744) Paris mem. pres. 1 (1827) (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 21; p+ 146 zeigt 
er durch Entwicklung nach Potenzen von y, daß der angegebene Ausdruck mit 
demjenigen identisch ist, den man durch Anwendung der Methode der unbe- 
stimmten Koeffizienten erhält; und dieser habe „toute la generalits desirable*. 
Fourier dagegen legt Wert darauf, daß man die Allgemeinheit der Lösung durch 
sein Integral, ohne auf irgendwelche Reihenentwicklung zurückzugehen, aus ihr 
selbst beweisen könne, da man imstande sei, sie beliebig gegebenen Anfangs- 
bedingungen anzupassen (Bull. philomat, 1818, p: 136). 

Encyklop. d. math. Wissensch. IL 1. 79 
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tauschungen zugleich vornimmt. Ähnlich integriert er weiterhin 4) 
die Differentialgleichung der Wasserwellen: 


ou |, 0’u 
(1304) Pr + PER FRA 0 
durch eine Summe von acht Bestandteilen, von denen der eine ist: 


x © 


(1305) u= || cos(tYE) cos x cos Eaf(o)dade, 
0 . 


0 
während die übrigen aus ihm teils durch die eben erwähnten Ver- 
tauschungen, teils dadurch hervorgehen, daß man die trigonometri- 
schen Funktionen der Zeit durch Exponentialfunktionen ersetzt. 
Dann stellt Fourier!'*) die drei Integrale der Gleichungen der 
Wärmeleitung (1175), der Wasserwellen (1299) und der schwingenden 


Lamelle: 
ou oru 


(1306) Ta tm 0 
nebeneinander: 
oo + 
(1307) =, f exp (— £?t) cos (£a— Eu)f(e)dadk, 
(1308) u= 2 (feos (tyE) cos (&x— Ea)f(a)dade, 


(1309) v— 2 (feos (&1) cos (Er —Eea)fle)dad$. 


Auch exponiert er!’tT) das einzuschlagende Verfahren allgemein an der 
. Gleichung: 


eu 0*’u ou 66 u 
(1310) tat; 


er schreibt die Elementarlösung in der Form: 
u= exp (— mt) cos &x 


nmE#—b#t+cö—-+-.- 


setzt in ihr 2— « für x und integriert sie zuerst nach dem Para- 
meter &, hierauf, nach Multiplikation mit einer beliebigen Funktion 


mit 


1745) ib. p. 56; dazu die Erläuterungen p. 149. 

1746) Bull. philomat. 1818, p. 132. Bei Fourier ist die Reihenfolge der Inte- 
grationen die umgekehrte. 

1747) Theorie Nr. 404, p. 4 = Oeurres 1, p. 474. 
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der Integrationsvariablen &, auch noch nach dieser. Daran schließt er 
noch die Bemerkung’), daß man für die Gleichung 


u , du 
E; Jaaddt Pibaue 
zwei Elementarlösungen 


u cos $&tcos&r, u= sin Etsin &x 


ansetzen könne, und daß infolgedessen auch die allgemeine Lösung 
sich als Summe zweier Doppelintegrale darstelle, wobei dann die An- 
fangsbedingungen | 


ug), ul) für t=0 


erfüllt werden können. 

Später erscheint die Sache wohl auch in der Form dargestellt, 
daß zuerst in die Elementarlösung, mit Rücksicht auf die Willkür- 
lichkeit des Anfangspunkts der Koordinaten, ein zweiter Parameter « 
eingeführt wird, indem man 2 durch — « ersetzt; dann wird mit 
einer willkürlichen Funktion von «!’#) multipliziert und nach « und 
nach & integriert; so bei J. M. C. Duhamel?’‘*) und bei A. A.Cournot.!'®*) 

J. M. C. Duhamel“®?) erhält durch Integration der Elementar- 
lösungen für 
(1311) ea. 4 

or 00° 
die Lösung: 


+» 
(1312) 0— fe GVI+®): cos (ku — ka) y(a) da dt 


+» 
Eä ;= JE» : c08 (52 — 80) x,(e) da dE. 


G. @. Stokes“®) integriert die Differentialgleichung (1175) unter 
‚den Bedingungen: u=0 für =0, v1 für — 0, um ohne 
weiteres unter dem Integralzeichen differentiieren zu können, durch die 


1748) Nr. 405, p. 477, 

1749) Warum nicht äuch von £?, muß man bei diesem Ausgangspunkt 
wohl fragen. 

1750) Cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 182. 

1751) Theorie des fonctions, 2, Paris 1841, p. 425. 

1752) J. de math. 14 (1849), p. 65 von 1839. 

1753) Papers 3 p. 130, Der Übergang von der Lösung der Wärmeleitungs- 
gleichung durch ein Fouriersches Integral zur Laplaceschen Form auch bei 
Cournot, Theorie 2, p. 426. 

79° 
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Summe zweier trigonometrischer Integrale: 


(1313) v= 2 (fteoszt cos &@«p(a,t) + sin z& sin Eay(a,£)] de dE. 
6 


Die Differentialgleichung verlangt: 


pP = Pla) exp (— a), = ua) exp (— a), 
die erste Grenzbedingung 
v(e) = — pe); 

das entstehende Integral kann in die Laplacesche Form übergeführt 
werden, aus der hervorgeht, daß der 2. Bedingung nur durch p(«) = 1 
genügt wird. Aus der so erhaltenen Lösung leitet er dann den Fall, 
daß die 2. Bedingung durch u==f(t) ersetzt wird dadurch ab, daß 
er mit f(r)dr multipliziert und # durch £—r ersetzt und nach r 
von — oo bis £ integriert. 

A. Cauchy“'°*) stellt die Integration linearer Differentialgleichungen 
durch trigonometrische Integrale in symbolischer Form dar. Er zeigt 
zunächst: wenn F eine ganze Funktion des Differentialssymbols D 
und des Symbols A der endlichen Differenzen bedeutet, so ist: 

+» +0 
(1314) F(D, A)f(z) = uf Ser ei—1)f(a)dadE. 
Das veranlaßt ihn, auch für den Fall, daß p keine ganze Funktion 
mehr vorstellt, mit g(&)f(x) das Integral 
+» +» 


(1315) u— g: 4 Ee-oip(E)fla)dedk. 


zu bezeichnen!"°®). Ist g der Quotient zweier ganzer Funktionen ir 
so genügt diese Funktion u der Gleichung F(D)u = f(D)f(x). Cauchy 
zeigt ferner !"°®), daß die so definierte Funktionaloperation den Gesetzen 
der Assoziation und Distribution genügt, und daß namentlich die Glei- 
chung gilt: 


0) 659 (ai) = exp (azi) 1a). 





1754) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeurres (2) 7, p. 201. Vgl. auch IIA 11, 
Pincherle, Nr. 6, 9, p. 769, 773. Die an der letztgenannten Stelle erwähnten eng- 
lischen Untersuchungen sind also zum großen Teil schon hier von Cauchy vor- 
weggenommen. 

1755) p. 204. Cauchy hat « als Symbol; im Text ist dafür & benutzt, um 
dem « dieselbe Bedeutung lassen zu können, wie sonst überall in diesem Artikel. 

1756) p. 209. 
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Das erweitert er dann auf Funktionen mehrerer Variablen !"”); damit 
gelingt ihm die Aufstellung partikulärer Lösungen von gewöhnlichen 
und partiellen Differentialgleichungen mit zweitem Glied, und die Re- 
duktion der Integration von solchen Gleichungen höherer Ordnung auf 
die sukzessive Integration mehrerer Gleichungen niedrigerer Ordnung, 
für den Fall, daß die linke Seite der Gleichung sich symbolisch in 
Faktoren zerlegen läßt. 

@. Plana kommt zu Darstellungen der Lösungen partieller Diffe- 
rentialgleichungen durch Fouriersche Integrale, indem er in ihren Ent- 
wicklungen in Potenzreihen die einzelnen Glieder durch solche Inte- 
grale darstellt, sie durch partielle Integrationen umformt und dann die 
Reihenfolge von Summation und Integration vertauscht; so erhält er 


die Lösung von 
an 
0X0y " 


als Summe zweier Glieder, von denen eines ist!”°®): 


© + 


(1316) u-_ 1} J cos (&°— Eu — 2) f(«) dadz 
und die von 

0?u ou 
(1317) Zu an da: +u 


durch eine Summe zweier Glieder, von denen eines ist!?®): 


© + 


(1318) «= 2 (fs (EV1— E) cos (£r— Ea)f(a)da. 


0 —o 


Dasselbe Verfahren wendet auch Fourier selbst an!’), um eine Lösung 
der Wärmeleitungsgleichung zu erhalten, die sich für =0 samt 
ihrer ersten Ableitung nach x auf gegebene Funktionen von ? redu- 


1757) p. 226; ein Nachtrag p. 236 führt die symbolische Behandlung der ein- 
fachsten Fälle durch, p. 248 auch für Differenzengleichungen. 

1758) Torino mem. 25 (1820), p. 144. Er untersucht nicht, ob dieses Integral 
überhaupt einen Sinn hat. . P 

1759) ib. p. 145. Er bemerkt selbst, daß das Argument des Coj nur in einem 
Teile des Integrationsgebietes reell ist, so daß eine Zerlegung desselben erforder- 
lich würde, und zieht daher die Methode von Poisson vor. 

1760) Theorie Nr. 413 = Öeuvres 1, p. 490. @. Darboux zeigt in einer Note 
p. 492, wie man zu dieser Lösung von einer geeignet gewählten Form der Ele- 
mentarlösung aus gelangen kann; in etwas anderer Form W. Thomson Lord Kel- 
vin, Cambr. math. j. 3 (5) (1843), p. 208 = papers 1, p. 18. 
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ziert; er findet so eine Summe zweier Glieder, von denen eines ist: 


v- SE [cos (27?t — 21°0) Coj rx cos tx 
— sin (27?t— 21?0) Sin rz sin tx} f(O)dOdt. 


80. Ableitung der Hauptlösung einer partiellen Differential- 
gleichung aus der Darstellung ihrer allgemeinen Lösung durch ein 
Fouriersches Integral. Die „Hauptlösung“ kann aus der Darstellung 
der allgemeinen Lösung durch ein Fouriersches Integral: 


90 + 


(1319) u (If pl, 8) cos (&.— $a)f(a)dedz 
Ar 


erhalten werden, wenn man in dieser die Integrationsvariable « überall, 
außer unter dem Zeichen f, durch den ausgezeichneten Wert von z, 
hier also durch O ersetzt; das Doppelintegral zerfällt dann in das 
Produkt zweier einfachen Integrale; wird in Ergänzung der bereits 
eingeführten Voraussetzungen dem auf & beziehenden der Wert 1 zu- 
geschrieben, so erhält man die Hauptlösung dargestellt durch das ein- 
fache Integral: 


(1320) zen 7 5 Haze. 


In den Fällen, mit welchen wir hier zu tun haben, enthält die Funk- 
1 


tion p ihre beiden Argumente nur in einer Verbindung &”t; dann 
läßt sich die Hauptlösung schreiben: 


(1321) ra A af 50%) con dab, 


erscheint also als Produkt einer Potenz von ? in eine Funktion der 
einen Variablen 


h= 


= i 
Ist die zu der Funktion 9 reziproke Funktion bekannt, so erhält 
‚man die Hauptlösung in elementarer Form. Bei dem ersten Beispiel 


einer derartigen Bestimmung einer Hauptlösung, nämlich derjenigen 
von (1299) durch | 


x 


1 E x 
(1322) B= [oo Vechta, h=-n 
ö 


bei A. Cauchy!’s), ist das allerdings nicht der Fall. 


1761) Paris mem, pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 61 (von 1814). 
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Bei Gleichungen vom hyperbolischen Typus existiert keine Haupt- 
lösung: das Integral, das man durch das oben besprochene Verfahren 
erhalten würde, divergiert. Gleichwohl ist hie und da von ihm Ge- 
brauch gemacht worden, so z. B. von einem Anonymus''®!*) für die 
Gleichung der Saitenschwingungen. Begnügt man sich mit der Annahme, 
die gegebene Funktion sei nur in einem kleinen Intervall, etwa von 0 
bis «, von Null verschieden, und zwar = 1, so kann man z. B. mit 
Navier‘'*?) in dem Integral der Gleichung der Saitenschwingungen (bzw. 
der Longitudinalschwingungen eines Stabes): 


(1323) u 2 (foos &t cos Ex cos Eadsd« 
0 
zunächst die Integration nach « ausführen, so daß man 
(1324) v- 2 (eos &t cos En tse ds 
0 


erhält. Das läßt sich dann wieder als die Summe von vier Integralen 
der Form (1320) darstellen und daraus u. a. ablesen, daß für jedes > « 
das u vont=x—e« bis t=x gleich 4, vorher und nachher aber 
= ( ist. 

81. Übergang von der Lösung durch ein trigonometrisches 
Integral zur Lösung durch ein einfaches Integral. Die Darstellung 
der Lösung einer partiellen Differentialgleichung durch ein Fourier- 
sches Integral läßt sich allgemein, d. h. unabhängig von irgendwelcher 
Spezialisierung der Anfangsbedingungen, auf ein einfaches Integral 
reduzieren, wenn es gelingt, die Integration nach & allgemein auszu- 


führen, d. h. das Integral 
(1325) SE ı) eos (&2— a) a: 
0 


auszuwerten. Dieses Integral unterscheidet sich aber von der Haupt- 
lösung (Nr. 80) nur dadurch, daß 2 — « an Stelle von & steht. Es 
ist also die hier in Rede stehende Reduktion dann und nur dann mög- 
lich, wenn eine Hauptlösung existiert und sich durch elementare 
Funktionen ausdrücken läßt. Das hat bereits Fourier erkannt, wie aus 
seinen Andeutungen!’#) zu schließen ist. 


1761*) Cambr. math. j. 3 (6) (1843), p, 257. 
1762) Bull. philomat. 1825, p. 181. 
1763) Bull. philomat. 1818, p. 132, 136. 
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Hierher gehört die Zurückführung des Integrals (1273a) der Po- 
tentialgleichung auf 


a)de 
(1326) u — ee a 


durch A. Cauchy''%); die des Integrals der Wärmeleitungsgleichung 
(1301) auf 


(1327) u_ J exp (— )Fla)de 





und weiter auf die Laplacesche Form (1236) durch @. Plana!®) und 
J. Fourier*'%); die des Integrals (1309) der Gleichung der schwingenden 
Lamelle auf: 





320)  u= RE f: sin [7 + u) f(«)de 
(1329) Pe Tan f [sin a? + cos a} f(c + 2ayYt)da 


durch Fourier!') und Cauchy''®). 

Andererseits läßt sich die Lösung durch ein Fouriersches Integral 
auch dann auf ein einfaches Integral reduzieren, wenn es gelingt, die 
Integration nach «& elementar auszuführen, m. a. W. die zu der ge- 
gebenen Anfangsfunktion reziproke Funktion mit Hilfe der Formeln 
von Nr. 59 durch elementare Funktionen auszudrücken. So gibt Fou- 
rier!'s®) die Lösung der Wärmeleitungsgleichung unter der Anfangs- 


1764) Paris m&m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1)1, p. 22,154 (von 1815). Auch 
Cauchy bemerkt, daß das Element des Integrals (1320) selbst der Differential- 
gleichung genügt. 

1765) Torino mem. 25 (1820), p. 143. 

1766) Theorie de la chaleur Nr. 398 — Oeuvres 1, p. 464, reproduziert von 
A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 426. Poisson (J. Be. 
polyt. cah. 19 (1823), p. 29) führt umgekehrt die Laplacesche Form des Integrals 
in die Fouriersche über; später (chaleur p. 298) hat er auch die Transformation 
der letzteren in die erstere. 

1767) Theorie Nr. 406 —= Oeuvres 1, p. 479; ohne Beweis bereits Bull. philo- 
mat. 1818, p. 131 = Oeuvres 2, p. 260; reproduziert von J. M. C. Duhamel, 
Cours d’analyse 2, Paris 1840, p. 189 und von A. A. Cournot, Theorie des fonc- 
tions 2, Paris 1841, p. 431. 

1768) Bull. philomat. 1821, p. 145. 

1769) Paris mem. 4 (1819/20[24]) (Preisschrift von 1811), p. 491; Theorie 
Nr. 349 — Oeuvres 1, p. 395. 
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bedingung 
u exp |«| 
durch 
(1330) u... 7 exp (ee. 
0 


82. Übergang von der Lösung durch ein trigonometrisches 
Integral zu der von Integralzeichen freien Form der Lösung. Ein 
solcher Übergang ist natürlich nur dann möglich, wenn sich die all- 
gemeine Lösung überhaupt frei von Integralzeichen darstellen läßt. 
So ersetzt A. Cauchy!"”°) in der Lösung der Gleichung der Saiten- 
schwingungen ; | 


© +0 


(1331) u— 1 /feos 81 cos (&x — Sa) f(a)dadz 


0 —o 


das Produkt trigonometrischer Funktionen durch eine Summe von 
solchen und wendet dann auf jeden Teil den Fourierschen Integral- 
satz selbst wieder an; so kommt er auf die d’Alembert-Eulersche Form 
der Lösung zurück. 


83. Darstellung der Integrale durch die Formeln der Residuen- 
theorie. A. Cauchy hat zunächst!) das den Nebenbedingungen 
FL Minh 012 
genügende Integral der gewöhnlichen Differentialgleichung 
| d a: an 
182) AyvtAgtAget +0 
auf die Form gebracht 


n—1 
LVIFNM—FO) e% 
9) ever he a 


v=0 


1770) Paris mem, pres, 1 (1827) — Oeuvres (1) 1, p. 179; reproduziert von 
4. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 429. 

1771) J. Ec. polyt. cah. 19 (1828), p. 548, ausführlicher p. 583. Entsprechend 
für ein System von Differentialgleichungen Paris C. R. 8 (1839), p. 827 — Exere. 
d’analyse 1 (1840), p. 53 — Oeuvres (1) 4, p. 369. Cauchy gibt (J. Ee. polyt. 
cah. 19, p. 584 auch einen ähnlichen Ausdruck für die Integrale von Gleichungen 
mit zweitem Glied. Wegen der von ihm ebenfalls behandelten Gleichungen der Form 

n 
© > Ajpkgni geiles 
+6" ar 


v=0 





vgl. man Note 1776). 
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in der F(®) die Hilfsfunktion 
(13) FY—4+40+AR+ + 4,0 
bedeutet, die Summe über alle Wurzeln der Gleichung F(#) =0 zu 
erstrecken ist und nach Ausführung der Division die Exponenten von 
Y durch die entsprechenden Indizes zu ersetzen sind. Das läßt sich 
als eine Residuenformel auffassen und bei geeigneter Wahl der reellen 


Größe © durch das bestimmte Integral 


+0 
ı [FIN—F(9+0) ep(@+HN: ,y 
2% Y—-(®-+0i) F’(O+®i) 


-o0 





(1335) y— 


ersetzen. 
Von da gelangt er dann!’"®) zu einer entsprechenden Darstellung 


des den Anfangsbedingungen 


ou 


zham.) @=01%..,n—l) 


genügenden Integrals der partiellen Differentialgleichung 
0° 0" 
+40, 


in der die V Funktionen der auf die m übrigen Variabeln sich be- 
ziehenden Differentialsymbole I u ... bedeuten, Er stellt diese 


Lösung zunächst durch eine Summe von trigonometrischen Integralen 
(in der von ihm angegebenen komplexen Form) dar: 





(136) Vuatv&+v, 


a=1’.*® 


B8N, 4. u En DE EEE ER AEH RR 


v=0 —»o 


exp [Eile — a) + niy—B) + Idedß...dädn...; 
eine derartige Summe genügt der vorgelegten Differentialgleiehung, 
wenn die Funktion 
(1338) S=T,+T,v+---+T7,_,0""' 
als Funktion von t, für beliebige v, derjenigen gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung genügt, deren Koeffizienten A, dadurch aus den V, 
hervorgehen, daß man in diesen die symbolischen Potenzen der Diffe- 
rentialsymbole durch die wirklichen von bzw. (ei), (Bi), ... ersetzt. 


1772) J. Ec. polyt. cah. 19, p. 544; Paris mem. 22 (1850) (von 1824) — Oeuvres 
(1) 2, p. 220. An letzterer Stelle bespricht er p. 224 mehrere Fälle, in welchen 
die Funktion F reduzibel ist, so daß man die Integration der vorgelegten Glei- 
chung auf die von zwei einfacheren Gleichungen zurückführen kann. 


83. Darstellung der Integrale durch die Formeln der Residuentheorie. 1229 
Und wenn diese Funktion den Anfangsbedingungen 
d’S 
Fr =0,1,2,..,n—]1) 
genügt, so genügt «u den Anfangsbedingungen 
v4 
we =h@9--) v—=0,1,2,..,n—1). 
Cauchy gibt dann noch die Vereinfachungen an, die eintreten, wenn 
die Gleichung F= 0 eine reine Gleichung ist.!’7?) 
In einer derselben Zeit angehörigen, aber erst später veröffent- 
lichten Abhandlung geht Cauchy davon aus, daß das Integral 
+0 | 
(1339) S'0(0 + iB) exp (O+i9)ta0, 
wenn ® eine ganze Funktion bezeichnet, zwar an und für sich un- 
bestimmt ist, daß man aber übereinstimmend den Wert O erhält, 
wenn man unter dem Integralzeichen erst noch einen Konvergenz- 
faktor exp (— Ö|y|) oder exp (—dy?) oder (1-+ dy?)-! hinzufügt und 
dann zu d — (0) übergeht.'''%) Infolgedessen schreibt er auch dem Inte- 
gral (1293) selbst den Wert O zu und schließt daraus, daß der Diffe- 
rentialgleichung (1290) durch 


+0 


(1340) u [et exp (O-+i0)td0 





F(®-+ i0) 


genügt wird, wenn F' die durch (1288) definierte Funktion und g irgend- 
eine ganze Funktion bedeutet. Wird für p [was auch ausreicht] eine 
ganze Funktion (n — 1)" Grades genommen, so führt die Anwendung 
der Residuensätze auf die Form (1289) der Lösung zurück. Nachträg- 
lich") zeigt er noch, daß man zu demselben Resultat auch kommen 


kann, indem man mit der Zerlegung von F (4) in Linearfaktoren 
beginnt. 

Nachher'""®) stellt Cauchy diese Resultate mit der inzwischen (909) 
von ihm eingeführten Bezeichnung der Residuentheorie dar. Die Glei- 


1773) J. Ee. polyt. cah. 19, p. 558. 

1774) Paris mem. 22 (1850) (von 1824) — Oeuvres (1) 2, p. 207. Einzelnes 
über den Entwicklungsgang seiner Ideen gibt Cauchy selbst Paris C.R. 14 (1842), 
p- 392 = Oeuvres (1) 6, p. 404. 

1775) p. 216. 

1776) Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 252. ib. p. 316 analoge 
Formeln für Gleichungen der in Note 1771) genannten Form. | 
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chung (1287) schreibt sich dann einfach 
o(r) exprt 
en E (Fe) ? 
und zwar gilt das auch, wenn die Gleichung F(r) = 0 mehrfache 
Wurzeln hat. Die Aufgabe, die Funktion p so zu bestimmen, daß y 


und seine Ableitungen bis zur (n — 1)” einschl. für = 0 die Werte 
1,9, 9% -.., 7°! annehmen, wird dann durch 


" Fer)— F 
I) - 





gelöst 177%); und dieselbe Formel löst auch die allgemeinere Aufgabe, @ so 
zu bestimmen, daß y und seine Ableitungen beliebig vorgeschriebene 
Werte 19, N1> N +, 9,„_, annehmen, wenn man nur in ihr nach 
Entwicklung nach Potenzen von n die Exponenten durch Indizes ersetzt. 

Eine folgende Abhandlung!’”®) überträgt dann auch diese Form 
der Lösung auf partielle Differentialgleichungen. Der Gleichung: 


F(D,D)u= 0, E 
die in bezug auf x von der m“, in bezug auf # von der n‘* Ord- 
nung sein und keine gemischten Differentialquotienten enthalten soll, 
wird unter den Nebenbedingungen: 

f,D)u=0 fü @=z, w—=0,1,2,..,n—1) 


durch 
m—-1 


DIR, exp (r,®) 


oid p(r,s)expst „Eo 
«- E,| E. (Fo, s)) 6) 








genügt; dabei sind die r, die Wurzeln der Gleichung: 
(1341) Flo, )— Fr, 9) 
(für o als Unbekannte) und die R,, die R, und % sind ganze tran- 





1777) ib. 2 (1827) —= Oeuvres (2) 7, p. 41. Cauchy gibt auch hier die For- 
meln für Gleichungen mit zweitem Glied. p. 48 entsprechende Formeln für die 
in Note 1771) genannten Gleichungen; bei ihnen tritt an die Stelle der Entwick- 
lung nach Potenze nvon n eine solche nach Faktoriellen. — p. 257 noch einige 
weitere Umformungen, unter Bezugnahme auf eine wie es scheint nicht veröffent- 
lichte Untersuchung von Brisson; p. 265 wieder die Umformung in die Fourier- 
schen Integrale. Eine Ableitung dieser Formeln durch Rechnen mit Symbolen 
auch ©. R. 17 (1843), p. 453 = (1) 8, p. 32. 

1778) Mem. sur l’application du calcul des residus & la physique math&ma- 
tique, Paris 1827, p. 11. 
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szendente Funktionen von r, die durch die Gleichungen 


m—i1 
>) R, er) exp (r.%,) ugegg R,T (v NER 0, 1, 2, ER pe 1) 
u=0 


verbunden, im übrigen aber willkürlich sind. Am einfachsten nimmt 
man für % die bei der Auflösung dieser Gleichungen nach den R, 
auftretende Nennerdeterminante; und von den #, kann man eines 
gleich 1, die übrigen gleich O0 nehmen. Die Funktion p(r, s) endlich 
ist aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen. 

Ist z.B.) ; 


For, )=er—br +c— ("+ a,s""!+..-+0,_,8), 


n=0, =, 
so reduziert sich die Gleichung (1341) auf 
und . wird: OPERA NP 
Sr) = hole) dr) exp Br) - pE—r)filr)expr,‘ 


und wenn R,— (0, R,—= 1 genommen wird: 


R=-— pen, B=hlr). 
Sollen dabei noch die Anfangsbedingungen 
D’(u=f,(@) für i=0 =0,1,2,..,2 —]1) 


erfüllt werden, so ist: 


1 
90, se | FEIERN exp (r—ra)da 
0 





zu nehmen, wo wieder die Exponenten von f nach Ausführung der 
Division durch Indizes zu ersetzen sind. Die Annahmen: 


a 1, Fr, s) =r—l—s, Wer) =A—r, hf) =B+r 
führen auf die in Nr. 45 besprochenen Entwicklungen 70), 
Andererseits kann die Lösung auch geschrieben werden: 


m—1 
R 
r s s— fr) (Fr, 9)) (EM) 
= 





1779) p. 16. 
1780) p. 19. 
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die Funktionen ©,(r) sind dabei so zu bestimmen, daß 
m—1 
®,(r) IR, exp (r,«) 
wer u=0 = 
. (8) 1.) 





(„—=0,1,2,..,0n—]1) 


. . . » . mM 
wird. Das kann, wenn m eine gerade Zahl ist und die z, zu je — 


zusammenfallen, außer durch die eben angegebene Methode auch 
folgendermaßen geschehen !”®!): Die Funktion 


m—1i 
v - > R, exp (r,%) 
u=0 


genügt der Differentialgleichung: 
F(D, )v=vF(r, s). 
Wird eine andere Funktion w so bestimmt, daß sie der Differential- 
gleichung 
FD, s)w=wF(e, s) 
genügt, so wird der Ausdruck 
wF(D,, sv —vF(— D,, s)w = vw(F(r, )— Fe, 9)) 
die Ableitung einer bilinearen Verbindung von v, w und ihren Diffe- 
rentialquotienten, und folglich wird: 


(Fir, — Fe, 9) [ vwdz =D, 


wenn diese bilineare Verbindung an beiden Grenzen der Integration 
Null ist. Das läßt sich aber dadurch erreichen, daß man dem w Be- 
dingungen ähnlicher Art auferlegt, wie diejenigen, denen v bereits ge- 
nügen muß; und dann wird 


Srwaz = (), 


außer wenn g einem der r, gleich ist. So erhält man!"“®): 

50 Swh@dz 

2m f vw,dz 

Das hier im Nenner auftretende Integral läßt sich mit Hilfe der Be- 
dingungsgleichungen auswerten; speziell wenn v mit seinen Ableitungen 


bis zur (a—1)'® einschließlich an beiden Grenzen Null sein soll, er- 
gibt sich !7#): 


m—1 m 
Zee  fowaz — kö (r) DiBır 
u=0 
1781) p. 23. 


1782) p. 27. Cauchy führt die Rechnung für einige spezielle Beispiele durch. 
1783) p. 30. i 





2,0 
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wobei %, den Koeffizienten von r” in der Funktion Fr, 0) bedeutet. 
Ist die Funktion F' eine gerade Funktion von r, so genügen v und w 
derselben Differentialgleichung. ''**) 


84. Rückkehr von der Lösung durch Integrale zur Lösung 
durch trigonometrische Reihen. Auch wenn die Nebenbedingungen 
eine der in Nr. 69 angegebenen Formen haben, läßt sich die Lösung 
durch ein trigonometrisches Integral darstellen; man muß dann die 
Funktion /(z), die zunächst etwa nur für das Intervall (0... x) gegeben 
ist, in geeigneter Weise über dieses Intervall hinaus fortsetzen. Für 
den Fall, daß an beiden Enden die Bedingung u = 0 vorgeschrieben 
ist, schreibt $. D. Poisson!"®°) die Laplacesche Lösung (1236) der 
Wärmeleitungsgleichung zunächst: 


1342) u—./ 4 er SUN + re +20yM)) da; 


dabei nimmt er an, jede der Funktionen f, sei nur so lange von O ver- 
schieden, als ihr Argument dem Intervall (0...) angehört. Die Be- 
dingung u=f(x) für =0, 0<xr<x verlangt, daß /,—=f genommen 
wird; sollen die beiden andern’ Bedingungen für alle positiven Werte 
von t erfüllt sein, so ergibt sich sukzessive, daß auch alle übrigen 
f„ = f genommen werden müssen. Führt man in jedem der Teil- 
intervalle (nx...(n-+ 1x) eine neue Integrationsvariable 


a=na + (— 12 +2ayt 


ein und macht von der Gleichung (947) Gebrauch, so erhält man die 
Lösung dargestellt durch eine Summe von Doppelintegralen 


(1343) u—= 23 (fe + cosna& cos &« + — 1"z)]f(e)dEde, 


n=0 00 


wenn man dann mit Poisson die Cosinussumme wie in Nr. 34 ver- 
steht, braucht man die Integration nach & nur über die Umgebungen 
der ganzzahligen Werte von & auszudehnen und erhält so wieder die . 
Lösung der Aufgabe durch eine harmonische Cosinusreihe. 


1784) p. 31. p. 37 gibt er noch eine dritte Umformung, p. 47 eine vierte, 
indem er den Nenner %(r) mit in die Definition von » hereinzieht. 

1785) Bull. philomat. 1815, p. 87; J. Ee. polyt. cah. 19 (1828), p. 51. Poisson 
verlegt den Anfangspunkt der x in die Mitte des Intervalls; infolgedessen erhält 
er eine Entwicklung nach den Sinus der geraden und den Cosinus der ungeraden 
Vielfachen des (halben) Arguments. Vgl. Note 531. 
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Dasselbe Verfahren wendet er dann!’®) auch auf den Fall an, 
daß an den Grenzen die dritte Randbedingung (1274) zu befriedigen 
ist. Soll zunächst die Form (1274) des Integrals für <= der Be- 
dingung (1171c) genügen, so muß für alle positiven Werte von t die 
Gleichung bestehen: 

+0 


(1344) 3. exp [— Ian an (hf) + fw))da = 0. 


—o© 





Poisson meint, das verlange, daß zu entgegengesetzt gleichen Werten 
der Exponentialfunktion entgegengesetzt gleiche Werte der Klammer- 
größen gehörten, daß also 


Marta) + fata) = erde tet) 


eine gerade Funktion von « sei. Hieraus erhält er durch partielle 
Integration: 


(1345) +1 fe-refia+e)de u en fe refe—a)de. 





Ebenso liefert ihm die bei «= — x geltende Grenzbedingung 
6 
SE —hu=0 


eine zweite Gleichung 


(1346) (6 — nf eserl — + 0 )de= (+ n)ferefi— z—o)de. 


Indem er in jedem der hier auftretenden Integrale das Argument von 
f als neue Integrationsvariable einführt, gelingt es ihm, die beiden 
Integrale: 


P() =; e-daf(a)da, KO) e’ef(a)da 


1786) J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 29; {reproduziert von J. Liouville, j. de 
math. 1 (1836), p. 20, mit der Bemerkung (p. 27): es ließe sich anwenden, wenn 
höhere Ableitungen in den Grenzbedingungen auftreten würden. — Chaleur p. 284 
meint Poisson selbst: die direkte Aufstellung der Reihenentwicklung sei ein- 
facher; aber „sous le rapport de l’analyse‘“ sei die Umformung des Integrals in 
die Reihe „une transformation delicate et importante“. Übersichtlich auch von 
W. R. Hamilton, Dubl. trans. 19 (2) (1843), p. 287. p. 293 gibt er an, wie eine 
etwa auftretende Wurzel A—= 0 zu behandeln ist. Dann von O. Bonnet, Bruxelles 
möm. cour. in 4° 23 (1848/50), p. 31. Vgl. dazu die Berichtigung p. 116. Er 
bespricht die einzelnen vorzunehmenden Grenzübergänge genauer; doch bleibt 
auch bei ihm die Frage unbeantwortet, welche Eigenschaft man von f(x) ver- 
langen muß, wenn (x) die bereits erforderlichen haben soll; er sagt p. 32 nur: 
„supposons que f(y) soit telle qu’on puisse mettre p et q sous la forme‘: 1299. 
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als Quotienten [ganzer transzendenter Funktionen] auszudrücken: 





De er 
(1347) p(6) FT p (8) ’ 46) er 9(— ö)’ 


6) — (+) (ö+A)e"? — (d—h)(d—h,)e?7F, 


v8) — (d-+M)(d+M)e”d [edef(a)da 


0 


wobei: 


et 1 


— @—h) (d—Mm)e ?r? fe-daf(a)de 


+(6—1)(6 +1) [ Oefle)da. 
Daraus folgt dann: 7 


+% 


ni _ 1m [Pt ven, 
J: Flayda = lim (Say ner] 








Dieser Grenzwert ist gleich Null, außer wenn & eine Wurzel der 
Gleichung 
(1348) Ei) —0 
oder 

(hh, — 8) sin 228 + (h-+h,)& cos 2r& = 0 
ist. Also zerfällt, wenn nachher noch nach &£ zwischen den Grenzen 0 
und © integriert wird, das Integral in eine unendliche Reihe von 
Gliedern, in deren jedem die Integration nur über die Umgebung einer 
solchen Wurzel zu erstrecken ist. So erhält er eine Lösung durch 
eine unharmonische trigonometrische Reihe der Form: 





(1349) u nt Gene ’ 
Fl 
wobei: | 
pP . 2 
g) = [Mh — 37) (eos 22°°F1) — (M+-A)a sin2am) | (R}Rafle)da 


_n 


+(h a) Aafla)de, 
R=[h+h,+2z(hh, — 2?)] cos 21x — [2+ 2z(h+h,)] sin 2ix 


ist, die Summation sich über alle reellen nicht negativen Wurzeln A 
von (1348) erstreckt und von dem zu der Wurzel 4 — 0 gehörenden 
Gliede, das übrigens nur in dem Grenzfall h — h=(0 von O ver- 


schieden ist, nur die Hälfte zu nehmen ist.178) Er verifiziert noch, daß 
Encyklop. d. math. Wissensch. IL 1. 80 
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jedes Glied dieser Summe der Differentialgleichung und den Grenz- 
bedingungen genügt. 
Einfacher gestaltet sich die Anwendung der Methode, wenn die 
Periodizitätsbedingung 
f(a+®) = fle— x?) 
vorgeschrieben ist.!7#) Diese wird identisch erfüllt durch den Ansatz 
+0 


(1350) fd = I p(« + 2nz), 


n=—%© 


wenn @ außerhalb des Intervalls (—z,..., + x) gleich Null genommen 
wird. Die Darstellung der Lösung durch ein Fouriersches Integral zerfällt 
dann in ähnlicher Weise wie in dem zuerst besprochenen Falle. Da- 
gegen treten wieder kompliziertere Verhältnisse auf, wenn außer den 
Grenz- auch noch Übergangsbedingungen gegeben sind, wie bei dem 
Problem der Wärmeleitung in einer aus Kern und Schale verschiedenen 
Materials zusammengesetzten Kugel.!"®) Doch führt Poisson auch hier 
die Rechnung vollständig durch: die determinierende Gleichung zer- 
fällt zunächst in die beiden: 


sin&E=0, tgl +1) +mi=0, 
doch zeigt sich nachher, daß die zu den Wurzeln der ersteren ge- 
hörenden Glieder sich gegenseitig zerstören. 
J. M. Duhamel‘'®) hat Poissons Verfahren auf den Fall ange- 
wendet, daß für die in der Lösung der Wärmeleitungsgleichung 


(1351) exp (— I) f(a) da 


7 


auftretende Funktion f(x) aus den Grenzbedingungen sich die Be- 


ziehungen ergeben 
fA-2)+f’ 4a) kKfA-D-FiA+n+fl-n+fltn)=N. 


Er ersetzt zu diesem Zweck die Exponentialgröße in (1351) vermöge 


1787) p. 36. Er glaubt (p. 39), im allgemeinen Falle beliebiger % und A, 
würde die direkte Behandlung dieses Problems durch Aufstellung der ausgezeich- 
neten Lösungen und Koeffizientenbestimmung „zum mindesten sehr schwierig“ 
sein. Er bespricht dann noch ausführlich den Übergang vom allgemeinen Falle 
zu den speziellen, daß h oder Ah, oder beide einen der Werte 0 oder » haben. 

1788) p. 68. 

1789) p. 123. 

1790) J. &c. polyt. cah. 25 (1837), p. 36 (von 1835). 
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(947) durch 
(1352) 2y+ f exp (— ir) cos (kx — Eo) d£ 


Wird dann die Integration nach « zuerst ausgeführt gedacht, so 
lassen sie sich wie bei Poisson durch partielle Integrationen um- 
formen; man kommt schließlich auf die schon besprochenen Ent- 
wicklungen. 

Die zur Anwendung dieses Verfahrens erforderliche Fortsetzung 
einer zunächst nur für ein begrenztes Intervall gegebenen Funktion f (x), 
vorgeschriebenen Grenzbedingungen gemäß, erscheint in einer übersicht- 
lichen symbolischen Form bei A. Cauchy!'®%s), Für den einfachsten Fall, 
daß an beiden Endpunkten (0 und x) die erste Grenzbedingung vor- 
geschrieben ist, setzt er 

nr PAR ee 22m) +—+-- 
und bestimmt die Koeffizienten so, daß sie nur für das jedesmal in 
Betracht kommende Intervall von 0 verschieden sind, was durch 
+® t(n+1)z 


n 1 z—.a)si 
(1354) -+u/f* Widade 


Er) 
a -otnn 

geschieht. Wird dann, um die Reihenfolge von Integration und Sum- 

mation vertauschen zu können, noch ein Konvergenzfaktor eingeführt, 


so wird erhalten: 
+7 


1—06 _ 27 — ; 
(1355) /() — lim S = Een nes 29, 2sinzef(a)dadt; 


und das bricht in die trigonometrische Reihe auseinander, da für 
ö=(0 nur die Umgebungen der Punkte @«&—= nz Beikräge liefern. 
ee gibt er noch ein anderes Verfahren: Das der Be- 


dingung ° Fr ;—0 für 6=0 genügende Integral der Gleichung der 
Saitenschwingungen läßt sich einerseits schreiben: 





(1356) u = 6of (tD,) f(x), 
andererseits: | 
(1357) uw= exp (<D,))p(t) + exp (—xD,)x(); 


f(x) ist dabei die Funktion, auf die sich 4 für = 0 reduziert. Die 


1790*) Paris mem. 22 (1850) (von 1824) = Oeuvres (1) 2, p. 240. 
1791) p. 251. Vgl. p. 270 die Zusammenstellung der Regeln des Rechnens 


mit solchen Symbolen. 
80* 
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Bedingung v=0 für 20 verlangt 


er —I; 
also kann statt (1357) geschrieben werden: 


(1358) u—= Sin (xD,)p(). 

Die Bedingung u —= 0 für = verlangt dann: 
(1359) 0 = ©in (xD) yp(t). 
Nun ist 


Sin (zD,)u — sin (wD,) sin (xD, p(t) — Cof («D,) Sin (2D,)pd, 


also nach (1359) gleich Null; wird hier für u sein erster Ausdruck 
(1356) eingesetzt und beachtet, daß die entstehende Gleichung für alle 
Werte von t gelten muß, so folgt, daß f(x) der Gleichung 


(1360) Sin (zD,)f(e) =, 
d. h. 
(1361) fa+r) -fe—a)—0 


genügen muß. Außerdem gibt die Vergleichung von (1356) mit 
(1358), daß 


(1362) f=—-fl-2) 

sein muß. Die beiden letzten Gleichungen zusammen ergeben''”?): 
(1363) fa) = exp (—2aD,)f(a) — exp (2rD,)f(a) 

wird dann wieder eine Funktion f(x) eingeführt, die nur im Aus- 
gangsintervall von Null verschieden ist, so läßt sich mit Hilfe von 
(1360) und (1362) die Funktion f(x) durch eine Summe ausdrücken, 
von der in jedem Teilintervall nur ein Glied von Null verschieden 


ist, und diese Summe läßt sich unter Einführung von Konvergenz- 
faktoren in der Gestalt 


136) ge NT) 


summieren. Wird hier für f(x) sein Ausdruck durch ein Fouriersches 
Integral gesetzt, so lassen sich die verlangten Operationen vornehmen, 
und man erhält wieder das frühere Resultat. 

Dieses zweite Verfahren läßt sich nun auch auf den Fall an- 
wenden, daß die Gleichung (1175) p. 1185 unter den Bedingungen 
(1365) (A+D,)u=0 fürz—=0, (B+D)u=0 für = x 


zu integrieren ist.!'®) Das allgemeine Integral von (1175) läßt sich 





1792) p. 268. 
.1793) p. 252. Cauchy behandelt die etwas allgemeinere Gleichung 


Du— Dutu=0 
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einerseits schreiben: 
(1366) u= exp (t.D2)f(«) 
andererseits: 


(1367) u exp (aYD,)p(t) + exp (—aYVD,)2(- 


Dieser zweite Ausdruck genügt der ersten Grenzbedingung (1365), wenn: 


(1368) p()—(A—VD,)vd), ad =—(A-VD,)vt) 
genommen wird, und auch der zweiten, wenn die damit eingeführte 
neue unbekannte Funktion Y(t) der Bedingung 


(1369) F(YD,)y) =, 

unterworfen wird, wobei 

(1370) FÜ)=(B+A)(A— A)exp (aA) —(B—A)(A+A)exp(—zA)x 
ist. Die Gleichung (1367) kann infolge von (1368) geschrieben werden: 
(1371) u=2(A—D,) Sin («VD,)v(t); 

die Vergleichung dieses Ausdrucks mit (1366) zeigt, daß sich f und y 
durch eine neue Hilfsfunktion ® folgendermaßen ausdrücken lassen 
müssen: ee 

(1372) 2&in («YD,)v(t) = exp (t.D2)o (x) 

(1373) fa) = (4— Daß); 

und zwar muß diese Funktion eine ungerade sein, da die linke Seite 


von (1373) es ist. Außerdem muß sie wegen (1369) und (1372) der 
Gleichung 


(1374) F(D,)®(«) = 0 


genügen. Diese letztere kann einerseits geschrieben werden !’®); 





Hank a PO DB D,) 
(1375) | (x) = A-D)B+D,) °P (—2xD,)®(x), 
andererseits: 


PR A—D)(B+D, 
(1376) (x) = an Er exp (22D,) (x); 


durch wiederholte Anwendung dieser Gleichungen ergibt sich: 








De,  SROREEFORNED ) EIFEL DRS 


[Et To@+ Bun); 


(A+D,)(B— D,) 
und führt das letzte Glied durch die Rechnung durch; es läßt sich aber durch 
eine einfache Substitution beseitigen. 
1794) Cauchy führt zunächst eine entsprechende Rechnung für die Funktion f 
selbst durch; erst nachher (p. 265) bemerkt er, daß die Sache sich für © etwas 
einfacher gestaltet. 
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Bedingung u—= 0 für x = 0 verlangt 


ya +ıM—= I; 
also kann statt (1357) geschrieben werden: 


(1358) u—= Sin («D)p(). 

Die Bedingung u = 0 für 2—=x verlangt dann: 
(1359) 0 = Sin (rD,)yp(t). 
Nun ist 


Sin (zD,)u — sin (mD,) sin (xD, p(t) — Cof (xD,) Sin (=D) PC), 


also nach (1359) gleich Null; wird hier für u sein erster Ausdruck 
(1356) eingesetzt und beachtet, daß die entstehende Gleichung für alle 
Werte von t gelten muß, so folgt, daß f(x) der Gleichung 


(1360) Sin (zD,)f(e) = 0, 
d. h. 
(1361) fe+m) -fa—m)—0 


genügen muß. Außerdem gibt die Vergleichung von (1356) mit 
(1353), daß 


(1362) f)=—- fl 2) 

sein muß. Die beiden letzten Gleichungen zusammen ergeben''”?): 
(1363) fla) = exp (—2=D,)f(x) — exp (2zD,)f(«) 

wird dann wieder eine Funktion f(x) eingeführt, die nur im Aus- 
gangsintervall von Null verschieden ist, so läßt sich mit Hilfe von 
(1360) und (1362) die Funktion f(x) durch eine Summe ausdrücken, 
von der in jedem Teilintervall nur ein Glied von Null verschieden 


ist, und diese Summe läßt sich unter Einführung von Konvergenz- 
faktoren in der Gestalt 


summieren. Wird hier für f(x) sein Ausdruck durch ein Fouriersches 
Integral gesetzt, so lassen sich die verlangten Operationen vornehmen, 
und man erhält wieder das frühere Resultat. 

Dieses zweite Verfahren läßt sich nun auch auf den Fall an- 
wenden, daß die Gleichung (1175) p. 1185 unter den Bedingungen 
(1365) (A+D,)u=0 für 0, (B+DJu=0 für = 7 


zu integrieren ist.!'®) Das allgemeine Integral von (1175) läßt sich 





1792) p. 268. 
.1793) p. 252. Cauchy behandelt die etwas allgemeinere Gleichung 


Du— Du+u=0 
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einerseits schreiben: 
(1366) u = exp (£D?)f(«) 
andererseits: 


(1367) u= exp (sYD,)p(t) + exp — VD) )- 


Dieser zweite Ausdruck genügt der ersten Grenzbedingung (1365), wenn: 
(1368) pP) —(A— VD), ad = — (4A-VD)eh) 


genommen wird, und auch der zweiten, wenn die damit eingeführte 
neue unbekannte Funktion »(t) der Bedingung 


(1369) FYD)v)=0, 

unterworfen wird, wobei 

(1370) FA)=(B+4)(A— A)exp (aA)e—(B—A)(A+)exp(—aA)z 
ist. Die Gleichung (1367) kann infolge von (1368) geschrieben werden: 
(1371) u=2(A—D,) Sin («VYD,)e(d; 

die Vergleichung dieses Ausdrucks mit (1366) zeigt, daß sich f und y 
durch eine neue Hilfsfunktion © folgendermaßen ausdrücken lassen 
müssen: er 

(1372) 2&in («YD,)v(t) = exp (tD?) (x) 

(1373) f(a) = (A— DO); 

und zwar muß diese Funktion eine ungerade sein, da die linke Seite 


von (1373) es ist. Außerdem muß sie wegen (1369) und (1372) der 
Gleichung 


(1374) F(D,)&(«) = 0 


genügen. Diese letztere kann einerseits geschrieben werden !’%): 





r A+D)(B—-D 
3), oz 5 exp (—2aD,)@(a), 


andererseits: 


R A-—-D,)(B+D, ji 
(1376) (x) = arm va 2 exp (22D,) (x); 


durch wiederholte Anwendung dieser Gleichungen ergibt sich: 
GE dach Se nritt he A naar u ya 
(1377) o (x) — a © (2 — 2nz) 


(A—-D)B+D)m_ 
Ben Sen en [9] (2 m 2nz); 








und führt das letzte Glied durch die Rechnung durch; es läßt sich aber durch 
eine einfache Substitution beseitigen. 

1794) Cauchy führt zunächst eine entsprechende Rechnung für die Funktion f 
selbst durch; erst nachher (p. 265) bemerkt er, daß die Sache sich für © etwas 
einfacher gestaltet. 
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lung einer Funktion in eine doppelte harmonische Sinusreihe von zwei 
Variabeln ab.!79®) 


85. Ableitung des „Endverlaufs“ aus den Reihenentwicklungen. 
Häufig wünscht man einen einfachen Ausdruck zu haben, der die 
Lösung der Differentialgleichung für große Werte der einen unab- 
hängigen Variabeln näherungsweise darstellt. Ist diese Variable die 
Zeit, so gibt ein solcher Ausdruck über den Endverlauf der betr. Er- 
scheinung Auskunft; in Ermangelung eines anderen möge dieser Ter- 
minus auch für andere Fälle beibehalten werden. 

Die Entwicklungen nach Elementarlösungen erlauben einen solchen 
Ausdruck sehr einfach anzugeben, wenn sie Exponentialfunktionen 
der Zeit enthalten. Ist eine solche Reihe: 


(1389) D' exp (— 1,0 9.(@) 


und ist dabei: 
ISHShHhceh<::, 

so werden für große, aber nicht allzugroße Werte der Zeit alle auf 
das Anfangsglied folgenden Glieder der Reihe vernachlässigt werden 
können, dieses selbst aber noch nicht; die Erscheinung wird also dann 
durch dieses erste Glied allein mit hinlänglicher Genauigkeit be- 
schrieben werden können. Das hat bereits Fourier!"®) auseinander- 
gesetzt; er bezeichnet den damit gegebenen Zustand des Systems als 
„etat penultieme“. 

86. Ableitung des „Endverlaufs“ aus der Integraldarstellung. 
Will man von der Lösung der partiellen Differentialgleichung durch 
ein bestimmtes Integral zu einem asymptotischen Ausdruck dieser 
Lösung für große Werte der einen unabhängigen Variablen ge- 
langen, so liegt zunächst der folgende Schluß nahe: wenn in den 
Formeln (1319) die Funktion f(«) (zwar nicht nur für «= 0, aber doch) 
nur in der Umgebung von «= 0 von Null verschieden ist, so kann 
man für Werte von x, die groß gegen alle in Betracht kommenden 
Werte von « sind, « überall da, wo es neben x auftritt, also überall 
außerhalb des Funktionszeichens f, gegen x vernachlässigen. Das 
Doppelintegral zerfällt dann in das Produkt zweier einfachen Integrale, 
von denen das eine die Hauptlösung des betreffenden Problems vor- 
stellt, während das andere 

fi f(«)d« 
ist. 

1798) p. 279. 

1799) Theorie Nr. 198 = Oeurres 1, p. 177. 








EL 
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So hat z. B. 8. D. Poisson'®) in der Form (1274) des Integrals 
der Wärmeleitungsgleichung außerhalb des Funktionszeichens f die in 
Betracht kommenden Werte von « gegen x vernachlässigt und so 
dieses Integral für hinlänglich große Werte von x asymptotisch durch 


1 a? 
(1390) sy er (5) [ Mode 
ersetzt. Bald darauf'®%!) fügt er die Bemerkung hinzu, daß der Schluß 
nur für hinlänglich große Werte von £ zulässig sei. 
Ebenso stellt A. Cauchy'®®) die Lösung seines Wellenproblems 
durch 


(1391) E cos(tVE) cos a&d&. | f(a)da 
ni . 


‘dar. Doch sind ihm alsbald Bedenken über den Gültigkeitsbereich 


dieser Lösung gekommen, da sie ihn zu physikalisch unzulässigen 
Konsequenzen zu führen schien'#®); er schreibt daher die allgemeine 
Lösung, indem er das Integral (1054) K mit Hilfe von (1055) durch 
einen Näherungswert ersetzt, in der Form: 


(1892) un Vz Sm ta) flo)de, 


aus der hervorgeht, daß ihre Ersetzung durch (1391) ri dann erlaubt 
ist, wenn en wenig von “ abweicht, also wenn —, klein ist. 
Ähnlich schreibt 8. _D. Poisson'S%), indem er seine Form der 


1800) Bull. philomat. 1815, p. 87. 

1801) ib. 1816, p. 12 (zunächst für das entsprechende dreifache Integral; J. 
Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 24; chaleur p- 282. Bei Fourier, der diese Schluß- 
weise in seine Theorie nslrtiren de la chaleur aufgenommen hat (Nr. 377—381 
—= Oeuvres 1, p. 437—443; in der Preisschrift von 1811 steht sie noch nicht), 


fehlt umgekehrt die Bemerkung, daß sie nicht nur z 


;, sondern auch R als 
groß voraussetzt (am Schluß von Nr. 380, p. 442 scheint er sogar das Gegenteil 
behaupten zu wollen); so daß Darboux in seinen Anmerkungen p. 437, 443 den 
ganzen Schluß für unverständlich erklären konnte. 

1802) Paris m&m. pres. 1 (1827) (von 1815) — Oeuvres (1) 1, p. 61. 

1803) p. 91. Er hält x fest, läßt # über alle Grenzen wachsen und schließt 
dann aus (1054), daß die Schwankungen von K, d.h. also die Wellenhöhen be- 
ständig zunehmen müßten. — Etwas andere Darstellung, aber der Sache nach 
übereinstimmend, ib. p. 186 (von 1827). 

1804) Paris mem. 1 (1816[18]), p. 111. Poisson führt auch schon bei diesem 
Teil der Untersuchung die spezielle Voraussetzung (1395) ein; doch tut das 
nichts zur Sache. Die Resultate auch Bull. philomat. 1817, p. 87; 1818, p. 97. 
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Hauptlösung benutzt, das allgemeine Integral (1308) der Gleichung 
(1304) in der Gestalt: 


fe) ersein 
(1393) man, hr a nn Aude 


und ersetzt sie, wenn % groß gegen die in Betracht kommenden Werte 





von « ist, durch: 


1 
(1394) nn. 00: UN zu. | rla)de. 
ö 


Auch er bemerkt!®®), daß diese Umformung nur erlaubt ist, solange 
2 . 
n nicht von derselben Größenordnung wie z ist. Er behandelt aber 


auch den Fall18%), in welchem beide Größen von derselben Ordnung 
sind; dabei benutzt er die [semikonvergente] Entwieklung der Haupt- 
lösung nach Potenzen von @—®) und integriert sie gliedweise nach u. 


t? 
Für den Fall 
(1395) feı)=1-— «ef, — 1<e<1l 


treten dabei als Hauptglieder die beiden Integrale 
cos kv 4k=°(sink—kcosk), ft 
(1396) J 1-0) | Iao -| h (k = 5) 


sin kv 








auf, so daß er als erste Annäherung erhält‘): 


RO. j t? Lig t° RE 
(1397) y= [sin 4 — 23 008 2: [eos + sin, }- 





Varna’ 
Die Nullstellen des ersten Klammerfaktors begrenzen „gezähnelte 
Wellen“, die mit konstanter Geschwindigkeit fortschreiten, die Null- 
stellen des zweiten die „Zähnchen“, die mit konstanter Beschleunigung 


über sie hinlaufen. 
Die Untersuchung der Ausbreitung der Bewegung in die Tiefe 
führt auf eine entsprechende Diskussion des Integrals'*®): 


(1398) u 1 /fesp ( a9) cos — a N f(e)dvde. 


Cauchy wendet!?°) — wie vorher eh Fourier 31%) — dagegen 





1805) p. 115. 
1806) Erläuterungen zu diesem Teil der Rechnung bei @. Plana, Torino mem. 
25 (1820), p. 122. 
1807) Paris mem. 1, p. 118. 
1808) p. 127. 
1809) Paris m&m. pres. 1 (1827) — Oeuvres (1) 1, p. 198. Er berichtet, er 
habe solche Formeln schon bei der Ausarbeitung der Preisschrift abgeleitet, sie 
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ein, daß es nicht erlaubt sei, eine beliebige Form der Anfangsstörung 
durch (1395) zu ersetzen. Man erhalte zwar auch unter anderen An- 
nahmen über die Form der Anfangsstörung durch Benutzung des 
asymptotischen Ausdrucks (1054) der Hauptlösung für « einen Aus- 
druck der Form 


(1399) um va [9 (v) cos (im _— z) + ve) sin (a — =] 


. aber die Funktionen p, % (letztere ist Null, wenn f eine gerade Funk- 
tion ist) hängen wesentlich von der.Natur von f ab. Läßt sich f nach 
Potenzen von « bzw. von |«| entwickeln, so erhält man'*'") mit Hilfe 
der Gleichungen 


1 
d?" sine 
fer cos avd«e = (— 1)” i 
2 





Far: 
(1400) 


dr+! sino 








2n—1 oc n 
& sin avd«e = (—1 \ 
fi ( ) dvir+i 


® 


asymptotische Entwicklungen von p und y nach fallenden Potenzen 
von v. Im Falle 
f(e) = exp (e— ca) — 1 

erhält man so sogar eine konvergente Reihe, die sich elementar 
summieren läßt.1%!?) Für andere Fälle ist zu beachten, daß der absolute 
Betrag der Funktion p bzw. im allgemeineren Falle der Funktion 
Vy?-+ v* nicht bei jeder Annahme über f reelle Nullstellen hat; z. B. 
bei der zuletzt genannten Annahme für «> 0 überhaupt keine, für 
f(«) = — (1— ee)? nur eine"®!?); die Extrema. dieser Funktion geben 
dann nicht alle Maxima der Wellenamplitude, sondern zum Teil auch 
Minima. Wenn die Funktion f oder ihre Ableitungen an den Grenzen 
des Intervalls (—1---—+- 1) nicht mehr endlich bleiben, so daß die 
vorhin genannte Methode versagt, kann man solche asymptotische 


aber nicht weiter verfolgt, da er angenommen habe, die Bewegung, die sie dar- 
stellten, ‚sei „trop peu sensible pour qu’on düt en tenir compte“. Vgl. in der 
Tat ib. p. 91 (von 1815), wo er aus der vollständigen Formel ableitet, daß die 
Wellenamplitude überall mit wachsender Zeit gegen Null konvergiert. 

1810) Bull. philomat. 1818, p. 133 = Oeuvres 2, p. 262; auch noch Paris 
mem. 8 (1829), p. 620 = Oeuvres 2, p. 179. 

1811) Paris m&m. pres. 1 = Oeurvres (1) 1, p. 200, 203. p. 231 bemerkt er 
noch, daß man solche Entwicklungen auch erhalten könne, indem man wieder- 
holt partiell integriere und dabei vor jeder Integration noch den wenig von 1 
verschiedenen Faktor x*?(@ — «)”* unter dem Integralzeichen hinzufüge. 

1812) p. 218. 

1813) p. 216. 
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Entwieklungen mit Hilfe der Umformung 


(1401) af! f(ede—,; Fi fer +9) er +f)eraß 


erhalten. 181) 
Für große Werte von v wird es notwendig, in der Entwicklung 





von ——,, nach Potenzen von « auch noch Glieder 3. Ordnung mit- 


zunehmen; es geben dann zu den Integralen 


(1402) J fle) (nl vada 


nur die Umgebungen der Endpunkte merkliche Beiträge. Man erhält 
also Formeln ähnlicher Art wie im vorigen Falle, nur noch mit einer 
Potenz von v im Nenner. '*") 
Poisson repliziert$1%): wesentlich andere Annahmen über die Ge- 
stalt der Anfangsstörung als (1395) seien physikalisch unzulässig. 
Bei Poisson finden sich auch Untersuchungen '*!?) über asympto- 
tische Werte des Integrals: 


(1403) 2 (fern Comes thsneh mei Hheneh y)asan 
00 





+ 


für große Werte von ti. Der Bruch läßt sich nach Potenzen von & 
in eine Reihe 
(Scosag-+h sinx&) (&cose&+hsinef) (1+ha)(i+he) ne: 
h? + & Rr- h? 
entwiekeln; die Integration der einzelnen Glieder nach 5 läßt sich 
dann mit Hilfe der Gleichung (928) ausführen, und man erhält eine 
[semikonvergente] Entwieklung nach fallenden Potenzen von t, die 








mit einem Glied mit £ ? beginnt. Für f(x) —= 1 kann man nicht so 
verfahren, weil dann die Integration der einzelnen Glieder nach « 
sich nieht ausführen läßt; Poisson benutzt in diesem Falle zur Aus- 
führung der Integration nach « die divergenten Integrale (834) und 


1814) p. 236. 

1815) p. 225—231. 

1816) Paris mem. 8 (1829), p. 573; Bull: philomat. 11 (1829), p. 169. Er meint 
auch (p. 574), Cauchys Resultate betr. die Abhängigkeit der Wellengeschwindig- 
keit von der Dimension der Anfangsstörung seien mit dem „Prinzip der Ko- 
existenz kleiner Schwingungen“ nicht verträglich. 

1817) J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 75, 363; chaleur p. 324. 
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(835) für im r = 0 und entwickelt erst dann nach Potenzen von $; 
das gibt im Endresultat zwar ebenfalls eine Entwicklung nach fallen- 


u 
den Potenzen von t, aber sie beginnt mit £ °?. 
Ferner formt Poisson'?!?) den von den Anfangswerten von u selbst 
abhängigen Teil des Integrals der Differentialgleichung: 
(1404) an 


nämlich: 
(1405) u 5 Vorl —_—— £ cosp) 
0 


» COS ($sinp sing) fe + tcosp)tsinpdpdgq 


durch partielle Integration um in: 


(14060)  Z[esr 5) fa—ND+ep(—5)f@ +9) 


zn 
+ JG - tsinp+ -cosp) f(x + teosp)dpdg, 
en 0 
wo zur Abkürzung 
exp (— u cos ») cos (+ sinp sin q) Pr 


gesetzt ist; ist die Funktion / nur für kleine Werte ihres Arguments 
von Null verschieden, so kann die erste Zeile auch durch 


srl) f@-H+rc+N] 


ersetzt werden; von der zweiten behauptet er, sie könne für große 
Werte der Zeit in erster Annäherung ganz vermachlässigt und in 


zweiter durch 
ei COS —- + Bsin = exp 


ersetzt werden, wo A und B von & und ? unabhängige Faktoren, 21 
die Ausdehnung der Anfangsstörung bedeuten. 

Um auch für die Formel (1230) einen asymptotischen Ausdruck 
zu erhalten, entwickelt Poisson'®!?) unter dem Integralzeichen die alge- 


1818) Conn. des temps pour 1826[23], p. 274. Er gibt auch die ent- 
sprechende Umformung für den anderen, von den Anfangswerten von Ov/öt ab- 
hängenden Bestandteil. 

1819) Chaleur suppl. p. 39. Inwiefern eine solche Entwicklung berechtigt 
ist, da doch t”* überall mit z multipliziert auftritt und bis z—= 00 integriert 
werden soll, müßte noch genauer untersucht werden; was Poisson p. 45 selbst 
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braischen Faktoren, mit denen die Exponential- und trigonometrischen 
Funktionen multipliziert sind, nach fallenden Potenzen von t und 
bricht mit Gliedern der Ordnung —3/2 ab; so erhält er zunächst: 


8 “ 2 
(1407) uw ne jo (2* —_ yr) exp (- 7r) 2d2 


F uf lnler — v;) — cos (2 — es exp ( — ya)rde 


und da die Integrale sich mit Hilfe der Gleichungen (1091) auswerten 


lassen: 
1 1 x a? 
let Ne 

87. Die mit einer partiellen Differentialgleichung verträglichen 
Unstetigkeiten. Die Frage, welcherlei Unstetigkeiten man in dem 
Integral einer partiellen Differentialgleichung noch zulassen kann, ohne 
daß die Differentialgleichung selbst ihren Sinn verliert, ist bei ihrem 
ersten Auftreten eng verknüpft mit der allgemeineren Frage, wie weit 
die Benutzung unstetiger Funktionen in der Analysis überhaupt zu- 
lässig ist, und es ist daher über die ersten einschlägigen Diskussionen 
bereits in Nr. 28 berichtet. In konkreterer Gestalt erscheint die Frage 
zuerst bei dem von D. Bernoulli**®) gestellten Problem der Schwin- 
gungen einer Saite, die aus zwei Stücken von verschiedenen physi- 
kalischen Konstanten zusammengesetzt ist. Euler hatte zuerst?!) an- 
genommen, an der Übergangsstelle müßten beide Stücke immer die- 
selbe Tangente haben; nachher aber, im Verlauf einer Diskussion mit 
D. Bernoulli, der dieselbe Forderung gestellt hatte'“”®), erinnerte er 
sich daran, daß er doch früher selbst immer behauptet hatte, bei 
der homogenen Saite sei das Auftreten von Ecken kein Hindernis für 
die Anwendung seiner Integrationsmethode, und ließ daher jene For- 
derüng jetzt auch für die unhomogene Saite fallen.’*®) S..D. Poisson 





darüber sagt, genügt nicht, könnte aber vielleicht doch als Ausgangspunkt für 
eine genauere Untersuchnng dienen. 

1820) J. des sgavans 1758, p. 166. 

1821) Petrop. n. comm. 9 (1762/63), p. 274. 

1822) Ib. 16 (1771), p. 269. 

1823) Ib. 17 (1772), p. 413. Euler führt eine Übergangsbedingung ein, aus 
der aber folgen würde, daß die Obertöne auch einer solchen Saite zum Grund- 
ton harmonisch wären; vgl. darüber die Bemerkungen von S. D. Poisson, J. Ee. 
polyt. cah. 18 (1820), p. 474. — Der scheinbare Widerspruch ist übrigens dahin 
aufzuklären, daß auch bei der homogenen Saite eine Unstetigkeit der Tangente 
nicht beständig an einer und derselben Stelle stehen bleiben kann, sondern mit 
der zugehörigen Fortpflanzungsgeschwindigkeit fortrücken muß. 
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dagegen argumentiert umgekehrt'#?%): Derselbe Schluß, der bei der ge- 
stückelten Saite zu der Erkenntnis von der Notwendigkeit der Stetig- 
keit der Tangente an der Übergangsstelle führt, gilt auch für jeden 
Punkt der unhomogenen: man müsse also auch bei dieser durch- 
gängige Stetigkeit der Tangente verlangen: „sans cette restrietion, le 
mouvement de la corde ne saurait ötre determine par Yanalyse dif- 
ferentielle.“ Er erläutert das für eine Differentialgleichung 1. Ordnung 
noch näher'#®); im Integral einer solchen brauche man nur die Stetig- 
keit der Funktion selbst, nicht die ihrer Ableitungen vorauszusetzen: 
die Gleichung behalte an der Sprungstelle der letzteren einen be- 
stimmten Sinn, wenn man diese dort durch Gleichungen wie 
öf — im fettW—f(«—4h) 
ÖLE r=0 h 

definiere. Bei A. Cauchy findet sich die Bemerkung'®#®): Die Diffe- 
rentialgleichung setzt die Stetigkeit der Funktion voraus, denn ohne 
sie kann man nicht von einer Ableitung sprechen. Weiter!#?); So- 
bald man Unstetigkeiten zuläßt, sind die Lösungen durch die Anfangs- 
bedingungen nicht mehr vollständig bestimmt. Für mechanische Probleme 
hat man die stetigen Lösungen zu nehmen, für physikalische, wenn 
die Anfangsbedingungen selbst unstetig wird, als Grenzfälle stetiger 
Funktionen aufzufassende Lösungen. 

Daß man sich das Auftreten von Unstetigkeiten in den Inte- 





‚gralen physikalischer Differentialgleichungen durch die Annahme von 


Energiequellen in einzelnen Punkten verständlich machen kann, hat, 
so viel ich sehe, zuerst @. Libri") an dem Beispiel der Lösung der 
Gleichung der linearen Wärmeleitung durch 


u—= exp (— |2|) 

bemerkt. 

J. M. ©. Duhamel setzt ohne eingehendere mathematische Be- 

1824) J. Ec. polyt. cah. 18 (1820), p. 451, 474. Auch me6canique 2, p. 307 
hält Poisson noch an dieser Auffassung fest. 

1825) Ib. p. 454. 

1826) Schon früher; wiederholt C. R. 28 (1849) p. 277 = Oeuvres (1) 11, p. 121. 

1827) ib. 29 (1849), p. 548= (1)11, p. 173. Nähere Ausführungen p. 180. 
Aber führt hier jede Art des Übergangs zu demselben Resultat? 

1828) J. f. Math. 7 (1831), p. 129. Die Herbeiziehung des Ausdrucks der 


Lösung durch das Integral = -Y, G1. 864 tut nichts zur Sache. — Auch J. Challis 


sucht sich die Möglichkeit des Auftretens von Unstetigkeiten (im alten Sinne des 
Wortes) in den Integralen der Differentialgleichungen der Mechanik durch die 
Annahme entsprechender Unstetigkeiten in den wirkenden Kräften verständlich 
zu machen, Cambr. trans. 3, (1830), p. 288. 
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gründung zunächst für das Problem der Wärmeleitung auseinander '*?°): 
eine kleine Änderung der Anfangsbedingungen könne nur eine kleine 
Änderung der Lösung bedingen; eine diskontinuierliche Funktion 
könne mit beliebiger Annäherung durch eine kontinuierliche ersetzt 
werden; also müßten die unter Voraussetzung kontinuierlicher An- 
fangswerte abgeleiteten Resultate auch für diskontinuierliche Gültigkeit 
behalten. Insbesondere gelte das auch für den Fall, daß die vorge- 
schriebenen Anfangswerte die vorgeschriebenen Grenzbedingungen nicht 
erfüllen. 

Bei nicht linearen Differentialgleichungen treten Unstetigkeiten 
wohl notwendig in den Lösungen auf. Das scheint zuerst ©. Challis 
bemerkt zu haben. Poisson hatte für die Differentialgleichung: 

ou u\2\ 0°?u 2u 
um et 
die Lösung: 
“m, v=f(« — 1+ wit) 
gegeben; Challis'#°) macht nun darauf aufmerksam, daß z. B. für 
f(«) = m sin x daraus folgt: In einem bestimmten Zeitmoment #, ist 
ein Minimum der Geschwindigkeit = 0 vorhanden für =4 + nz 


und ein Maximum w=m für =(l1+m)t, + en x, zur Zeit 
= Br fallen beide Werte zusammen. @. H. Stokes'??') weist dem- 


gegenüber darauf hin, daß die Tangente der (w, x)-Kurve zur Zeit 
6 + dt den Wert 





ergebe, und daß die Benützung der angegebenen Lösung also nicht 
über die Zeit hinaus Sinn haben könnte für welche der Nenner Null 
wird. 183?) Challis erwidert zunächst!®®): Also ist die Annahme ebener 
Wellen überhaupt unzulässig.'°%*) Man dürfe eine Formel nicht bloß 


1829) J. Ec. polyt. cah. 22 (1833), p. 75. 

1830) Phil. Mag. (3) 38 (1848), p. 496. 

1831) Ib. (3) 33 (1848), p. 350 — papers 2 p. 51. 

1832) Die Art wie er diese Schwierigkeit durch Einführung von diskon- 
tinuierlichen Flächen zu beseitigen sucht, hat er später (papers 2, p.55; von 1883) 
auf Bemerkungen von Kelvin und Rayleigh hin als mit dem Energieprmzip in 
Widerspruch stehend zurückgenommeu. 

1833) Phil. mag. (3) 35 (1849), p. 243. 

1834) Diese Folgerung schon Note 1830. 
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bis zu einer gewissen Grenze benützen, sondern entweder auch darüber 
hinaus oder gar nicht. 


88. Variable Koeffizienten in den Grenzbedingungen. Auch 
Fälle, in welchen die in den Grenzbedingungeu auftretenden Koeffi- 
zienten nicht mehr konstant, sondern Funktionen des Ortes sind, 
können mit Hilfe der Methode der Reihenentwicklungen behandelt 
werden, wenn diese Funktionen selbst sich in solche Reihen ent- 
wickeln lassen. So behandelt J. Liouville#) die Aufgabe, die 
Differentialgleichung 
1409) et 
( E77 
unter den Nebenbedingungen 
(1410) u=-0lfüra-=, w-lfüry-r®, 

uf) + F@)—0 für y— 0 
durch eine gerade!%®) Funktion von « zu integrieren, indem er zu- 
nächst f(x) in eine Reihe nach den Kosinus der geraden Vielfachen 


von % 


(1411) f(&) = DIR, eos ne 
entwickelt; der Ansatz: 
(1412) u= DA,e"’cosnz, 


in welchem nur die ungeraden Vielfachen von x auftreten sollen, ver- 
langt dann, daß 


D’nA,cosnz +f(a) IA, cos nx = F(@) 


wird. Liouville setzt, durch das Resultat der direkten Untersuchung 
des Falles f(x) = konst, geleitet, 


nı/2 


(1413) A,= + (ew cos nu + Qu) sin nu) du. 


0 


Wird das eingeführt, die Produkte trigonometrischer Funktionen in 
Summen verwandelt und auch die Integraldarstellung der Koeffizienten 
der Entwicklung von F(x) benutzt, so werden zur Bestimmung von 


1835) J. de math. 1 (1836), p. 33 — Paris mem. pres. 5 (1838), p. 559 (von 
1834). Auszug J. f. Math. 16 (1837), p. 39. 
1836) Liouville behandelt p. 68 auch den Fall, daß von dieser Forderung 
abgesehen wird; es treten dann neben den Kosinus- auch Sinusglieder auf. 
Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 81 
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P und @ die beiden Gleiehungen erhalten '#®”): 


rı/2 
(1414) m + PFW=-Fw— | [YZIO_g(«) cos u sin «de 


z,) c08 2u — c0os2« 
0 


ap 
205 Wu), 
mit den Nebenbedingungen: 
(1415) 9-0 firu—=0, P=lfüru=]. 





Die Auflösung dieser Integralgleichungen'*®®) gelingt ihm nur unter 
der speziellen Voraussetzung, daß sich der unter dem Integralzeichen 
stehende Quotient als Summe von Produkten von Funktionen von 
nur je einem Argument darstellen läßt. 1#°°) 


(1416) ET EEE); 


cos 2u — 008 2« 
dann geht nämlich die erste Gleichung über in: 


3 + Pf) = F) — IC, 7), 


wobei 
71/2 : 
(1417) 0,— 2. [ Oe)H,(e) de; 
| 


und nun kann man erst für unbekannte Werte der Konstanten C, 
integrieren und diese Konstanten dann mit Hilfe der letzteren Glei- 
chung bestimmen. !#°) 


89. Mit der Zeit variable Grenzflächen. Spezielle physikalische 
Probleme führen auch auf die Aufgabe, eine partielle Differential- 
gleichung mit den beiden unabhängigen Veränderlichen x, ? in der 
Weise zu integrieren, daß an einem mit # noch veränderlichen Wert z 
von x eine Grenzbedingung zu erfüllen ist, die selbst noch diese zu 
bestimmende Funktion z von t enthält. Das älteste mir bekannte 
derartige Problem ist das des „Fortschreitens des Frostes“ oder über- 
haupt der Erstarrung irgendeiner Flüssigkeit, das von Lame und 
Olapeyron im Interesse geologischer Fragestellungen in Angriff ge- 


1837) Einfachere Ableitung dieser Gleichungen, ohne Benutzung der Reihen- 
entwicklung von f(x), p. 57. 

1838) Als solche sieht sie Liouville selbst an, p. 50. 

1839) Für den Fall, daß diese Bedingung nicht erfüllt ist, meint er p. 57, 
man könne sich „der bekannten Methode sukzessiver Approximationen“ bedienen. 

1840) Die Möglichkeit, daß diese Gleichungen sich widersprechen oder nicht. 
voneinander unabhängig sind, erörtert Liouville selbst in einer Note, J. de math. 
p. 55 und J. f. Math. p. 48. 
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nommen worden ist.'#) Sie führen es auf die Integration der Diffe- 
rentialgleichung der linearen Wärmeleitung unter den Nebenbedin- 
gungen 


v0 fürr=l(0; vo, u: für 2 


zurück und geben ohne Beweis als Lösung: 
u— AEr (7), = pYı, 
wobei die Konstanten A, ß die Bedingungen 


Aexp (# —f, AEfFfß=« 
zu erfüllen haben. 


90. Sinn der Lösung für dem angenommenen Anfangszustand 
vorangehende Zeiträume. W. Thomson Lord Kelvin hatte bereits aus 
der Lösung der Wärmeleitungsgleichung (p. 1185) den Schluß gezogen, 
daß bei diesem Problem ein beliebig vorgeschriebener Anfangszustand 
im allgemeinen nicht als Folge vorhergehender Zustände aufgefaßt 
werden kann, indem diese Formeln im allgemeinen für negative Werte 
von £ imaginäre Werte liefern.!%?) Bald darauf untersucht er die 
Sache näher.'#°) Unter der Voraussetzung, daß sich die Temperatur 
als Funktion der Zeit in eine trigonometrische Reihe entwickeln läßt, 
kommt er zu dem Schluß, sie muß sich dann als Funktion von £ 
und x in eine Reihe der Form: 


(1418) I]exp («yn) (A, cos (eYn + 2in) + B, sin («Yn -+ 2tn)) 
+exp(—xYn) (4® cos («Yn—2tn) + B® sin (xYn — 2tn)) 


entwickeln lassen. Wird hier {= 0) gesetzt, so erhält man die Form, 
in der sich der Anfangszustand ausdrücken lassen muß, wenn er als 
Folge seit unbegrenzt langer Zeit vorhergehender Zustände betrachtet 
werden soll. 

Ein weiterer Aufsatz!) faßt die Sache von einer anderen Seite 
auf: Zu dem Anfangszustand 


(1419) %—= DA, cos (m,© + D,) 
gehört die Lösung 
(1420) u— Nexp (— mit) A, cos (m,u + 9,), 





1841) Ann. chim. phys. 47 (1831), p. 255 = bull. Ferussae 16 (1831), p. 258. 
1842) Cambr. math. j. (3) 4 (1842), p. 174 = papers 1 p. 11. 
1843) Ib. (3) 5 (1843), p. 206 — papers 1, p. 16. 
1844) Ib. (4) 2 (1844), p. 67 = papers 1, p. 41. 
81* 


1254 IWAı12. H. Burkhardt. Trigonometrische Reihen und Integrale. 


und die Bedingung ist einfach die, daß diese Reihe auch noch für 
negative £ konvergiert. 


4. A. TERE hat gemeint!*#°): wenn man schreibt 


u_ —— ls (© +2aYt) +9 (@ — 2aYt)] exp (— a) da, 
erhält man eine auch für negative Werte von ? gültige Formel, indem 
die imaginären Bestandteile herausfallen. 


VII. Integration partieller Differentialgleichungen mit mehr als zwei 
unabhängigen Veränderlichen, 


91. Integration durch trigonometrische Reihen. Eine partielle 
Differentialgleichung mit mehr als zwei unabhängigen Veränderlichen 
kann durch trigonometrische Reihen integriert werden, wenn sie: 
1. Elementarlösungen zuläßt, die Produkte aus je irgendeiner Funk- 
tion der einen Variabeln (der Zeit) in trigonometrische Funktionen 
von je einer der übrigen Variabeln (der Raumkoordinaten) sind, z. B.: 
Pmn(t) cosmz cosny; und wenn 2. für je zwei Werte dieser übrigen 
Variabeln Grenzbedingungen der in Nr. 69 besprochenen Art vorge- 
schrieben sind. Eine derartige Integration (mit unharmonischen trigo- 
nometrischen Reihen) tritt bereits bei J. Fourier auf’); weitere Bei- 
spiele finden sich bei Poisson!%#), bei Navier'*®), bei Lame und 
Olapeyron'%?), bei J. M. ©. Duhamel'?), bei G. G. Stokes.'?°') | 

Wie man bei solehen Entwicklungen auf in Nr. 19 besprochene 
Umstände Rücksicht nehmen muß, hat @. @. Stokes'*°?) gezeigt, und 
zwar an dem Beispiel der Integration von Au—=0 für ein Parallel- 
epiped, wenn an jeder Grenzfläche eine Funktion der beiden anderen 
Variabeln vorgeschrieben ist. Wird angesetzt: 


u= DI DZ, sin mx sin ny, 


so kommt: 


2 A 2MLr . 
eu _ II m DZ, snny+ kW —-UrF@,ol|sinnz, 
1845) Theorie 2 (1841), p. 421. 
1846) Paris m&m. 4 (1819/20[24]), (Preisschrift von 1811) p. 458; theorie de 
la chaleur Nr. 321 = Oeuryres 1, p. 359. 
1847) Paris m&m. 1 (1816), p. 88; 8 (1829), p. 510; chaleur p 354. 
1848) Bull. philomat. 1822, p. 77; 1825, p. 51 (unharmonische Reihen); Bull. 
Ferussac 5 (1826), p. 309. 
1849) J. f. Math. 7 (1831), p. 401. 
1850) J. Ee. polyt. cah. 21 (1832), p. 389. 22 (1833) p. 54 _ 1829/30). 
1851) Cambr. trans. 8 (1) (1844), p. 136. 
1852) Cambr. Trans. 3 (1847) = papers 1, p. 296. 
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und wenn die innere Klammer in die Reihe I Q,,n Sin ny entwickelt 
wird und die entsprechende Größe bei der Bildung von Fr mit P,,„ 


bezeichnet wird, so ergibt sich für _ „ eine Gleichung der Form: 
(1421) nn — HZ" O+TP=0. 


Die auftretenden IRIH iren bestimmen sich, wenn man 
auch die Funktionen f, und F, in die Doppelreihen 


PACHT, sinmzsinny, OH, sin m« sin ny 
entwickelt, woraus hervorgeht, daß sich Z,,, für z= 0 auf @,,, und 
für z2=c auf H,,„ reduziert. 


Nachher!$®) gibt er auch noch ein ihm von W. Thomson mit- 
geteiltes Verfahren. Er setzt zunächst die dreifache Reihe an 


SA, sin m sin ny sin pz; 


soll uv=0 für z=x, ie y) für z= (0 werden, so gibt die 
on 


= = > - Son sinmxcsinny SE f(x, | sin p2. 


Das wendet er auch auf den Fall an, daß f nur in einem Element 
der betreffenden Koordinatenebene von Null verschieden ist und durch 


die Reihe 
4 i Ä i : 
—z > > sin ma sin nß sin mx sın ny 
7 


ersetzt werden kann. Die Differentiation nach y und 2 kann unter 
dem Zeichen geschehen. Es = 

ru 

nc® 


KR ; sin me sin np. 


ar, +p! 
Ausführung der Summation nach » oder nach p mit Hilfe der Glei- 


chungen (278) und der entsprechenden für Bee führt zu der 
einen oder anderen der vorigen Formeln zurück. 

In analoger Weise behandelt er dann auch'#%*) die Integration 
derselben Differentialgleichung für denselben Körper unter der Be- 


dingung, daß u an der Oberfläche überall Null sein und an einem 
Punkte «, 8, y im Innern wie > unendlich werden soll, indem er zu- 


nächst den Fall behandelt, daß in einem kleinen Gebiet im Innern 


1853) ib. p. 302. 
1854) 1, p. 303. 
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nicht die Gleichung Au = 0, sondern Au = einer gegebenen Funk- 
tion o erfüllt sein soll und dis in die Reihe 


0 u ER, sin mx sin ny sin p2 
entwickelt. Dann geht er dazu über, dieses Gebiet unendlich klein 
werden zu lassen, und zwar so, daß dabei 


JJSe=1 


8,5 : - 
Rp = „‚; ln ma sin nß sin py 


wird; dann wird 


und also 
u= ” en DW sin ME 
oc” > m?’+n?+p? h 


92. Integration von Differentialgleichungen mit n + 1 unab- 
hängigen Veränderlichen durch n-fache bestimmte Integrale. Der- 
artige Integrationen lassen sich zunächst für die einfachsten Fälle 
durch naheliegende Verallgemeinerungen der Formeln von Nr. 73 ge- 
winnen. So tritt die Integration der Differentialgleichung der Wärme- 
leitung im unbegrenzten Raume 


u 


(1AR) P77 ir +7 7, + r 


unter der Anfangsbedingung: 


u=f(x,y,2) füt=0 
durch 


(1423) [SS 2_,2) f(x+21YVt,y+2uYt,e+2vVt)drdudv 


und ihre Umformung in 


7 SIIrl- ee +e-n)' \f, Br)dudßäy 


bereits bei Poisson?®), dann auch bei Fourier'*°°) auf. 

Andere solche Integrationen sind zuerst auf dem Wege erhalten 
worden, daß einer (hier unterdrückten) Konstanten, die zunächst auf 
reelle Werte beschränkt war, auch komplexe beigelegt wurden. So 








(1424) u= 


> 
1855) Bull. philomat. 1816, p. 12; Paris mem. 3 (1818), p. 144. J. &c. polyt. 
cah. 19 (1823), p. 139, 357. A. Cauchy (Bull. philomat. 1821, p. 109) gewinnt 
diese Form der Lösung aus der durch das sechsfache Fouriersche Integral. 
1856) Theorie Nr. 372, 376 — Oeuyres 1, p. 429, 435; (noch nicht in der 
Preisschrift von 1811). 
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zeigt S. D. Poisson'®#"), daß der Gleichung 


0°2 0'2 o'z o%z 
ine) Gt 2a I a 
jedes Integral jeder der beiden Gleichungen 
Da. De , 0’ 
a tat 


genügt; indem er diese Integrale in der Laplaceschen Form annimmt 
und dann neue Integrationsvariable durch eine komplexe Substitution 
einführt, kommt er dazu, das Integral der Gleichung der Platten- 
schwingungen: 

0?z 4y 0'z o'z y% 
a ae + dar + 2 daran? 


in der Form hinzuschreiben: 


+» 
(1428) z - (Jer"oC + 2aVti, y+ 2byYti)dadb 
+ [fer ro + 2ay— ti,y+ 2by— ti)dadb 


(1429) = 1 ffIoos (+52) f,(@ +2ayt,y+ 2byi) 
+ sin (a +5) (@ + 2avt,y+2byt)}dadb. 


Durch Einführung neuer Integrationsvariabler gelangt er von da zu 
der Form: 


+» 
1 Ee — 0)? — pß)? 
(1430) fr‘ ) + 2 f(«,B)dadß, 





die wieder die Hauptlösung erkennen läßt.'?%) 

Andererseits gelangt man auch zu Darstellungen der allgemeinen 
Lösung durch bestimmte Integrale, wenn es gelingt, in ihrer Ent- 
wicklung in eine Potenzreihe das allgemeine Glied durch ein bestimm- 
tes Integral darzustellen und dann die Summation unter dem Integral- 


1857) Bull. philomat. 1818, p. 127; Paris mem. 3 (1818)[20], p. 149. 

1858) Fourier scheint ib. p. 130 diese Form für sich in Anspruch zu nehmen, 
als in einer der Akademie vorgelegten, aber nicht publizierten Abhandlung ent- 
halten. In der Theorie, Nr. 412 = Oeuvres 1, p. 488 leitet er sie aus der Dar- 
stellung (1482) ab, indem er in ihr die Integrationen nach den Parametern ver- 
mittels (955) ausführt, und gelangt dann von ihr zurück zu (1429); reproduziert 
von A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 232. 
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zeichen zu vollziehen. So gelangt $. D. Poisson'?°®) von der Integra- 
tion der Gleichung der Schallschwingungen durch die Potenzreihe 


— in = {2n+1 \ 
1431) = I nA Far )+ Ian At), 
n=1 n=1 


indem er in ihr A”F vermöge seiner Hilfsformel (Nr. 65) durch 


2ı 


(1432) N omze + sinusinv ,, + sinucosv; Se Fsinududv 


ersetzt und dann, nach Vertauschung der Reihenfolge von Summation 
und Integration, die unter dem Integralzeichen auftretende Reihe als 
eine symbolische Darstellung einer Taylorschen Entwicklung auffaßt, 
zur Darstellung derselben allgemeinen Lösung durch die Summe zweier 
Doppelintegrale: 


Lan 


(1433) — ( [r@+ieoswy+i sin u sinv,2+tsinu cosv)tsinu du dv 
00 


2nn 


+2 [F@+teosu,y+tsinu sinv,z+tsinu cosv)tsinu dudv. 
00 


Er verifiziert dieses Resultat einmal durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen und partielle Integration’), dann auch, indem er in 
der Darstellung des Integrals durch eine Reihe von Elementarlösungen: 


(1434) u—= IA Ein (pf)eet tet. (P=®+M+MR+...) 
den Faktor Sinpt durch das Doppelintegral 


era rn 
» 


(14355) Sinpt= | exp |i(gcosu + hsinusinv + ksinu cosv)} 
“8 sinu dudv 
ersetzt, die Reihenfolge von Integration und Summation vertauscht 
und die dann unter dem Integralzeichen auftretende Summe 


(1436) DA exp(gc + hy + kz) 


als Ausdruck einer willkürlichen Funktion f(x, y, 2) ansieht.'°%') 

Das so erhaltene Resultat nimmt er dann auch für den Fall in 
Anspruch, daß die [hier auf 1 reduzierte] Konstante der Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit imaginär wird; so kommt er zur Darstellung 


1859) Bull. philomat. 1819, p. 113; Paris mem. 5 (1818)[20], p. 131. 
1860) Paris m&m. 3, p. 134. 
1861) p. 142. 
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des Integrals der Potentialgleichung in drei Variabeln durch'*?): 


2rnı rn 


(1437) [rw+=i sinu sin®, 2+ zisinu cosv) x sinudu dv 


2 rn 


E affro+: sinu sinv, 2-+ zisinu cosv)x sinu dudv, 


meint aber selbst, daß damit nicht viel anzufangen sei. Wohl aber 
erhält er auf diesem Wege das Integral der Wärmeleitungsgleichung 
zunächst in der symbolischen Form '#%3);: 


(1438) vw esp[t(I + u + )\ree, y, 2) 


- fer I— ee — BP? —y? — 2ayiz 


IL ER, 
e 2BVt,, AR vt are, y,2)dadßdy, 
die sich sogleich in (1423) überführen läßt; und das der Gleichung: 


(1439) | Ze T 7 +u, 


auf die er die allgemeine [hyperbolische] Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten zwischen zwei Veränderlichen 
reduziert, nacheinander in den Formen !*#): 


(1440) u In, tete + Ser +30) 7@) 


2 nz 


DE | sinu siinv + eos u)" tF(x) sinududv + :- 


n=06 0 
2ız rn 


1, [Je r@ + tcosu) sinududv + --. 
00 


Andere derartige Integrationen gelingen, indem man als Anfangs- 
glied der Entwicklung das Integral einer Gleichung mit einer Varia- 


1862) p. 144. 

1863) p. 162. Reproduziert von @. Plana, Torino mem. 25 (1820), p. 146. 
Auch dieses Resultat verifiziert Poisson p. 166 durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen und partielle Integration. 

1864) p. 174. 
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blen weniger ansetzt. So integriert M. 4. Parseval‘®%) die Gleichung 


ou 0’ u 
al) lt an) 
durch die Reihe: 
a (2n) „2n 
(1442) u et R Tram, 
u N da” 0 
in der 
(1443) vo ply,o+iYa)+v(y,2— tVa) 
die Lösung von 
0° 0°% 
(1444) Fr =( FE 


ist; entsprechend führt er die Lösung der entsprechenden Gleichung 
D: drei Raumkoordinaten auf die von (1441) zurück. Dann bemerkt 
er, daß die Reihe (1442) aus den von s freien Gliedern derjenigen Reihe 
besteht, die man erhält, wenn man in 


Bm) zen, 
(1445) T- as f dt 


a durch a-+a/s ersetzt. Die Reihe 7 enthält die Glieder gerader 
Ordnung der Reihe: 


Su... [for 
(1446) P= D/Yas 4 at, 


deren Summe wieder gleich 
(1447) f Fat, 


ist wenn vor der Integration nach t das y durch u — tYas ersetzt und 
nachher wieder y eingeführt wird. Das gesuchte Absolutglied von 
I (a + 5 läßt sich dann schließlich mit Hilfe seines Satzes (Nr. 23) 
durch ein bestimmtes Integral darstellen. 

A. Cauchy's%) gelangt für die Gleichung der Schallbewegung mit 
nur zwei Raumkoordinaten zu einer Poissons Form (1433) PER 
den Form der Lösung, indem er in der Form 





(4) AU BEN _.p? 
(1448) u Sevm) sin vcoßH[F=9 u 2 | Ya,B)dedß dudr 
ö 


die Integration nach u und v zuerst ausführt; er erhält so zunächst: 


-—, 
er ad a Ve @— 0)! — y—PM* 


1865) Paris m&m. pr6s. 1 (1806), p. 383 (von 1801). 
1866) Paris mem. pres. 1 (1827) — Oeuvres (1) 1, p. 182. 
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wobei die Integration über alle diejenigen Werte von «, ß zu erstrecken 
ist, für welehe der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen nicht negativ 
ist, und daraus durch Einführung von Polarkoordinaten die ge- 
wünschte Form. 

Ähnlich wie Parseval integriert? 8. D. Poisson!®”) die Differen- 
tialgleichung der Schallbewegung 


r u Mu |, ou , du 
(1450) Zimt Zu: nr 


durch die Summe zweier Reihen, von denen die eine ist: 


< (n) 
(1451) u— Dr) GE, u, p)aEe, 
n=o 


dabei bedeuten r, u = cos$, p Polarkoordinaten, & ist nach der Aus- 
führung sämtlicher Integrationen durch r — t zu ersetzen, und die 
Funktionen f, bestimmen sich auseinander durch die Rekursionsformel: 


2 
(1452) 2 + Yan t la) + 
Indem er dann die wiederholten Integrationen auf einfache zurück- 
führt, kommt er!#®) zur Darstellung der Lösung durch die Summe 
zweier Integrale, deren Integranden Differentialgleichungen mit einer 
Variabeln weniger, als in (1450) vorkommen, genügen. 
Später?#°°) gibt er dann die Verallgemeinerung des Ansatzes (1231) 


von Laeroix: ist 

(1453)  &p(pt+ge+hy+), 

wo p mit den g,h durch eine aequatio vicaria zusammenhängt, die 
Elementarlösung, so ist die allgemeine: 


(1454) Serp(pt +92 + hy +:)f(h,--) 
bzw. eine Summe solcher Integrale, wenn die aequatio vicaria zu ge- 
gebenen Werten von g,h mehr als eine Wurzel p hat. 

Dem entspricht es, wenn Cauchy'*"®) die Potentialgleichung 


eu 


“ ou ou 
(1455) wer dyt + Er ihr 0 


1867) J. €c. polyt. cah. 14 (1808), p. 338. 

1868) p. 342. 

1869) Paris m&m. 3 (1818[20]), p. 171; Bull. philomat. 1822, p. 82. Lacroix 
skizziert diese Verallgemeinerung übrigens auch selbst, trait6 des differences et 
des series, Paris 1800, p. 529 (1819 weggelassen). 

1870) Paris mem. pres, 1 (1827) = Oeurvres (1) 1, p. 25 (von 1815). Die 
Frage nach der Allgemeinheit dieser Lösung behandelt er p. 148 analog wie 
im Falle von zwei unabhängigen Variabeln. 
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durch 
(1455a) u — >! (ever cosmx cosnyf(m,n)dmdn, 
- und die Sei 


0?u 
(1456) rn Et +3 I 
. durch !#71) 
(1457) u I (fevm tr cosmx cosnyf(m,n) dm dn 
integriert. 


S. D. Poisson‘®"?) erhält die Lösung der Gleichung der stationären 
Wärmeströmung in einer Kugel, unter der Oberflächenbedingung 


2“ + 4w—f0,y) für r—R, 


durch Vertauschung der Reihenfolge von Summation und Integration 
in der Lösung durch eine Reihe nach Kugelfunktionen, in der Gestalt: 


12x rn 


bR-1 
(1458) u(r, 0, %) = (f (R? —.a?r?) « f(@, ,%,) sin®, a6, dv, de 
we sis (R? — 2r Ra cosy + r?«?) ? 





mit 
cosy = cos cos, + sin 9 sin , cos (d — %,). 


Im Grenzfall R= oo führt er durch 


h 
uw=1—5; r=R-—z, Rö=s, R9I,=S, scesy=t, 
ssiny=y, sesy—=2%, ssiny=y, 


neue Variable ein; das gibt: 


d e’rfla,,y,) da, dy, dh 
1459 er Zu] ag 
(1409) :, ve ua IR +2)?+ («+ (y— )]3 


Für s— 0, d. h. wenn der Ursprung des Koordinatensystems in den 
betrachteten Pünkt verlegt wird, läßt sich dieser Ausdruck durch Ein- 
führung der Mittelwerte 


27 
1 
Fe) afre U) day, 
0 ; 
auf das Doppelintegral 


(1460) BEE J. if Ph +D)F(s)s ds, dh 
00 








[R+ 2)? + ,°]” 


1871) p. 68. 
1872) J. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 328 (von 1821); chaleur p. 392. 
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und für b= ® schließlich auf das einfache Integral 


F(s,)sı 48, 
(1461) U er tr 
reduzieren.'?”?) 
©. J. Hargrewe'®*) führt die Differentialgleichung der Kugel- 
funktionen durch die Substitution 





X D 1+u 
Eee rei 
über in 
°P n(n-+ı) Br 
(1462) SXdY Panzer :-P=0 





und integriert sie nach sukzessiven Substitutionen durch ein n-faches 
Integral. Die durch Integration neu hinzutretenden willkürlichen 
Funktionen müssen durch Zurückgehen auf die ursprüngliche Glei- 
chung bestimmt werden. Er kommt nur zur Lösung durch eine Ent- 
wicklung nach Potenzen von u, frei von g. 

Andererseits gelangt man auch zu solchen Darstellungen, wenn 
es gelingt, die Hauptlösung durch irgendwelche andere Überlegungen 
zu finden. So schließt Fourier'%), daß sich die Hauptlösung der 
Wärmeleitungsgleichung für drei Koordinaten als Produkt von drei 
Faktoren darstellen lasse, deren jeder die Hauptlösung der entsprechen- 
den Gleichung mit nur einer der drei Koordinaten vorstellt, und kommt 
so wieder zu der Gleichung (1424) und von ihr zu (1423) zurück. 


93. Integration durch mehrfache Fouriersche Integrale. Von 
solchen Integrationen erscheinen bei A. Cauchy's®) die der Laplace- 
schen Differentialgleichung (1455) durch: 


© © 006 00 


LITE cos(&x — &«) u EL 


und die der Gleichung der Wasserwellen 


ou ou eu 
(1464) ot + dx® + dy? =( 


(1463) u = 





N 


1873) p. 334. Conn. des temps (1827) [24], p. 309 bezieht er sich auf dieses 
Resultat. 


1874) Lond. trans. 1841, p. 78. 
1875) Theorie de la chaleur Nr. 376 = Oeuvres 1, p. 435. 


1876) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeurvres (1) 1, p. 66, 155 (von 1815); 
ebenso bei Fourier, theorie Nr. 410, p. 486. 
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durch '#77); 


© + +& 


(1465) u = 5 al, & T. r cos ( A een —$«) ee 


0 -x —o 


Später1378) gibt er die durch Benutzung komplexer Größen ver- 
einfachte allgemeine Formulierung: einer homogenen linearen Differen- 
tialgleichung mit beliebig vielen Variablen z,%,...,t, und konstanten 
Koeffizienten wird durch ein Integral der Form genügt: 


+» 
late She | 
(1466) if plertilke— dt N +.) f@,8,:) 
>> dadß..d&dn..; 
dabei ist r als Funktion von «,ß... durch diejenige algebraische 
Gleichung 
(1467) F(&,n,..,)=0 


bestimmt, in welche die gegebene Differentialgleichung übergeht, wenn 
man in ihr allgemein den Differentialquotienten 


RER 


dx” 9y" ...02” 





durch (Eö)" (mö)*... 7” ersetzt. Genügen dieser Gleichung mehrere 
Werte von r, so erscheint die allgemeine Lösung der Differential- 
gleichung als eine Summe von Integralen der Form (1466), in deren 
jedem eine andere Lösung der Hilfsgleichung und eine andere will- 
kürliche Funktion benutzt ist.) Sollen diese Funktionen so be- 
stimmt werden, daß die gesuchte Lösung und ihre Ableitungen nach 
it für = 0) gegebenen Funktionen der übrigen Variablen gleich wer- 
den, so ist dazu noch ein System linearer Gleichungen aufzulösen; 
diese Auflösung gestaltet sich einfach, wenn die Gleichung (1467) in 
bezug auf r eine reine Gleichung ist.!#%°) Dasselbe Problem behandelt 
er in seiner Abhandlung von 1822.'#°%) 


1877) Oeuvres (1) 1, p. 67, 160. Er gewinnt sie aus der Lösung durch ein 
Doppelintegral ebenso, wie die Lösung der entsprechenden Gleichung mit einer 
Variabeln weniger durch ein Doppelintegral aus der durch ein einfaches Integral. 

1878) Bull. philomat. 1821, p. 102. 

1879) Unter Umständen ist ein Teil dieser Lösungen durch Nebenbedingun- 
gen ausgeschlossen; vgl. Note 1634. 

1880) p.107. Speziell erhält er so wieder die verschiedenen Formen (1428), 
(1482) für die Lösung der Gleichung der Plattenschwingungen (p. 111, 145). 

1881) J. 6c. polyt. cah. 19 (1823), p. 544. Man vgl. H. Burkhardt, Jahr.- 
Ber. d. Deutschen Math.-Ver. 10 (1909), 1, p. 674. 
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Z. B. integriert er die Gleichung’*®?) 


0?u u 0°u e?u 
(1468) nette 
unter den Anfangsbedingungen 
(1469) a2, #— a, y,e) für t— 0 
durch das sechsfache Integral 
+0 

1,1% 
(1470) u=,1, | eplti@—)+niw—B)+tie—7)) VdadBay 
dabei ist 
(1471) U = D(a, ß, y) cosßt + IIla, 8,9)" 
und 


ey 
Hat die Differentialgleichung speziell die Form: 
F) 2 1 My 
(1472) (rar) 
wo die !. Potenz links symbolisch zu verstehen ist, d. h. nach Auf- 
lösung der Klammern die Potenzen und Produkte der Differential- 
operatoren durch die entsprechenden höheren Ableitungen zu ersetzen 
sind, so lassen sich die Resultate mit Hilfe der Reduktionsformeln 
von Nr. 66 vereinfachen. Ist die Anzahl der Raumkoordinaten eine 
ungerade Zahl 2v + 1, so erhält die Hauptlösung die Form 19822) ; 
+® m-1 

(1495) P= ri ru. cos lage exp (a’/ mA t)de, 

1. u= 


wobei s= 2? + y? + --- ist und A,, A,, ... die verschiedenen Werte 
von (— 1) bedeuten; ist jene Anzahl eine gerade Zahl 2, so hat sie 
die Form: | 


oo o m-—i 


1 
(1474) Pe a, | Zorp(@""2,N cos (FR — 5) 
00 u=0 


& 
! FE d ß da . 
1882) J. &c. polyt. cah. 20 (1831), p. 297 = Oeuvres (2) 1, p. 403. Die 
scheinbar allgemeinere Differentialgleichung 
0?% 0?u 0° u 0°?u 0?u ou 0°’u 
ee Ab: N» Bet PR {* hear} of — 
68? er 3.1,.0351.207, re Bude! Er; 
(mit konstanten Koeffizienten) läßt sich durch eine lineare homogene Transfor- 
mation auf die im Text besprochene reduzieren; bei Cauchy ist diese Trans- 
formation mit der Integration verquickt. 
1882*) J. 6c. polyt. cah. 19 (1828), p. 557. 
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Für n—3, 1—=m=1 (Wärmeleitung) läßt sich die noch übrige 
Integration in (1473) mit Hilfe von (947) ausführen, und man kommt 
dann auf (1424) zurück; frn—=2,l=m=2 und imaginäre Kon- 
stanten der Fortpflanzungsgeschwindigkeit (schwingende Platten) erhält 
er aus (1473) ein divergentes Integral, das er (was allerdings so nicht 
zulässig ist) als Fouriersche Integraldarstellung der Funktion sin auf- 
faßt, so daß er auf (1430) zurückkommt; für n = 3,,il=1l,m-2 
(Schallwellen) betrachtet er das Integral 


(1475) ei cos (fe) c08 («Vs) da 


als Grenzwert von 


x 


(1476) je% cos (t«) c08 («Vs)de, 


dessen Auswertung zu (974) führt. Der Übergang zu d=0 gibt 
dann die Poissonsche Form (1433). 

Bei Fourier findet sich noch die Integration der Gleichung der 
Membranschwingungen 





0’ u zu 0’u 
(1477) de dx: ‚ dy? 
durch ?##?): 
1 (4) Bean a Lan 
19) um lefeos (VER eos te) eos (nu —nA)f(aR) 
d«dpßd&dn; 
die der Gleichung der Schallschwingungen 
ou u :, 0°%u 0?u 
m tt 


durch !°#): 


(1480) u | on (VE? + m? + 8) cos (6x — Eu) eos (ny — nP) 
cos (2 — &y) f(a, B, y)dadßdydädndS; 


der Gleichung der, Plattenschwingungen 


9°u ou ou ou 
(1481) 7er ae ta? 





1883) Theorie de la chaleur Nr. 409 = Oeuyres1, p. 484. Hier wie im fol- 
genden schreibe ich von den beiden Bestandteilen des Integrals nur denjenigen 
-mit dem Cosinus der Zeit und den Werten der Anfangsverrückungen und lasse 
-den andern weg, der den Sinus der Zeit und die Werte der Anfangsgeschwin- 
digkeiten enthalten würde. 

1884) Ib. p. 485. 
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dureh !°%5): 
(1482) u—zlaf cos(@t-t n3t) 0os(&e — Ea)oos(ny—nB)f(«,B) 
d«edpßd&dn. 
Auch Systeme partieller Differentialgleichungen lassen sich in 


derselben Weise integrieren. So behandelt 8. D. Poisson die Diffe- 
range der es ae die bei ihm in der Form 


0° 1f90 
un era) Bet 
o’w 660 
| je = sl + Aw], on at tz 
erscheinen, folgendermaßen '°®®): Er definiert zuerst eine Hilfsfunktion 
durch 
(1484) =; 





diese muß dann der FE Dr 
o'p 


genügen, also auch anoR gen folgender Form 
(1486) = =Ao+Pt+Q, 


in der P,Q noch zu bestimmende Funktionen der Koordinaten sind. 
Werden dann weitere Hilfsfunktionen p,g, @,, %,,%,, w, durch 


09, 
(1487) Ap+ P=0, Ag+ Q=0, y=p+Ppt+g, uw-u+ Ze 


definiert, so zeigt sich, daß 9,,u,,%,w, Gleichungen der Formen: 





0? 
(1488) in = Ay, | 
tn Aut, ni ou, dm, dw 
a a ty te 


genügen müssen; diese Funktionen lassen sich also durch Integrale 
der Form (1433) darstellen. Werden dann die Anfangswerte von v,, ,, 
ov,/öt,öw,/ct als Ableitungen willkürlicher Funktionen nach x an- 
genommen, so lassen sich durch diese letzteren auch die Anfangs- 
werte von «, ausdrücken, bis auf eine willkürlich bleibende Funktion 
von y und 2. 

Bald darauf!#®”) behandelt Poisson in analoger Weise auch die 


1885) Ib. Nr. 410, p. 487. 
1886) Paris mem. 8 (1829), p. 623. 
1887) Ib. 10 (1831), p. 554. Eine Darstellung der Untersuchungen Poissons 
findet sich bei TR. Dieu J. de math. 14 (1849), p. 349 — Paris thöse. p. 363 ein 
Eneyklop. d. math. Wissensch. II 1. 82 
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Integration der Differentialgleichungen der Bewegung einer elastischen 
Flüssigkeit. Er nimmt sie in der Form an: 

du: De Do O0. m de cu WU 0 Te 
(190) ze ET ay aT datt de 
Die Substitutionen 


0 0 6 6 
(1491) o— 7; u-.,.+D, v—72+P9, w-5+W, 


ergeben dann x 
(1492) IF —_Ay-+v. 


Werden Hilfsfunktionen %,,g, durch 
Ay,=v, p=pTttı 

definiert, so genügt die letztere der Gleichung (1488), läßt sich also 
durch die Summe zweier Integrale der Form (1433) ausdrücken. Der 
Funktion p kann noch die Bedingung 
(1493) —=0 fürt=0 
auferlegt werden; von den beiden Integralen, durch welche sich g, 
ausdrückt, ist dann in demjenigen, der die Anfangswerte von , selbst. 
enthält, die willkürliche Funktion II durch die aus der Potential- 
theorie bekannte Darstellung '*®): 


+0 
ı [9 v@Bn)dadßdy 
as) I las, =— i#) VYa-ar+0- ten 


zu ersetzen. Dann ist zunächst das Integral 


2ın rn 


(1495) | f. t sin 6 40 dw 
0 


R Veaktcos0—e)?+y+t sind sino— B)’+(2-+t sind cose— y)” 


zu reduzieren; wird die Polarachse der Integrationsvariabeln in die 
Richtung nach dem Punkt (x — «,y — ß,2— y) verlegt, so ergibt. 
sich, daß 

















er für r>t j 


(1496) - r ra +y— B’+e— Y”) 
4x fürr<t 


etwas einfacher gewähltes Koordinatensystem; p. 366 Potentialbewegung. p. 367 
unten bemerkt er selbst eine Unstimmigkeit aus seinen Formeln; p. 371 gibt er 
an, worin sein Verfahren von dem von Poisson abweicht. 

1888) Poisson führt diese Form nicht direkt ein, sondern stellt II erst durch 
ein Fouriersches Integral dar und transformiert dieses wie beim Übergang von 
(1429) zu (1450). 
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ist. Daraus folgt: 


nn 


4/f IIe+teos, y+tsind sino, 2+tsin#coso)t sin6ddda 
0: 


+ 
| [Pre pnacaper für r>t 
— | r 





(1497) 
0 fürr <t 
2 an © 
— — [Joe + 7 080,4 + r sin ,sina,, «+ r sin O,cose))r 
0: 
sin 6, dr, d6, do,. 4 


Poisson zeigt noch '##®), wie sich die so gefundenen Formeln auf die 
früher für wirbelfreie Bewegungen gefundenen reduzieren, wenn U, V, W 
die partiellen Ableitungen einer Funktion f nach den Koordinaten sind; 
es wird dann: 
(148) vla+reosd,.)=Afle-+rcosd,..); 
und wenn in dem Differentialausdruck A Polarkoordinaten eingeführt 
werden, so lassen sich die Integrationen nach diesen zum Teil aus- 
führen, und man erhält für 9, = 9 + f wieder die früheren Formeln. 
Diese Abhandlung enthält auch noch eine neue Darstellung der 
allgemeinen Integration der Gleichungen (1483). Poisson geht jetzt1%%) 
von der Elementarlösung aus: 








u= (A cos g4t + A, me cos 00, 
(1499) vo (B cosgAt+B, = cos 06, 
u (e cos 0A + 0, ei) cos 06; 


in ihr bedeuten o,«, ß,y ganz willkürliche Konstante, d steht zur 


Abkürzung für 
s@—e)tnW—-B)+E@—)), 

&®+n°+ & kann gleich 1 angenommen werden, indem man, wenn 
das nicht der Fall ist, die Bedeutung von g und A geeignet abändern 
kann; und die übrigen noch vorkommenden Größen müssen dann den 
Bedingungen 

3A — A+25(45+ Bun + C9), 
(15008) 3B— B+ 2n(4& + Bn +9), 


30#2—=(C+2£(45+Bn +09, 





1889) p. 564. 
1890) p. 580. 
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34,2°=4,-+25(45+Bn+ 09), 
(1500b) 3B®—=B+2n45+Bn+ 0, 
30, 2#—= 06, +28(A5+ Bin + 09) 


genügen. Das ist zunächst auf zweierlei Art möglich: entweder durch 


(1501) ®—=Z, A&+Bn +0t= 454 Bin +0=0 


oder durch 

(1502) 2m=l, A:B:C=4:B:G =E&:n:$ 

die allgemeinste Lösung superponiert sich aus den so erhaltenen par- 
tikulären, so daß in ihr noch sechs Konstante willkürlich bleiben. 
Wird dann aus den so gefundenen Elementarlösungen die allgemeinste 
durch Fouriersche Integrale zusammengesetzt, so treten in diesen Be- 
standteile der beiden Formen auf: 


(6) 
p(a,ß,y) cosoö cos (ot) &dadßdydsdnds, 
(1503) 6) 
1: p(«,ß,y) cosod cos (ot)ngdadßaydädndg; 
um sie zu reduzieren, führt er an Stelle von 2—«,y— ß,2—y 
Polarkoordinaten mit der bisherigen z-Achse als Polarachse ein und dann 


an Stelle von &,n, & solche mit der Richtung nach dem Punkte 2— a, 
y—ß, 2—y, als Achse. Das gibt dann zunächst 


SS (00, cos 00,)E’ dw; —= 4n sin?0, (8 BL ;.;, 2 e2) 








eo’, 
sin 00 2 Cc08so0E 2 sin 00, 
+ 4x c03? 9 ( + ı — 
I!\ eo e?’g,* en: 


R| 4 c08 (99; 60899,)75d@; 


— 47 sin?0, cos6, cos a ( 





E21 e’e,* 7 
ferner nach Einführung eines Konvergenzfaktors: 


sin 00, 4 3 c08E0, ER 3 sin ea) 
’ 


(1504) JJr«8» cos gt cos gg, dede, = p(® + 1cos®,, 
vd 
y+tsind, sin @,, 2+tsin 6, cos 9)» 


(1505) ; a ß,y) cos ot sin 99,, 00, dode, 


-=7 _ lip(x + tcos0,, y+ tsin®, sino,, 2+tsind, cos o,)] 


und endlich: 


| 47 
JJe«s» cosgt. dedg, — x [9(«,8,7) a 
00 
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Damit lassen sich die sechsfachen Integrale (1503) durch Doppelinte- 
grale ersetzen, so daß er schließlich'®°') das Resultat folgendermaßen 
aussprechen kann: Man setze für n—=1,2,3: 


BE Stle+&,--) tdi fl ers )tdog 


ferner: 


a )+nkyW+tna:) +5 + 80°.) 
a EFF (& + 80° Teilen )+6$F,(@ + 80°.) 


ler zffI 3pE— 7 l@ +80, | dD;, 
endlich: 
pı (e)] af: = ; 
D,(e) I- he 


dann erhält man: 


150) = B+ du) + = O-u())d 


+71 - (5) + 100 10), 


J. Liowville bemerkt dazu '#??): man könne die Ableitung dadurch 
nn daß man durch Differentiation aus (1492) ableite, daß 


* der Schallgleichung genügen muß. Poisson weist dann's%) darauf 


(1506) 


7 
hin, daß man nach seinem Verfahren auch den Fall behandeln könne, 


daß die Funktion d auch von t abhängt; man brauche dazu nur diese 
Funktion in eine Reihe der Form 


(1508) v2, y, 2,1) = Dv,(e, y; 2)e”' 


zu entwickeln. Er stellt dann noch die gesuchte Lösung durch ein 
sechsfaches Fouriersches Integral 


(6) 
(1509) p— „,e"' | (Acosu-+ Bsinu) Yle,ß,y)de dßdyd&dndg 


dar, wobei u zur Abkürzung für $6(& — «) + n(y— PB) + $&(@— y) steht 





1891) p. 592. Er meint (p. 594), diese Formeln seien zwar weniger einfach 
als die der früheren Abhandlung (1886), hätten aber vor jenen den Vorzug der 
Symmetrie. 

1892) J. de math. 3 (1838), p. 435 — Paris C, R, 7 (1838), p. 248. 

1893) J. de math. 3 (1838), p. 615. 
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und A, B zu bestimmende Funktionen von &,n,{& sind. Einsetzen 
ergibt dann Gleichungen zur Bestimmung dieser Funktionen. Er führt 
die Rechnung für den Fall der Gleichung 


d? 0°? 0° 
lat HD tr) a2) 


näher aus; das dabei auftretende Integral 


+» 

ir, Br °®) cosud&dnd: 
(1510) q -/ "®?+&°+n’+ £? 
hat den Wert 


2 p(— mr), F=(@- 0 + Yy-B + a N) 


womit das sechsfache Integral für p auf ein dreifaches, also das acht- 
fache Integral für 9 auf ein fünffaches reduziert ist, in welchem 
x-+ atcos®,... an Stelle von x,y,z auftreten. Werden noch «, ß, y 
durch £-+rcos6,... ersetzt und an Stelle von 6 und » wieder die 
Winkel A und u eingeführt, so läßt sich die Integration nach diesen 
vollziehen und gibt: 


2 rn 


(1511) [ Ju@ + ate08,...,...) sin 0400 
09 





An? 
— „exp (- m|r —t)) — ep —mIr +1])] 
Die weiteren Integrationen nach «, ß, y lassen sich nicht ausführen. 
solange die Funktion % nicht spezialisiert ist; Liouville bemerkt dazu 
noch!#%#), daß man auch dieses Problem auf die Integration der Schall- 
gleichung zurückführen könne, indem man 
_ IPm 
An Mom 
als neue unbekannte Funktionen einführe. Nachher läßt sich auch die 
Summation vollziehen, indem z. B. 


Dy, tm = y(t—r,cx-+rcos9,...) 


ist. Auch fügt er bei, die Anwendung dieser Methode zur Auffindung 
eines. partikulären Integrals einer Gleichung mit zweitem Glied sei 
nicht auf Gleichungen mit konstanten Koeffizienten beschränkt. 
Etwas anders verführt Ostrogradski.'®®) Er beginnt gleich mit 
der Darstellung der unbekannten Funktionen durch sechsfache Fou- 


1894) J. de math. 4 (1839), p. 1. 
1895) Petersb. m&m. (6) 1 (1831), p. 455 (von 1829) 
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riersche Integrale in komplexer Form: 
(6) 
(1512) u = 3 T, exp ie — ) + niy— AM + Si@— Y)) dr.drz; 


indem er diese Darstellungen in die partiellen Differentialgleichungen 
einsetzt, erhält er für die 7 als Funktionen von # gewöhnliche Dif- 
ferentialgleichungen; aus diesen bildet er Kombinationen, deren jede 


nur eine der Verbindungen 
ET, + nT, +87, nT, — 8%, 81%, — nT,, 87, — ET, 
enthält und für sie einen Ausdruck durch trigonometrische Funk- 


tionen der Zeit liefert. Die dann erhaltenen sechsfachen Integrale 
reduziert er auf vierfache, indem er sich auch seinerseits der Gleichung 


+0 


(1513) Fr Pla,By)eosetoos[(a-@)&-HyBn+e-v)eldedpdydsdndg 


ze 
-i2l]e We c08@, + .)tsin 0 dO do 


bedient!8%); damit erhält er für die von den Anfangselongationen 
abhängenden Bestandteile die Ausdrücke"): 


ın nz 


(1514) mul] f(x + tsindcosoe, y+tsindsino, 


z+tcos0)tsin dd0do +8 


wobei 


ty3 7 
1 9.9 
(1515) ou SE fiee y)exp(id) coser dr,dryt| drdrt 
0 


und entsprechende Ausdrücke für die von den Anfangsgeschwindig- 


keiten abhängenden. 
In einer folgenden Abhandlung") zeigt er, wie diese Ausdrücke 


1896) Er gibt diese Gleichung hier ohne Beweis; später (ib. 2 (1833), p. 348) 
beweist er sie, indem er e”! sinet durch das Doppelintegral 


2 n 
uf ferewo c08@ + n sind sino + £c0s6) tsind dOde 
00 


ersetzt, nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge den Fourierschen Integral- 
satz benutzt und dann noch nach t differentiiert. 

1897) Diese Resultate auf Grund einer Mitteilung Ostrogradskis ohne Beweis 
auch bei Poisson, Paris m&m. 10 (1831), p. 594. 

1898) Petersb. mem. (6) 2 (1833), p. 352. 
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sich in die von Poisson gegebenen überführen lassen. Es handelt 
sich dabei wesentlich um die Reduktion von Integralen der allge- 
meinen Form 


(6) 
(1516) ul (AB°+ --. + Fn$) og”? cos d cos or dr, dr,, 


in der A--- F willkürliche Funktionen von «, ß, y bedeuten; Ostro- 
gradski führt sowohl für &,n,&, als auch für — ae, y— ß, 2—y 
Polarkoordinaten ein und entwickelt eosd nach Kugelfunktionen von 
&,n,&; die Integraltheoreme der Kugelfunktionen (II A 10, Wangerin, 
Nr. 14, p. 714) erlauben ihm dann die Reduktion des sechsfachen In- 
tegrals auf ein vierfaches: 


(4) 2 
(1517) a (7,R® —4Y, ., 9°) cos otdodr do,_ 
wobei: 


a) 


Ri sin v® 

y#® 
Die einzelnen Bestandteile dieses Integrals gehen aus Integralen der 
Form 


(4) - 
(1518) uf L eos gt = "® dodrdo,_, 


Dre r?o?, 





dadurch hervor, daß man in diesen, sowie in ihren ersten und zweiten 
Ableitungen nach A diese Hilfsgröße gleich ! setzt; Z ist dabei eine 
willkürliche Funktion von 2 — ae, y—ß, 2— y. Die Integration 
nach o läßt sich ausführen, und die Ableitungen nach A lassen sich 
durch solche nach £ ersetzen; so erhält auch er die Gleichungen 
(1506, 1507). 

Andererseits gibt er noch '#°°) eine Umformung des Ausdrucks (1498); 
indem er die Differentiationen nach &,y,z durch solche nach «, ß,y 
ersetzt und partiell integriert (bzw. einen Teil des Raumintegrals in 
ein Oberflächenintegral umformt), erhält er eine Form, in der unter 
dem Integralzeichen nur mehr die willkürlich gegebenen Anfangswerte 
selbst, nicht mehr ihre Ableitungen auftreten. Er zeigt noch!’®), daß 
die gefundenen Ausdrücke den Differentialgleichungen und den An- 
fangsbedingungen wirklich genügen, und!) daB ude +vdy-+ wdz 
ein vollständiges Differential bleibt, wenn dieser Ausdruck und seine Ab- 
leitung nach t es zur Zeit = (0 sind; auch gibt er die Reduktionen 


1899) p. 362. 
1900) p. 367. 
1901) p. 364. 
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an, die an den allgemeinen Ausdrücken eintreten, wenn von diesen 
beiden Bedingungen nur die eine oder nur die andere erfüllt ist. 

Lame und Clapeyron'*®) integrieren die Differentialgleichungen 
des elastischen Gleichgewichts, d. h. das simultane System: 


2: 0 [7 ow 
de ua ra 7 
(1519) 06 06 06 


unter den Grenzbedingungen: 
(1520) = F@y), 2+2—0, 2 +8 0 fürz—0 


durch 


ı f@ 
u uf exp (— &2) (u — _ F(«, ß) sin (&x — &e) 
cos (my — nB)dadßdädn, 
(4) n nz 
| ep (Zi E) Fla,B) cos (da — &u) 
sin (ny— nP)dedßd&dn, 
ı eo 3 ' 
w af exp (— &2) (7 — =) F(«,ß) sin (&x — &e) 
sin (ny — nß)dadßd&dn 
= +22. 
Auch geben sie entsprechende, nur kompliziertere Formeln für den 
Fall, daß Grenzbedingungen der Art wie (1520) für zwei verschiedene 
endliche Werte von z vorgeschrieben sind.) 
A. Cauchy hat dann gezeigt'!’%), wie auch die Gleichungen der 
Schwingungen anisotroper elastischer Medien durch Fouriersche Inte- 


grale allgemein integriert werden können. Er geht dabei aus von 
dem von ihm in seiner Wichtigkeit auch für die analytische Behand- 


(1521) © 


mit 





1902) J. f. Math, 7 (1831), p- 403. 

1903) p. 406. 

1904) Exerc. de math. 5 (1830) — Oeuyres (2) 9, p. 391. Cauchy ist mit 
Vorliebe wiederholt auf diese Ableitung der möglichen ebenen Wellen zurückge- 
kommen; vgl. darüber die ausführlicheren Angaben Jahresber. d. D. Math.-Ver. 10 
(1908), $ 63. Namentlich erscheint in einem lith. m&m. von 1836, von dem eine 
deutsche Bearbeitung von Fr. X. Moth, Wien 1842, erschienen ist, die Ersetzung 
der trigonometrischen Funktionen reellen durch Exponentialfunktionen komplexen 
Arguments. 
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lung der optischen Probleme erkannten Begriff der ebenen Welle, 
d. h. einer Lösung des Differentialgleichungssystems, welche die Ko- 
ordinaten x, y, z nur in der einen Verbindung 


(1522) r=gr+ny+ 3% 


enthält. Führt man diese ein, so nehmen die Gleichungen die Form an: 


0° 0° 0° 0° 
at Ra + De 
0°v 0° 0° 0° 
a Nr Maas + Pin 
0°w 0? u 0°v 0° w 
Ve TE 


dabei bedeuten 2, M, N, P, DO, R quadratische Funktionen der (zu 
den Stellungskosinus der Wellenebene proportionalen) Größen &,n,&. 
Eine lineare Kombination 


= Au+ Bv+ (Cw 


der Verschiebungskomponenten genügt also einer Gleichung der ein- 
fachen Form 


wenn ihre Koeffizienten den Gleichungen 
L-HM)A+HRB+OC-=I, 

(1524) RNAHLM— H)BH+PC-=0, 
DAHPBBHLN—- N)C-=0 


genügen. Das gibt zu gegebenen Werten von &, n, & drei mögliche 
Werte von s? und zu jedem ein System der Verhältnisse A:B: 0; 
aus den so erhaltenen ebenen Wellen läßt sich dann die allgemeinste 
Lösung in der Gestalt Fourierscher Integrale zusammensetzen. !?%) 


94. Reduktion mehrfacher Fourierscher Integrale. Die Lösung 
einer partiellen Differentialgleichung durch ein Fouriersches Integral 
läßt sich auch bei mehreren unabhängigen Variablen auf eine ge- 
ringere Anzahl von Integrationen reduzieren, wenn die zugehörige 
Hauptlösung eine derartige Reduktion zuläßt. So führt Cauchy'’%) 
das Integral (1463) der Potentialgleichung durch Anwendung der Re- 


1905) Paris C.R. 8 (1839), p. 727 = Oeuvres (1) 4, p. 291; p. 309 Einführung 
von Polarkoordinaten und Reduktion des sechsfachen Integrals auf ein vierfaches. 

1906) Paris m&m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 26 (von 1815); dazu 
die Erläuterungen p. 155. Etwas anders Paris C. R. 16 (1843), p. 584 = (1) 7, 
p. 321. Auch G. G. Stokes, Cambr. Trans. 8 (1843) = papers 1, p. 44. 
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duktionsformel (Nr. 66) über in: 
+» + 


EIRE, Yy f(«, P) da dp a 
el Se en 


= 0 -@ 





dann auch das Integral der Wärmeleitungsgleichung in (1424) und 
(1423) 1907), das der Plattenschwingungen (1482) in (1430) und (1429)."°°°) 
A. Cauchy‘?®) gelangt zur Reduktion des sechsfachen Integrals 
(1470), indem er die Hilfsformel (Nr. 66) auch für divergente Inte- 
grale benutzt und demgemäß dann zunächst das dreifache Integral 


N +9 
(1526) [” eos (&x — $@) cos (ny— np) cos ($z — Ey) costdädndg 
durch 


+0 
(1527) — — — [ cos&r cos dtdE, 
das sich nach Einführung des Konvergenzfaktors exp (—k &|) ele- 
mentar auswerten läßt, ersetzt. Werden dann für 2—e«,... Polar- 
koordinaten eingeführt, so läßt sich auch noch die Integration nach r 
für den Grenzfall = (0 mit Hilfe der Grenzformel (974) ausführen, 
und es bleibt: 


2 


(1528) u= m [Je +teosn y--tsinpeosq,2+tsinpsing)tsinpdpdg 
0 


2ıra 


Hamas [rat tsosp u tsinpoosa,s+tsinpsing)tsinpapdg 


Ist die Anfangsstörung nur auf die Umgebung des Nullpunktes beschränkt, 
so hat «u zur Zeit ? nur in der Nähe der Fläche + y’ + 2?= 1? merk- 
liche Werte. 

Auch die bei Poissons Behandlung der Reflexion und Brechung 
auftretenden Integrale lassen sich, wenn die Anfangsstörung nur Funk- 
tion des Radiusvektor ist, wie er selbst zeigt!?!P), in dieser Weise re- 


1907) Bull. philomat. 1821, p. 109; vgl. auch j. €c. polyt. cah. 19 (1823), p. 517. 

1908) p.111. Auch bei Fourier (Theorie Nr. 412, p. 488) später bei A. Cour- 
not, Theorie 2, p. 432. 

1909) J. ec. polyt. cah. 20 (1831), p. 301 = Oeurvres (2) 1, p. 407. Cauchy 
führt die Rechnung für eine scheinbar allgemeinere Differentialgleichung. 

1910) Paris m&m. 10 (1831), p. 349 (von 1823). Poisson hat das Problem 
der Reduktion der sechsfachen Fourierschen Integrale allgemein wie Cauchy in 
Angriff genommen, aber nicht mehr ausführen können. Paris mem. 18 (1842), 
p- 151. — Die Voranzeige Paris C. R. 9 (1839), p. 517, enthält noch nichts. 
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duzieren. Z. B. das Integral: 


ch 


r 1 Ö 
(1529) ah f(g) eosAt cos[& (a +x—2h)+n(P—y) 


0 -» 
HE an Hdedp dydndgas 
geht durch Einführung von Polarkoordinaten für beide Reihen von 
Veränderlichen: 
e=0_0c086, P=osindcosp, Y=osin@sing, 
=rcosd, n=rsin®cosf, &=Ttsin®sinf 


und durch Anwendung des Hilfssatzes der Nr. 65 auf die auf # und 
% sich beziehenden Integrationen über in: 


2r no © 
(1530) als, (a? c0s?# — a, Va’ — a,?sin®®) sin $ 
an er a? cos®?d + a, Ve?’— a,' sin? 


-otsinercostpf(e)dedrdedf, 


(A=art) 





wobei 

p= (2h—a) c0os® + ysin®cosf+zsin®sinf+at, 
in dem letzteren Ausdruck sind die beiden Vorzeichen und die Summe 
der so entstehenden Integrale zu nehmen. 

Will man hier die Integrationen nach 9 und r zuerst ausführen, so 
hat man allerdings ein divergentes Integral; Poisson führt daher einen 
Konvergenzfaktor ein und erhält so: 

272 7 

?:cos?# — a, Va’— a,’ Va? — a,?sin?#) sin®# d(pf(D) 
1531) - zul. Laer ı ddd 
( ) a? cos?# + a, Va?’ — a,’sin?®$ dp ; 
W. Thomson") behandelt die Integrale: 


+% 
cosw$& cosyn...d&ädn.. 


I Ver e 


(s bedeutet die Anzahl der Variabeln). Er führt sie durch eine lineare 
Transformation über in 











(1532) 


+o 


(1533) = cos un ) ss Er An; 


Io w+n’+ 22) ° 
das s— 1-fache Integral läßt sich auf ein einfaches zurückführen. 
Nach Differentiation nach dem Parameter « kann man zuerst 
dieses und dann auch das Integral in bezug auf n ausführen und er- 








1911) Cambr. Dubl. J. 2 (1847), p. 117. 
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hält schließlich: 


(1534) are, 
r(-) Ve’+y°+-.- 








95. Darstellung der Integrale durch die Formeln der Residuen- 
theorie. Die Darstellung der Integrale partieller Differentialgleichun- 
gen durch Residuenformeln hat Cauchy, wie bereits in Nr. 83, p. 1230 
erwähnt, sogleich für Gleichungen mit beliebig vielen Variablen ge- 
ER ER, 

Eine sich anschließende, aber erst später vollständig veröffent- 
lichte Abhandlung'*!?) enthält die Anwendung dieses Verfahrens auf 
Differentialgleichungen erster Ordnung mit variablen Koeffizienten. 
Wird in die Gleichung 


(1535) Ko+x24+y% "+..+7% 


für @ als Funktion von x, Y,... nicht von £) sein Ausdruck durch 
das verallgemeinerte Fouriersche Integral (1115) eingesetzt, so ergibt 
sich: gehen K, X, Y,.., Tin 8, U,V,... W über, wenn x, y,... 


durch die Integrationsyariablen u, v.... ersetzt werden, so müssen 
diese Variablen den Differentialgleichungen 
v-wa=0, v-w&®=0,.. 
(1536) au Y 2 
0 % 
s-2-% — . )v+ br a fu, v, ‚Ö 


und den Anfangsbedingungen 
uw=o,v=ß,..v—=hfhle,ß,...) fürt=0 
genügen. 

Auch die Resultate der späteren Abhandlung überträgt er wenig- 
stens formal auf Gleichungen mit beliebig vielen Variablen, wenn 
auch nur auf parallelepipedisch begrenzte Bereiche'?!?) und unter Fest- 
haltung der Voraussetzung, daß keine gemischten Ableitungen vor- 
kommen. 

In einer folgenden Note!?!4) führt Cauchy durch die Gleichungen 


(1537) u=cosp, v— wi co8g, w=sinpsing, 


A=%+ —, cd, u=y-+ —— sin DO at ag ‚sind sin, 


3 


1912) Me&m. von 1827 (1778), p. 48. Von speziellen Fällen bespricht er hier 
Wärmeleitung und Schallbewegung in einem Parallelepiped. 


1913) Paris m&m. 9 (1830) = Oeuvres (1) 2, p. 66 (von 1823); Auszug bull. 
Ferussac 4 (1825), p. 71. 


1914) Bull. Ferussac 13 (1830), p. 273. 
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wobei: 
cos 6 = c08s p cos 0 + sin p sin O cos (q — %) 


Polarkoordinaten ein und transformiert damit die Lösung der Glei- 
chung in vier Variaben F(D,,D,,D,,D,)p=0 in die Gestalt: 


ı7 man m Ft F( ‘a 2) 
N u, vd, w, Ss) — u,v,w, Ss] (A, u, v) 
1399 — DE /SSSE EEE 
Jyyı (1 — f(& u, »).D,")s((F u, v, w, 8))) 
tsin6öd@dysinpdpdgq 
|cos Ö]*? 











in der nach Ausführung der Division die Exponenten von f durch 
Indizes zu ersetzen und dann für die f, die gegebenen Anfangswerte 
der 5“ p/2t“ zu substituieren sind (u=0,1,...» — 1). Für die Glei- 
chung der Schallschwingungen komme man so auf die von Poisson 
(1433) angegebene Form des Integrals.. Hat die Gleichung die Form 
gp/öt? = einer linearen Funktion der zweiten Ableitungen nach den 
Koordinaten, mit konstanten Koeffizienten, so lassen sich die Inte- 
grationen nach ® und r ausführen. 


96. Reduktion der Integration eines Systems partieller Diffe- 
rentialgleichungen auf die einer resultierenden Gleichung. A. Cauchy 
hat zunächst für die Differentialgleichungen der Elastizitätstheorie bzw. 
der Optik gezeigt, daß man die Integration eines Systems partieller 
Differentialgleiehungen auf die einer einzigen solehen Gleichung zu- 
rückführen kann. 

Eine spätere Abhandlung") führt die Integration eines Systems 
partieller Differentialgleichungen auf die Bestimmung einer „Haupt- 
funktion“ zurück. Werden die Variablen u, v,... aus den Differen- 
tialgleichungen eliminiert, indem dabei die Differentialsymbole wie 
algebraische Größen behandelt werden, so bleibt zwischen diesen eine 
Gleichung - 


(1539) V(D,D,..,„D)=0 


zurück; es wird zunächst angenommen, diese könne so geschrieben 
werden, daß der Koeffizient der höchsten (n‘®) Potenz von D, die 
Einheit ist. Es ist dann die Gleichung 
(1540) vo—0 


unter den Anfangsbedingungen 








1915) Paris C. R. 8 (1839), p. 900 = Oeuvres (1) 4, p. 410 — exerc. d’analyse 
1 (1840), p. 87. Angekündigt Paris C. R. 2 (1836), p. 85 = Üeuvres (1) 4, p.5.— 
Die Reduktion der Zahl der erforderlichen Integrationen erscheint im Ergän- 
zungsartikel. 
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n—2 n—1 
“_ N = ’ er = @a, 9,2) 
für = 0 

zu integrieren, wo ®(2,y,2) eine willkürlich gegebene Funktion be- 
zeichnet; und wenn diese Funktion durch irgendeine andere ersetzt 
wird, so bezeichnet Cauchy auch die zugehörige Lösung von (1539), 
eine „Hauptfunktion“, mit demselben Buchstaben. Die Lösung des ge- 
gebenen Gleichungssystems, die zu den Anfangsbedingungen 


(7 PR) 
(1542) ur = 9 ET U Don 3 HH & 


(1541) 0, 


gehört, wird dann dadurch erhalten, daß man in ihm die Ableitungen 
Du, D2u, ... durch 
(1543) Du—Vg, Du —V(9,-+D,p) --- 
ersetzt und nun so auflöst, wie wenn die Differentialsymbole algebra- 
ische Größen wären. | 

Ist aber in (1539) die höchste Potenz von D, noch mit einer 
Funktion K der übrigen Differentialsymbole multipliziert, so ist die 
letzte Bedingung (1541) durch 

an—1 
(1544) Bi = 9(8,y,2) 
zu ersetzen, und man erhält nicht für ® selbst, sondern nur für Ko 
eine Darstellung durch das Residuum eines Fourierschen Integrals. 
Sollen z. B. die Gleichungen!) 
o*u 8v 0° ou 
Ba tay 9 ya da 
integriert werden, so kann als Hauptfunktion irgendeine Lösung der 
Gleichung Po 
Zaun ta (x, Y) 

genommen werden. 

Läßt sich die Funktion V in zwei Faktoren V, vom m‘, V, vom 
p'® Grade zerlegen, so läßt sich die Integration von V=(0 in zwei 


Schritten ausführen, indem man erst V,/T=0 unter den Bedingungen: 





i an gr=3r gm=iljT a 
(1545) HH 0, FT == 0, u. Zm=t = 0, mt == D(x, Y, 2) 
für ö= (0, 


dann V,@ = II unter den Bedingungen: 


ER ya 70) Pak Pal a 
(156) 0-0, 5 —0,.., a Oerangenien 9 für t= 0 


1916) Paris ©. R. 8 (1839), p. 905 = Oeuvres (1) 4, p. 416 = exerec. d’analyse 
1 (1840), p. 91. 
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integriert.117) Das wird besonders einfach, wenn eine Identität der 
Form 


© Fe g h 
BR) re a a 





besteht, in der @, H rationale ganze Funktionen der übrigen Diffe- 
rentialsymbole D,, D,, ..., 9, k Konstante bezeichnen; dann kann 
man auch die Gleichungen 


(1548) (D’—-G)&, =0, (D>’—-Ho,—=0 
unabhängig voneinander integrieren und hat darauf nur noch Quadra- 
turen vermöge einer Formel 
(1549) © — D}-"(ga, + ha) 
auszuführen. Für die Differentialgleichungen der Elastizitätstheorie im 
isotropen Mittel ohne Dispersion sind diese Bedingungen erfüllt, in- 
dem dort 
(1550) V=VV, 

= (D’—uD?+D?+D3)(D?—ıı +N)(D?+ D’T2, 


also 
(1551) D* 1+ rı ae | 


v EI 8, 


ist. 197%) Für = 2 erhalte man so Formeln, die von denjenigen von 
Östrogradsky nur scheinbar verschieden seien; für die Optik glaubt 
Cauchy f= — 1 setzen zu müssen. Später!?18) gibt Cauchy hierüber 
‚noch weitere Ausführungen, namentlich Formeln zur Ableitung der 
Verschiebungskomponenten aus dem Ausdruck der Dilatation, die, wie 
er selbst sagt, von den von Ostrogradsky gegebenen nicht wesentlich 
verschieden sind. Überdies bemerkt er), daß auch die Wirbel- 
komponenten U, V, W der Schallgleichung genügen, und daß man, 
wenn diese und die Dilatation gefunden sind, die Verschiebungs- 
komponenten aus: 


(1552) Bee rer 
entnehmen kann. 


97. Ableitung des Endverlaufs aus der Integraldarstellung. Die 
Diskussion des Endverlaufs der Ausbreitung von Wasserwellen nach 


1917) Paris C.R. 9 (1839), p. 641 = Oeuyres (1) 5, p. 9; etwas ausführlichere 
und anders angeordnete Darstellung exere. d’anal. 1 (1840), p. 189. Ankündigung 
Paris C. R. 9 (1839), p. 288 — Oeuvres (1) 4, p. 497. 

1917°) Paris C. R. 9 (1839), p. 646 = Oeuvres (1) 5, p. 17; exerc. d’anal. 1 
(1840), p. 208. 

1918) Paris C. R. 14 (1842), p. 402 = Oeuyres (1) 6, p. 415. 

1919) Paris C. R. 14 (1842), p. 406 — Oeuvres (1) 6, p. 419. 
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allen Seiten ist von A. Cauchy'”?) am Schlusse seiner Abhandlung 
wenigstens insoweit angedeutet, als die allgemeine Lösung durch 
die Hauptlösung und diese durch ihre aus (1054) und (955) sich er- 
gebenden asymptotischen Werte ersetzt ist. Eine genauere Unter- 
suchung gibt $. D. Poisson. Er benutzt zunächst!”?) ebenfalls die 
Entwicklung der Hauptlösung nach steigenden Potenzen von k/t?, wo 

—=z-+iocoso, 0°= (2 — a)’ + (y — B)}, tgwo —= n/&, ersetzt aber 
darin nicht einfach 0° durch x2?-+ y?, sondern behält von den Glie- 
dern mit den Integrationsvariabeln «, 8 noch diejenigen bei, die auf 
das Integral 


(1553) Sf ta, 9 (+ Mauap 


führen; die Glieder mit |«fd«dß und f ßfd«dß denkt er sich durch 
geeignete Wahl des Koordinatenanfangspunktes beseitigt. Nachher !???) 
stellt er für große Werte von z/«,y/ß und mäßige Werte von #?/r 
die allgemeine Lösung analog wie Cauchy durch das Produkt aus der 


Hauptlösung in f f(e, ß)da«dß dar und benutzt die asymptotische 
Entwicklung der Hauptlösung. Endlich behandelt er noch!???) den 
Fall, daß auch #?/r groß ist, unter der speziellen Annahme, daß die 
Anfangsfunktion durch 


(1554) f(e, ß) 2 _ 19 e 


gegeben sei, solange diese Funktion positiv ist, außerhalb des damit 
definierten Bereichs durch f(«,8)—=0. Indem er hier durch die 
Gleichungen 

(1555) «—=Iscosy, ßB=lssiny 


eine Art von Polarkoordinaten s, y einführt und für die Hauptlösung 
den unter den getroffenen Voraussetzungen geltenden asymptotischen 
Ausdruck benutzt, erhält er zunächst: 

n/2 2 


(1556) 5: an f 


0 0 








1 
[cos „2 + sin B he dsdv do. 


re et 490080) (9 cos o)"* 


Hieraus gewinnt er durch wiederholte partielle Integration nach o 
eine asymptotische Entwicklung nach fallenden Potenzen von #?/o, 


1920) Paris m&m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 109 (von 1815). 
1921) Paris mem. 1 (1816[18]), p. 149. 
1922) p. 153. Poisson führt schon hier die Voraussetzung (1554) ein, doch 
tut sie hier noch nichts zur Sache. Vgl. Note 1804. 
1923) p. 156. 
Encyklop. d. math. Wissensch. Ir 1. 83 
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dessen erstes Glied zu (1556) den folgenden Beitrag liefert: 


5 re an e 
(1557) - a a anf ent IN say, 


und indem er hier noch 1/e außerhalb des Zeichens cos durch seine 
nullte, unter diesem Zeichen durch seine erste Annäherung in bezug 
auf «, ß ersetzt, erhält er schließlich !?*) ein Produkt aus 


1558 oo a Mader 

4ya’ + y° 

in eine Funktion X, die hauptsächlich???) von der einen Größe: 
(1559) =, VERF Ly 


abhängt und bei der Annahme (1554) 





(1560) _ airjen. a?) coskada 


ist. Es ergeben sich also kreisförmig begrenzte „Wellen“, die sich 
mit gleichmäßiger Beschleunigung ausbreiten, überlagert von „Zähn- 
chen“, die mit gleichförmiger Geschwindigkeit fortschreiten und von. 
algebraischen Kurven sechster Ordnung begrenzt sind. Poisson bespricht 
dann auch noch?) kurz die Konsequenzen der (analog wie (1554) zu 
verstehenden) Annahme: 
(161) fa, )-A—S$)(l + ms). 
Die Fortpflanzung der Wellenbewegung in die Tiefe unterhalb des 
Störungszentrums behandelt er!??”) nur für denjenigen Zeitraum, wäh- 
rend dessen man die allgemeine Lösung durch die Hauptlösung er- 
setzen kann. 

A. Cauchy'?®) gelangt durch Benutzung des asymptotischen Aus- 
drucks (1054) der Hauptlösung bei beliebiger Gestalt der Anfangs- 


störung zu: 
+o +» 





(1562) u= el. f(e, 8 cos + sin, ")daap, 
—- 8 8 
1924) p. 1683. 
1925) Poissons Angabe, sie hänge nur von dieser Größe ab, ist eine Un- 
genauigkeit. 
1926) p. 175. 
1927) p. 179. 


1928) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 242. 
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wo r die Entfernung der beiden Punkte (z,y) und («, ß) bedeutet. 
Hier kann in erster Annäherung r durch r,, den Abstand des Punktes 
(z, y) vom Anfangspunkt, ersetzt werden; in zweiter ist 
ERW. 2. ; 

3 


1, rn, 


(1563) un 
zu setzen.'”®) Werden dann durch 

z=1,0089, y—=rsinyg a=ocosy, B=gBSinYy 
Polarkoordinaten eingeführt, so kommt man für den Fall, daß die 
Funktion f nur von g nicht von Y% abhängt und nur für e<1 von 
Null verschieden ist, zu einem Integral der Form 0) 


1 Vi»? 


(1564) _ f(YuE + »°) cos ovdudv, 0—.;. 
SS “ 


Ist f eine ganze Funktion von o, so läßt sich die Integration nach u 
elementar ausführen, die nach v dann durch Entwicklung nach Po- 
tenzen dieser Größe. Die Annahme 
(1565) Koi lim @’) 
gibt Resultate, die mit denjenigen von Poisson übereinstimmen; an- 
dere Annahmen, wie im Falle, daß nur eine Raumkoordinate berück- 
sichtigt zu werden braucht (Nr. 86), beträchtlich davon abweichende. 
Läßt sich f in eine Reihe nach Potenzen von o entwickeln, so erhält 
man durch gliedweise Integration eine Entwicklung nach fallenden 
Potenzen von v.!%2) In speziellen Fällen, z.B. für f(e) = — Yl—o%, 
bricht diese Entwicklung ab. 
Von Fällen, in welchen f nicht nur von go abhängt, behandelt 

Cauchy nur den einen !9??);: 

5 1 für |e<a und |ßl<b, 
a un für |«|> a oder |ß, >b; 
die Integrationen lassen sich hier elementar ausführen: 


Daß man die allgemeine Lösung der Wärmeleitungsgleichung in 
drei Dimensionen in hinlänglicher Entfernung vom Störungszentrum 


und für hinlänglich große Werte von .n durch die Hauptlösung er- 





1929) p. 247. Von der dritten Annäherung sagt er nur, daß es sich bei ihr 
hier ebenso verhalte wie bei dem Problem mit nur einer Raumkoordinate 
(Nr. 86). 

1930) p. 255. 

1931) p. 265. 


1932) p. 284. 
83* 
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setzen kann, geben bereits Poisson'®) und Fourier‘#) an. Weniger 
einfach ist der Fall des Halbraums mit der Grenzbedingung u = () 
für x —= 0; die Hauptlösung für den Pol («, 0, 0) ist hier: 

1 y’+: (— @)’ (+ | 
(1567) ar exp (- N) [exp (-— an — exp (— .— N 
wird also für «= 0 identisch Null. Poisson'??°) behält daher in diesem 
Fall auch die Glieder 1. Ordnung in der Entwicklung nach Potenzen 
von «& bei, so daß er als asymptotischen Ausdruck erhält: 


BEE? » 
(1568) u — exp (7;,) J "efle, B,y)dadßay. 
Er macht darauf aufmerksam, daß sonach hier der asymptotische Wert 
nicht nur von der gesamten zu Anfang vorhandenen Wärmemenge 
(dem Integral der Funktion f selbst), sondern auch von ihrer Ver- 
teilung abhängt. 

Was die Frage nach dem Endverlauf der durch eine lokalisierte 
Anfangsstörung in einem elastischen Medium erzeugten Bewegung 
betrifft, so hat zunächst 8. D. Poisson!”®®) für die Potentialbewegungen 
einer Flüssigkeit gezeigt: Wird die Gleichung (1468) auf räumliche 
Polarkoordinaten transformiert und werden dann ihre beiden Seiten, 
nach Multiplikation mit dem Oberflächenelement einer um den Koor- 
dinatenanfangspunkt beschriebenen Einheitskugel, über diese Kugel 
integriert, so ergibt sich, daß der Mittelwert 

an 7 
(1569) Gut / f 4 sin 
der einfacheren Gleichung . 
” or U 0? (rÜU 

(1570) gi Ze = 

genügt, und daraus, daß dieser Mittelwert zur Zeit # nur zwischen 
r=t— und r=t- : von Null verschieden ist, wenn er zur Zeit 
t=( nur für r<s von Null verschieden war. Später leitet er ein 
entsprechendes Resultat für die Bewegungen selbst, nicht nur für 
ihre Mittelwerte, aus den Gleichungen (1433) ab: sind dort die Funk- 
tionen f, F zur Zeit *=0 nur für solche Punkte von Null verschieden, 
für die + y?+2°<e? ist, so kann p zur Zeit # nur für solche 
Punkte x, y, z von Null verschieden sein, zu denen sich reelle Werte 





1933) Bull. philomat. 1816, p, 12; J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 359. 
1934) Theorie de la chaleur, Nr. 385 = Oeuvres 1, p. 447. 

1935) J. Ee. polyt. cah. 19 (1823), p. 366. 

1936) J. Ec. polyt. cah. 14 (1808), p. 319. 


97. Ableitung des Endverlaufs aus der Integraldarstellung. 1287 


von u und v so bestimmen lassen, daß 
(1571) (e+teosw? + (y+tsinu sinv)’ + (z+tsinu cosv)’<1 


wird. Das ist aber wieder nur für die Punkte zwischen den beiden 
Kugelflächen um den Ursprung von den Radienr=t— zundr=t-+ 
der Fall. Noch später!) zeigt er, daß Ähnliches auch dann noch gilt, 
wenn es sich nicht mehr um eine bloße Potentialbewegung handelt: aus 
den Formeln (1497) ergibt sich, daß für r>t-- e auch in diesem Falle 
die Funktion % Null ist, wenn sie es zu Anfang für r > & war, und daß 
sie für r <t— e zwar nicht Null, aber doch von t unabhängig wird. 

Poisson hat auch den Endverlauf der Ausbreitung einer lokali- 
sierten Anfangsstörung in zwei übereinandergeschichteten Medien, in 
welchen beiden die hydrodynamischen Gleichungen, aber mit verschie- 
denen Werten der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, gelten, in einer aus- 
führlichen Untersuchung verfolgt'*°®); doch beruht alles auf den Nr. 86 
p. 1244 erwähnten unsicheren Grundlagen. 

Ferner hat Poisson den Endverlauf der von einer lokalisierten 
Anfangsstörung in einer Flüssigkeit erzeugten Bewegung untersucht"). 
Er führt durch die Gleichungen 


z+tceosd=r,cosu, y+tsin®sino= r, sin u, sin A,, 
2+tsinbcoso=r, sin u, 608 A, 
Polarkoordinaten und dann durch 
t=r— 6, dB=a— ut, o=-at+itm 
neue Veränderliche £&, n, n, ein, von denen nur kleine Werte in Be- 


tracht kommen, so daß er schließlich durch die abermalige Substi- 


tution: 
nr =ssin6o, n,rsinu=Sc0s6 


die Form erhält: 


0 27 u 3% 
. 1 ; GE 1 
572) Fsdsdo — ,_; afSrsasae-+ W(E,u,A), 
eg) 00 


wo % eine Funktion bedeutet, die nur für kleine Werte von & von 
Null verschieden ist. Daraus folgt dann, daß für große Werte von r 
die Geschwindigkeit nahezu zum Abstand vom Störungszentrum um- 
gekehrt proportional ist und nahezu in die Richtung dieses Ab- 
standes fällt. 


1938) Paris mem. 10 (1831), p. 567. 
1939) Paris mem. 10 (1831), p. 344 (von 1823). 
1940) Paris mem. 10 (1831), p. 565, 568. 
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Entsprechende Umformungen nimmt er dann auch mit den Glei- 
chungen der Bewegung in einem isotropen festen elastischen Körper 
vor!%1). hier ergibt sich, daß die mit der Geschwindigkeit 1 fort- 
schreitende Bewegung in großem Abstand vom Störnngszentrum sich 
wie die in einer Flüssigkeit mögliche verhält, die andere aber schließ- 
lich nahezu transversal und die Dilatation bei ihr nahezu gleich 
Null ist. 

J. M. ©. Duhamel‘*?) gibt ohne Beweis den Satz: befindet sich eine 
Kugel in einem Raume, dessen Temperatur eine periodische Funktion 
der Zeit und eine beliebige Funktion des Ortes auf der Oberfläche 
ist, so ist der Mittelwert der Temperatur auf einer zur Oberfläche 
konzentrischen Kugelfläche, genommen über die Periode, konstant und 
gleich dem Mittel der Außentemperatur. Dabei dürfen die thermischen 
Konstanten beliebige Funktionen des Abstandes vom Mittelpunkt sein. 
Saigey erklärt'#®), er habe den Satz Duhamel mitgeteilt; er gelte übrigens 
auch, wenn die Außentemperatur nicht periodische Funktion der Zeit 
sei; die äußeren Ursachen müßten nur „ein unveränderliches Mittel 
der Temperatur für die ganze Oberfläche“ ergeben. Duhamel er- 
widert!%): was ihm Saigey mitgeteilt habe, sei teilweise falsch ge- 
wesen. Saigey teilt dann’) die Überlegungen mit, aus denen er 
seinen Satz erschließen zu können meint; es handelt sich um eine 
differentielle Betrachtung des Wärmeaustausches zwischen je zwei be- 
nachbarten konzentrischen Schichten. Duhamel erklärt), der Satz. 
ergebe sich aus allgemeineren Formeln Poissons und aus Ansätzen 
Fouriers, nur sein Beweis sei direkter. Außerdem teilt er noch einen 
zweiten. Satz mit!%”): befindet sich ein beliebiger Körper in einem 
Raume, dessen Temperatur eine periodische Funktion der Zeit ist, so 
ist der Mittelwert der Temperatur irgendeines Punktes, genommen 
über die Periode, gleich derjenigen Temperatur, die dieser Punkt an- 
nehmen würde, wenn die Außentemperatur in jedem Punkte beständig 
ihren Mittelwert behielte. Auch Saigey gibt noch'*®) Korollare seiner 
Behauptung. 








1941) Ib. p. 597; die Resultate ohne Formeln auch schon ann. chim. phys. 
44 (1830), p. 431 — bull. Ferussac 14 (1830), p. 386. Die Anwendung der Resul- 
tate auf den Lichtäther lehnt er hier noch ab; ebenso die Zerlegung eines loka- 
lisierten Anfangszustandes in unbegrenzte ebene Wellen. 
1942) Paris C. R. 2 (1836), p. 109. 
1943) Paris ©. R. 2 (1836), p. 161. 
1944) Paris C. R. 2 (1836), p. 162. 
1945) Paris C. R. 2 (1836), p. 179. 
1946) Paris C. R. 2 (1836), p. 181. 
1947) Paris C. R. 2 (1836), p. 217. 
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Andererseits hat auch A. Cauchy aus seinen Formeln, die an die 
Vorstellung der Zusammensetzung der allgemeinsten Bewegung aus 
ebenen Wellen anknüpfen, Schlüsse über die Ausbreitung einer be- 
grenzten Anfangsstörung gezogen. Er schließt zunächst'**) für den 
Fall, daß die Funktion F(&, n, &, s) homogen ist, aus der Gleichung 
(1538): wenn die Funktionen f nur in der Umgebung des Ursprungs 
von Null verschieden sind, erhält g von Null verschiedene Werte nur 
für solche Punkte, für die ua +vy-+ wz-+ st nahezu gleich Null 
ist; wobei s mit u, v, w durch die Gleichungen (1537) verbunden 
sind. Die Gleichung 
(1573) uce tvy+wz+st=0 


ist aber unter dieser Voraussetzung die Gleichung einer Tangential- 
ebene der Wellenfläche; also schließt er, daß die Bewegung in jedem 
Augenblick nur in der Nähe der Tangentialebenen der Wellenfläche 
merklich sein kann und folglich [für den Fall, daß diese Fläche konvex 
ist] das Gebiet, in welchem die Bewegung merklich ist, in jedem 
Augenblick durch die zugehörige Wellenfläche nach innen begrenzt ist. 

Cauchy gibt ohne Beweis für die Differentialgleichungen der 
Elastizitätstheorie die folgenden Sätze!*®): in einem isotropen Medium 
breitet sich eine lokalisierte Anfangsstörung in zwei Kugelwellen aus; 
die eine von diesen Wellen fällt weg, wenn die Anfangsdilatation 
‚Null ist. In einem einachsigen Medium kann man zwischen den 
Elastizitätskoeffizienten noch eine solche Beziehung annehmen, daß 
jede lokalisierte Anfangsstörung zu drei Wellen Anlaß gibt, die 
durch Flächen zweiten Grades begrenzt sind; wenn man dabei die- 
jenige Welle unberücksichtigt läßt, die in einem isotropen Medium 
mit der Dilatation verschwindet, so kommt man auf die s. Z. von 
Huyghens gegebene Konstruktion der Wellenfläche zurück. 

Cauchy stellt dann!®”®) den folgenden Abhandlungen über solche 
Fragen seine Auffassung der Zerlegung in ebene Wellen an die 
Spitze: auch eine lokalisierte Anfangsstörung könne man ansehen 


1948) Paris C. R. 2 (1836), p. 240. 

1948*) Bull. Ferussac 13 (1830), p. 277. 

1949) Bull. Ferussac 11 (1829), p. 112 = Paris mem. 9 (1830), p. 114 = 
Oeuvres (1) 2, p. 83. 

1950) Exerc. de math. 5 (1830) — Oeuvres (2) 9, p. 406, 447; mem. sur la 
theorie de la chaleur, Paris 1830 — bull. Ferussac 13 (1830), p. 414 = Paris mem. 
10 (1831), p. 297 — Oeurres (1) 2, p. 94. — Poisson spricht sich scharf gegen 
die Hereinziehung der ebenen Wellen aus; er erklärt sie für „tout-A-fait etran- 
gere ü la question“ (ann. chim. phys. 44 (1830), p. 433 = bull. Ferussaec 14 (1830), 
p- 387). 
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als zusammengesetzt aus einer sehr großen Anzahl sehr schwacher 
Wellen, deren Ebenen zu Anfang alle nahezu durch einen Punkt gehen. 
In jedem späteren Augenblick sei dann eine merkliche Bewegung nur 
in solehen Punkten vorhanden, an denen noch unendlich viele Wellen- 
ebenen unendlich nahe vorbeigehen, d. h. in den Punkten der Wellen- 
fläche, die in diesem Augenblick von den Wellenebenen berührt wird. 

Die einer quantitativen Durchführung dieser Vorstellungen sich 
entgegenstellenden Schwierigkeiten hat zuerst P. H. Blanchet!”!) zu 
überwinden versucht. Die Ausdrücke der Verschiebungskomponenten 
bestehen aus Bestandteilen der Form: 


(6) 
(1574) . & exp (igE) cossty(g)g? ein dp dOdydEdndg 


oder der hieraus durch Integration nach ? entstehenden; dabei steht 
g° für (a — a)? + y— PB? + le— y), x(e) für 
(1575) f(x — 0 c0s 6, y— osin cos Yy, z2— o sin Osin y), 


wobei f eine der vorgeschriebenen Anfangsfunktionen bedeutet, s ist 
mit &,n, & durch die homogene Gleichung 


(1576) ©, n,8, s) —=0 


verbunden, ist also eine homogene Funktion ersten Grades dieser 
Größen, und ms/&S/ ist von denselben Größen eine homogene Funk- 
tion nullten Grades. Werden an Stelle von n, & zwei neue Variable 
p,q durch 


ie ph, &egl 


eingeführt und wird s—n|$| gesetzt, so werden m und » Funktionen 
von p und g allein, und es wird 


dedndt = Ed£dpdg. 


Von dem Faktor &? befreit sich Blanchet, indem er das zu reduzie- 
rende Integral als zweite Ableitung eines andern nach ? auffaßt; in 
diesem lassen sich die Integrationen nach & und nach g mit Hilfe der 
Fourierschen Formel für Funktionen einer Variablen ausführen, und 


1951) P. H. Blanchet hat drei nur in Nebensachen verschiedene Darstellungen 
seines Reduktionsverfahrens gegeben, p. 10 und p. 23 seiner ersten Abhandlung, 
J. de math. 5 (1840) (von 1838) und p. 16 der dritten, ib. 7 (1842); die Darstel- 
lung des Textes ist aus ihnen kombiniert. Ganz kurze Angabe der Hauptresultate 
Paris C. R. 7 (1838), p. 310; etwas ausführlichere in dem Rapport von Ch. Sturm, 
ib. p. 1144. Von einer zweiten Abhandlung Blanchets wird nur mitgeteilt (ib. 
p. 723, 1144), daß sie zeige, wie die Resultate für den Fall der Isotropie auf die 
früher bekannten zurückkommen. 
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es bleibt: 
+0 + 2rz rn 


(1578) as SS SEerren sin OdO dv dpdg. 
-n-00 0° . 


Hier schreibt er s für nt und setzt 





pen, d—h. 
Zwischen den so eingeführten Größen besteht die Gleichung !®?): 
(1515) Set. 


Wird dann auch dieses s selbst als neue Integrationsvariable einge- 
führt!9®), so ist in bezug auf diese über alle Werte zu integrieren, 
für die diese Gleichung bei gegebenem t durch reelle Werte von 
74, & erfüllt werden kann, m. a. W. von dem kleinsten Wert s= Nt, 
für den die Fläche (1578a) von der Ebene &=t berührt wird, bis 
s—= .!”%) Diese Ebene wird durch die Kurven s — konst. in Ele- 
mentarringe vom Flächeninhalt 


(1579) de S%.as, 


diese durch die Linien, längs deren eine zweite neue Veränderliche 
konstant ist, in Elemente 


do 
(1580) (72). ds 
geteilt. Wird das Integral 

ms „/do 
(1581) (2): 


genommen über einen solchen Elementarring, das eine homogene Funk- 
tion ersten Grades von 2 und s vorstellt, mit p(t,s) bezeichnet, so 
kann statt (1578a) geschrieben werden 


2 © 


ET Rp fs SSuorw9as sin Od0dy. 
0 0 Mt 


1952) P. H. Blanchet erschwert das Verständnis seiner Untersuchungen da- 
durch, daß er diese neuen Größen mit demselben Buchstaben bezeichnet wie die 
früheren n, £. 

1953) Ch. Sturm sagt in seinem Bericht: bis hierher habe Blanchet die 
Untersuchungen seiner Vorgünger über analoge Fragen benutzen können; seine 
weiteren Hilfsmittel „lui appartiennent exelusivement et sont aussi simples qu’in- 
genieux“. 

1954) Die obere Grenze s=» gilt nur für den innersten Mantel der Fläche 
&=0; für die beiden andern behauptet Blanchet später (J. de math. 7 (1842), 
p- 24), es sei bzw. von N,t bis N,t und von N,t bis N,t zu integrieren, wenn 
N,, N,, N, die zu den drei Mänteln gehörenden Werte von N seien. 
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Hier führt nun Blanchet die Differentiation nach # in der Grenze und 
unter den Integralzeichen aus und läßt dabei alle Glieder weg, die t 
nicht mehr unter dem Zeichen als Faktor enthalten; es bleibt dann nur: 


2ırn 


(1582) n / T Nip(, N) sin Haddv, 
00 





und das kann nur von Null verschieden sein, wenn y(Nt) innerhalb 
des Integrationsgebietes von Null verschiedene Werte annimmt, m. a. 
W. solange der Punkt (z,y,z2) noch von irgendwelchen Punkten des 
anfänglichen Störungsgebietes die Entfernung g— Nt hat. Das würde 
heißen: man beschreibe um alle Punkte dieses Gebietes die zu dem 
Werte von ? gehörenden Wellenflächen und bestimme von diesem 
Flächensystem die innere und äußere Enveloppe; zur Zeit # findet 
merkliche Bewegung nur zwischen diesen Enveloppen statt.'°°) 

Um die Größe dieser Bewegung abzuschätzen, zeigt Blanchet noch 
durch eine differentialgeometrische Überlegung'”®), daß ms/&,/ im 
ganzen Integrationsgebiet wenig von seinem Wert im Berührungspunkt 
der Ebene & = t mit der Fläche (1578a) verschieden ist; dieser Wert 
kann also vor die Integralzeichen gezogen werden. Damit treten die 
Richtungskosinus der Wellennormale vor die Integralzeichen: die Be- 
wegung erscheint als geradlinig polarisiert. 

In einer dritten Abhandlung'””) findet es Blanchet doch für er- 
forderlich, die bisher vernachlässigten Bestandteile des Integrals (1581a) 
mit zu berücksichtigen. Er bemerkt zunächst: aus dieser Form selbst 
gehe schon hervor, daß keine Bewegung in dem Gebiete stattfinden 
kann, in welchem die Abstände o alle kleiner als N? sind; womit die 
innere Begrenzung des Bewegungsgebiets in Übereinstimmung mit 
Cauchy gefunden ist. 

Um auch eine Begrenzung nach außen zu finden, beginnt er!”°®) 
mit der Überlegung, daß für gegen t große Werte von s die Schnitt- 
kurve der Fläche © —= 0 mit der Ebene & =? von ihrer Schnittkurve 


1955) J. de math. 5 (1840), p. 19; weitere Andeutungen p. 28. 

1956) Cauchy berichtet Paris C. R. 13 (1841), p. 3 = Oeuvres (1) 6, p. 204, 
Blanchet habe schon 1830 gesehen, daß sich die Gesetze der Polarisation ebenso 
gut aus den allgemeinen Integralen wie aus der Untersuchung der möglichen 
ebenen Wellen ableiten lassen; das bezieht sich wohl hierauf. 

1957) J. de math. 7 (1842), p. 16. 

1958) J. de math. 7 (1842), p. 17; kurze Angabe der Hauptresultate Paris 
C. R. 12 (1841), p. 1165. Die Sätze von Cauchy, auf die Blanchet selbst, und die 
von Jürgensen, auf die Liouville am Schlusse der Abhandlung im J. de math. 
hinweist, gehören nicht hierher, sondern beziehen sich auf das Abelsche Theorem. 
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mit der Ebene &—= 0 der Gestalt nach wenig verschieden, also nahezu 
zentrisch-symmetrisch ist. Man kann, wenn man durch die Gleichungen 


(1583) n=rsinp, =rcosp 
Polarkoordinaten einführt, wodurch 


(1584) rg.dp an die Stelle von Öd (42) 


tritt, die Integration nach p auch nur von O bis x ausdehnen, wenn 
‘man auch negative Werte von r berücksichtigt. Damit ist aber die 
Möglichkeit zu einer Umformung der Summe der zu den verschie- 
denen Werten von s (den verschiedenen Mänteln der Fläche © = 0) 
gehörenden Integrale gegeben; es ist nämlich: 


a ‚dr 
(1585) +8, -0, 


also: 


mrdr 
vr IE Be es -FK« Ton ’ 


und da hier unter dem heeasem, 2 eine rationale Funktion von r 
steht, deren Zähler von einem um eine Einheit niedrigeren Grade ist 
als der Nenner, so ist diese Residuensumme gleich einer nur von p ab- 
hängigen, von s und taber unabhängigen Größe H. Das Integral (1518a) 
nimmt damit die Form 7 ads 


2 rn 
(1587) wel enlaaden sin Odedv 
G.0 


und ist also Null, wenn N? nicht innerhalb derjenigen Grenzen für 
"og liegt, innerhalb deren y(e) von 0 verschieden sein kann, d.h. außer- 
halb des äußersten Mantels der Wellenfläche. 

Diese Überlegung setzt voraus, daß der betrachtete Mantel der 
Wellenfläche von den übrigen getrennt verläuft. Schneiden sich zwei 
Mäntel der Wellenfläche, so hat auch ihre Schnittkurve mit der 
Ebene &—=t einen Doppelpunkt. Blanchet zeigt in einer vierten Ab- 
handlung'”®), daß in der Umgebung eines solchen zwar r eine zwei- 
wertige Funktion von 9 ist, daß aber die zu zwei solchen Werten 
von r gehörenden Werte von mr/S&,' einander bis auf Größen höherer 
Ordnung entgegengesetzt gleich sind, und also die Umgebung eines 
solchen Punktes zu dem zu betrachtenden Integral keinen merklichen 
Beitrag liefert. 


1959) J. de math. 5 (1840), p. 21. 

1960) J. de math. 5 (1840), p. 29. Er bemerkt, man müsse bei diesem 
Schluß y als bis zu einer um 1 höheren Ordnung differentiierbar voraussetzen 
als bei dem vorigen; Ankündigung Paris C. R. 13 (1841), p. 18. 
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Noch vor der Veröffentlichung von Blanchets Untersuchungen 
hatte auch Oauchy die Frage behandelt, zunächst veranlaßt durch eine 
Anfrage Poissons'?®'), ob er sich eigentlich bei seinen Untersuchungen 
vorstelle, daß die ganze Masse in Bewegung sei oder nur ein be- 
grenzter Teil. Er antwortet sogleich: beide Auffassungen seien be- 
rechtigt; man könne entweder die Ausbreitung einer begrenzten An- 
fangsstörung, oder die Fortpflanzung der Wellen in so großer Ent- 
fernung vom Störungszentrum untersuchen, daß man sie als ebene 
behandeln dürfe. Er habe beide Fragestellungen verfolgt. Die Dar- 
stellung der Lösung durch ein mehrfaches Fouriersches Integral sei 
nichts anderes, als die Zerlegung einer beliebigen Bewegung in ebene 
Wellen; insbesondere könne man auch eine auf nur einen Teil des 
Raumes beschränkte Bewegung mit Hilfe dieser Formel aus unbe- 
grenzten ebenen Wellen zusammensetzen. Wenn die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von der Wellenlänge unabhängig sei, bleibe die von 
einer begrenzten Anfangsstörung ausgehende Bewegung immer in einer 
Schicht konstanter Dicke!”%?) zwischen zwei Wellenflächen einge- 
schlossen; hänge die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von der Wellen- 
länge ab, so sei die Dicke dieser Schicht von der Zeit abhängig; 
wenn die obere Grenze der Werte der Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
unendlich sei, breite sich die Bewegung wie die Wärmeleitung in- 
stantan aus. 

Die spätere Durchführung?) behandelt zunächst den Fall, daß 
die „Hauptfunktion“ des Problems nur Funktion des Abstands vom 
Koordinatenanfangspunkt ist. Wenn die Funktion II nur für hinläng- 
lich kleine Werte ihres Arguments von O0 verschieden ist, kann das 
Integral zur Zeit t nur für solche Werte von x, y, z von O verschie- 
den sein, für welche es möglich ist, die Gleichung 


st st=0 


nahezu zu befriedigen; daraus allein folgt schon, daß Bewegung nur 
in solehen Punkten vorhanden sein kann, von welchen aus sich reelle 
Tangentialebenen an die Wellenfläche legen lassen; womit die innere 
Begrenzung des Bewegungsgebietes gefunden ist. Um auch eine äußere 
Begrenzung zu bekommen, schließt er folgendermaßen: Wenn x sehr 
groß ist, kann g+ st=rcosd + wt nur dadurch sehr klein sein, 


1961) Paris C. R. 8 (1839), p. 581 = Oeuvres de Cauchy (1) 4, p. 323. 

1962) Das zeigt er hier freilich nur für eine ebene Welle; der Übergang 
von dieser zu einer beliebigen Anfangsstörung wird mit ein paar keineswegs aus- 
reichenden Worten abgetan. 

1963) Paris C. R. 13 (1841), p. 190 = Oeuvres (1) 6, p. 269. 
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daß cos ö sehr klein ist; es nimmt also dann g + st mit wachsendem 
r=&/V®+n°+ & zu, man kann das Residuum, das ursprünglich 
in bezug auf s zu nehmen war, in bezug auf gs + st und schließlich 
in bezug auf g nehmen; und wenn man die Beiträge je zweier Punkte 
zusammenfaßt, die zu einer Koordinatenachse symmetrisch liegen, so 
hat man mit einer rationalen Funktion von £ zu tun, deren Zähler 
von einem um zwei Einheiten niedrigeren Grad ist als der Nenner, 
und das Residuum ist Null. Also verschwindet die Hauptfunktion, so- 
bald x so groß ist, daß die Gleichungen 





(1588) er Beim o. er Me 


keine Lösung mehr gemein haben; geometrisch ausgedrückt, außerhalb 
eines Zylinders mit zur Achse parallelen Geraden, der der Wellen- 
fläche umschrieben ist; und da das für eine beliebige Achsenrichtung 
gilt, außerhalb des äußersten Mantels der Wellenfläche, wenn dieser 
konvex ist, andernfalls außerhalb der ihm doppelt umschriebenen De- 
veloppablen. Das stimme mit Blanchets Resultaten überein; wie dieser 
auch bestätigt.!”%*) 

Nachher!%) gibt Cauchy noch eine genauere Abschätzung der 
Größenordnung des Integrals für die verschiedenen in Betracht kom- 
menden Fälle; indem er die übrigen Größen als im Integrationsbereich 
nahezu konstant vor das Integralzeichen zieht, bleibt ihm nur ein 


Integral von der Form 
9 


(1589) Ss) as 
übrig: dabei ist & die halbe Dicke der Wellenschicht und g die Ent- 
fernung des Aufpunktes vom nächsten Punkt der Wellenfläche. Ist 
die Entfernung >, so kann die obere Grenze g durch & ersetzt 
werden; und da IZ eine gerade Funktion von s ist, ist das Integral 
dann Null. Daraus folgt, daß das ursprünglich vorgelegte Integral 
für Punkte, die nicht der Wellenschicht angehören, von der Ord- 
nung &° ist, für Punkte dieser Schicht selbst dagegen nur von der 
Ordnung &°. 

Zu einer weiteren Reduktion gelangt er!”®), indem er erst die 


1964) Paris C. R. 13 (1841), p. 339. 

1965) Paris C. R. 13 (1841), p. 494 = Oeuvres (1) 6, p. 324. Ganz kurze An- 
kündigung schon p. 365 bzw. 287; ausführlichere p. 407 bzw. 300. 

1966) Paris C. R. 13 (1841), p. 568 = Oeuvres (1) 6, p. 329. Der Schluß setzt 
voraus, daß die Funktion f(r), welche die Anfangsstörung darstellt, an den 
Grenzen ihres Bereiches stetig in Null übergeht; was Cauchy beibringt, um die 
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Differentiationen nach £ und dann die Integration nach s ausführt; er 
erhält so: 


n—1i 
(1590) D>"== Er; Bntsitie; 


k® ist dabei das Krümmungsmaß der Fläche F(z, y, 2,t)—= 0 im End- 
punkt eines zur Normale der Wellenfläche parallelen Einheitsvektors. 

Weiter zeigt er noch'”), wie diese Resultate sich auf den Fall 
übertragen lassen, daß die Anfangsstörung nicht von r?, sondern von 
einer andern quadratischen Funktion der Koordinaten abhängt und '*%®), 
wie sich die Resultate spezialisieren, wenn die Differentialgleichung 


. . u 
die spezielle Form gleich einer linearen homogenen Funktion der 


0: 
zweiten Ableitungen nach den Koordinaten hat. 

Demgegenüber macht Blanchet!”) darauf aufmerksam, daß nun 
doch zwischen den beiderseitigen Resultaten in einem Punkte keine 
Übereinstimmung bestehe, insofern nach Cauchy auch zwischen den 
Mänteln der Wellenfläche keine Bewegung vorhanden sei, während 
aus seinen Untersuchungen folge, daß eine solche im allgemeinen aller- 
dings vorhanden sein müsse: die Integrale von N,t bis N,t und von 
N,t bis N,t seien, wenn zwischen ihren Grenzen noch Werte von g 
liegen, für welche x(e) nicht verschwindet, im allgemeinen von der 
Größenordnung: Volumen des Erschütterungsraumes geteilt durch die 
4. Potenz des Abstandes zwischen dem betrachteten Punkt und einem 
der Integrationspunkte — und könnten nur dann von höherer Ordnung 
sein, wenn die mit @ bezeichneten Funktionen ganz singuläre Eigen- 
schaften hätten. Oauchy ersetzt!0), um das zu diskutieren, sein n- 
faches Intergral durch das einfache 


en. 


(1891) : «- HM ern, ee 


und findet nun, indem er die Rechnung unter speziellen Annahmen 
über die Funktion F, für die es möglich ist, durchführt!”"), daß 
diese Größe zwischen den Mänteln der Wellenfläche allerdings von 


(s — or) AFP? 





Folgerung auch für den andern Fall zu rechtfertigen, würde jedenfalls noch der 
Nachprüfung und geeigneter Einschränkungen bedürfen. 

1967) Paris C. R. 13 (1841), p. 573 = Oeuvres (1) 6, p. 334. 

1968) Paris ©. R. 13 (1841), p. 576 = Oeurvres (1) 6, p. 338. 

1969) Paris C.R. 13 (1841), p. 958 = Oeuvres de-Cauchy (1) 6, p. 367. Cauchy 
behält sich zunächst seine Erklärung vor. 

1970) Paris C. R. 13 (1841), p. 1093 = Oeuvres (1) 6, p. 381. 

1971) Paris C. R. 13 (1841), p. 1093 und p. 1129 bzw. 385. 
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Null verschieden ist, daß aber'??) die Komponenten transversaler'*'®) 


Schwingungen dort gleichwohl Null sind. 

Der erst nach dieser Diskussion erschienene Bericht Cauchys '”*) 
über Blanchets beide späteren Abhandlungen bringt nichts Neues 
mehr bei. 

Blanchet!?') bespricht noch kurz den Fall, daß im Störungsgebiet 
dauernde beschleunigende Kräfte wirken: Auch in diesem Fall gelte 
das Superpositionsprinzip, wenigstens in hinlänglicher Entfernung vom 
Störungszentrum. 

In späterer Zeit hat Cauchy die Vorstellung vom Aufbau der 
allgemeinsten Lösung aus ebenen Wellen wieder fallen lassen, weil 
sie „le grand inconv6nient“ habe, eine lokalisierte Anfangsstörung aus 
uhbegräuflen Elementen zusammenzusetzen.'®) Er will jetzt statt 
dessen Kugelwellen als Elemente benutzen, ausgehend von der Glei- 


chung: 


(1592) fi, y, )— „lim > ur dadpdy, 





die eine beliebige Funktion f aus Funktionen von 
(1593) R=(«— a) + w—P)’ + (@— 7) 


zusammenzusetzen gestattet.”””) Um das auszunützen, betrachtet er 
zunächst!°"®) den Fall, daß der Anfangszustand die Variablen selbst 


nur in der Verbindung 


(1594) r=+yp+2 


1972) Paris C. R. 13 (1841), p. 1130 = Oeuvres (1) 6, p. 387. Einige weitere 
Auseinandersetzungen über die Ableitung der Verschiebungskomponenten aus der 
Hauptfunktion noch C. R. 14 (1842), p. 5, 8 — ÜOeuvres (1) 6, p. 392, 395. 

1973) Daß die Behauptung nur für transversale Schwingungen richtig ist, 
gibt Cauchy selbst an, Paris C. R. 14 (1842), p. 13 = Oeuvres (1) 6, p. 400. 
Blanchet konstatiert daraufhin (Paris C. R. 13 (1841), p. 1152), daß er recht be- 
halten habe. 

1974) Paris C. R. 14 (1842), p. 389 = Oeuvres (1) 6, p. 401. Die dem Be- 
richt angehängten Noten betreffen andere Fragen. 

1975) Paris C. R. 14 (1842), p. 634. 

1976) Paris C. R. 18 (1841), p. 3 = Oeuvres (1) 6, p. 204; Ankündigung 
exerc, de math. 1 (1840), p. 211. 

1977) Er bemerkt (1) 6, p. 212, er habe diese Formel ursprünglich aus der 
Fourierschen abgeleitet, durch Einführung eines Konvergenzfaktors und Ver- 
tauschung der Reihenfolge der Integrationen. Außer dem im Text besprochenen 
behandelt er durchweg auch den allgemeineren Fall, daß R* eine beliebige de- 
finite homogene quadratische Form von 2 — «, y— ß, 2— y bedeutet. 

1978) Paris C. R. 13 (1841), p. 104 = Oeuvres (1) 6, p. 238. 
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enthält; er setzt dann auch noch: 

(1595) + u + v— 0? —= 0° c08?Ö, 

wo 4, u, v wieder die unter (1537) angegebene Bedeutung haben, 
und findet: 


(15%) 9° — 5’t? + 2st(zcos0 + ysin dcosy + zsin sin v) 

+ r? cos?d. 
Damit läßt sich das nach 9 und % genommene Doppelintegral ver- 
möge seiner Hilfsformel (Nr. 66) auf ein einfaches Integral reduzieren 


und dieses nachher noch elementar ausführen, so daß nach einigen 
Rechnungen bleibt: 


2 rn 


Be 1 Bo aba s) II(st + 9)sinpdpdg 
(1597) a D? /FE (F'(cos p, sin p cos q, sin p sin q, s))), ? 
00 





wobei 
(1598) xc0os® + ysindcosy + zsindsindy—=g 
gesetzt ist. 

Nachher'*'®) zeigt er noch, wie dieses Resultat auch direkt er- 
halten werden kann, ohne daß man von den Formeln des allgemeinen 
Falles auszugehen braucht, indem er für die Funktion IT zuerst eine 
Exponentialfunktion, dann eine Summe von solchen nimmt. Es ist 
nämlich 





(1599) | a 
die den Anfangsbedingungen 

90 F ie F ade : 
(1600) —=(, Fb ..., ed zahte 


genügende Lösung; wird dann die gegebene Anfangsfunktion vermöge 
der Poissonschen Hilfsformel durch 


(1601) IK) = — | | f'(e) sin 6d0av 
zu 


dargestellt, wo 
(1602) f(r) = rII(r) 


ist, so wird wieder die Formel (1597) erhalten‘). Damit erscheint 
dann schließlich !*®!) die Hauptfunktion für beliebigen Anfangszustand 
in der Gestalt: 


(1603) a //J s%(%,B,7) dadßay, 


1979) Paris C. R. 13 (1841), p. 116 — Oeuvres (1) 6, p. 244. 
1980) Paris C. R. 13 (1841), p. 118 = Oeuvres (1) 6, p. 282. 
1981) Paris C. R. 13 (1841), p. 122 = Oeuvres (1) 6, p. 256. 
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wo 6 die zu II (r) = a gehörende Lösung ist. Diese kann auch 


geschrieben werden: 
2n 


1 a = WW sirche 
(1604) 8 = 7 D/ H F (*+ HN) tt 


Erwähnt sei hier noch ein Versuch A. Cauchys zu einer eigen- 
tümlichen Behandlung des Beugungsproblems. Indem er zunächst den 
Fall ins Auge faßt, daß eine Raumkoordinate nicht auftritt, und die 
Bedingung der Inkompressibilität einführt, bleiben ihm die Glei- 
chungen 


(1605) a ee a 





er setzt für negative x: 


u-— | 
-+: 
und sucht nun für negative x eine Lösung, die sich für 20, 
Y<y<y auf die eben angegebene, für =(0, y<y, und für 
z=0(,y>y, aber auf Null reduziert. Er behauptet!*®?), diesen Be- 

dingungen genüge 


(1606) expir + ny—st), Pe +n 


ea | 


U == 


gr ff .V® —? +nW—B)+mB— stlandß, 


indem er den et Integralsatz auch für das dann auftretende 
divergente Integral als richtig in Anspruch nimmt. Dann aber be- 
hauptet er noch, da große Werte von n doch keinen Beitrag geben 
dürften, „weil sonst das Integral divergent sei“, sei es erlaubt im 
Exponenten j 


(1606) Vv®—r durch s—;, 


zu ersetzen; dann läßt sich eine Integration ausführen, und es bleibt: 


(1607) we] Vers expilse—st—?) f a +4#-ß)) aß. 


Yo 
Für 1,0, also &8=s reduziert sich das auf!%®): 


(1608) u—=(, ı- 7 cos (sa —st— + 0) da, 


1982) Paris C. R. 15 (1842), p. 609 = Üeurres (1) 7, p. 161. 
1988) Paris C. R. 2 (1836), p. 458 — Oeurvres (1) 4, p. 36 hatte er dieses Re- 
sultat bereits ohne Beweis mitgeteilt. 
Eneyklop. d. math. Wissensch. II 1. 84 
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das Integral genommen zwischen den Grenzen 


yw—y)Y wa W-WV 


Entsprechende Formeln leitet er dann auch für den Fall ab, daß alle 
drei Raumkoordinaten zu berücksichtigen sind!?®*), 

Über den Fall, daß die Vereinfachung (1606a) nicht erlaubt ist, 
gibt er in einigen folgenden Aufsätzen!”®®) noch Andeutungen ohne 
Formeln: man müsse die dann auftretenden Glieder mit Faktoren der 
Form exp (ax), a>0, als reflektierte Wellen deuten und das Problem 
so angreifen, daß die Bewegung in der Schirmebene als gegeben an- 
genommen und gefragt werde, wie sie sich nach beiden Seiten hin 
ausbreite. 


98. Das Spiegelungsprinzip. Ist der Bereich, für den eine Diffe- 
rentialgleichung unter gegebenen Grenz- und Anfangsbedingungen inte- 
griert werden soll, teilweise durch eine zur x-Achse normale Ebene 


begrenzt, und ist an dieser die Bedingung «—=0 oder = vorge- 


schrieben, so kann das dadurch geschehen, daß man den Bereich und 
die an den etwa noch vorhandenen andern Grenzen geltenden Grenz- 
bedingungen an dieser Ebene spiegelt und für die Anfangswerte in 
dem Spiegelbild die zu den gegebenen spiegelbildlich gleichen oder 
entgegengesetzt gleichen nimmt, und nun die Gleichung für diese Be- 
dingungen für den erweiterten Bereich integriert. Das ist für die 
Schallbewegung in einer Dimension schon von L. Euler'”®), später 
von 8. .D. Poisson'?®°®) und von J. Challis'?®5°) dargelegt worden; daran 
haben sich dann die in Nr.84 besprochenen Untersuchungen von Cauchy 
und Poisson über die Zerspaltung der Lösung durch ein Fouriersches 
Integral in die unendliche Reihe angeschlossen. 

Darüber hinaus hat dann A. Cauchy auseinandergesetzt!?%®4), daß 
man, wenn der gegebene Bereich mehrere unebene Begrenzungsflächen 
aufweist, dieses Verfahren unbegrenzt oft wiederholen könne, indem bei 


1984) Paris C. R. 15 (1842), p. 612 = Oeuvres (1) 7, p. 164. 

1985) Paris C. R, 15 (1842), p.670, 712 = Oeuvres (1) 7, p.170, 180; hauptsäch- 
lich p. 675 = 175. Die in Aussicht gestellte ausführlichere Darstellung scheint 
nicht erschienen zu sein. 

1985°) Berl. hist, 1765/67; ausgehend von seiner Form der Lösung der 
Gleichung. 

1985®) J. Ee. polyt. cah. 14 (1808), p. 351. 

1985°) Cambr. trans. 3 (1830), p. 312. 

1985) M&öm. von 1827, p. 54. Er gibt an, er habe eibipierheih Unter- 
suchungen über die Reflexion von Wassetwellen 1824 der Akademie vorgelegt; 
davon scheint nichts veröffentlicht zu sein: 
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jeder Spiegelung neue ebene Begrenzungsflächen auftreten, die zu neuen 
Spiegelungen benutzt werden können. So könne man z. B. die Lösung 
der Schallgleichung für ein rechtwinkliges Parallelepiped („einen Saal“) 
aus der für den unbegrenzten Raum erhalten; doch begnügt er sich 
mit dieser Andeutung. 

Ausgedehnten Gebrauch von dem Spiegelungsprinzip hat dann 
namentlich @. Lame gemacht. Schon in einer seiner ersten Arbeiten '?*°°) 
benutzt er es, um die Lösung des Problems der Wärmeleitung für 
verschiedene ebenflächig begrenzte Körper aus der für das recht- 
winklige Parallelepiped abzuleiten. 

Bei seinen in Nr. 90 besprochenen Untersuchungen über die Fort- 
setzung nach rückwärts macht auch W. Thomson vom Spiegelungs- 
prinzip Gebrauch. 


99. Die mathematische Formulierung des Huyghensschen 
Prinzips. Solange eine genaue quantitative Formulierung der Folge- 
rungen aus der Undulationstheorie des Schalles und des Lichtes nicht 
‘ vorlag, waren die Physiker nach dem Vorgang von Chr. Huyghens 
gewohnt, sich die Anwendung dieser Theorie auf spezielle Probleme 
dadurch zu erleichtern, daß sie sagten: ebenso wie zur Zeit = (0) vom 
Störungszentrum eine Welle ausgeht, breitet sich die zu irgendeiner 
späteren Zeit t vorhandene Bewegung von jedem Punkte, bis zu dem 
sie dann bereits gelangt ist, weiter aus, so daß man also, um die Be- 
wegung zu einer Zeit + r zu erhalten, nicht auf den Anfangszustand 
zurückzugehen, sondern nur die Wirkungen der zur Zeit Z bereits vor- 
handenen Bewegungen zu summieren braucht. Die dazu erforderlichen 
Integrationen wurden in praxi häufig dadurch umgangen, daß man 
eben mitnahm, was die von der Erfahrung her bekannten Resultate 
gaben, und vernachlässigte, was ihnen zu widersprechen schien. 

‚Eine quantitative Behandlung der Frage muß vor allem zeigen, 
wie die von den einzelnen Punkten der bereits entstandenen Welle 
ausgehenden „wavelets“ nach vorwärts sich summieren, nach rückwärts 
dagegen sich gerade aufheben. Für die geradlinige Fortpflanzung 
der Schallwellen ist das schon von D. Bernoulli gefordert und von 
L. Euler '*®°) folgendermaßen geleistet worden: wenn zwischen den An- 


1985°) J. ee. polyt. cah. 22 (1833) (von 1829): p. 194 gerades Prisma über 
einem gleichseitigen Dreieck, p. 243 Hälfte dieses Prismas, p. 247 gerades Prisma 
über einem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck (die von ihm erwähnte Be- 
handlung dieses Problems durch Ostrogradsky scheint nicht veröffentlicht zu sein); 
p- 248 und 250 zwei Tetraeder, von denen das eine der 6., das andere der 24. Teil 
eines Würfels ist. : 

1986) Berl. hist. 1759[66], p. 201; 1765[67], p. 319, 353; auch Oeuvres de 

84* 
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fangselongationen %, und den Anfangsgeschwindigkeiten v, eine der 
Relationen 


d 
(1609) o- + 
besteht, so ergibt sich, daß in den Formeln (485) entweder D=0 oder 
Y=( sein muß; und je eine dieser Bedingungen ist für je eine der 
nach beiden Seiten vom Störungszentrum auslaufenden Wellen erfüllt, 
sobald diese sich vollständig voneinander getrennt haben. 

Für die Schallfortpflanzung nach drei Dimensionen läßt sich der 
Schluß noch in. derselben Weise durchführen, wenn die Bewegung 
außer von der Zeit nur vom Abstand vom Störungszentrum abhängt. 
Denn wenn eine Funktion « von r und ? allein der Gleichung (1468) 
genügt, so genügt, wie ebenfalls Euler!””) gefunden hat, die Funktion 
(1610) Pa ee 


r dr 





der Gleichung der Saitenschwingungen. Daraus folgt: wenn die An- 
fangsstörung sich ganz innerhalb einer um den Koordinatenanfangs- 
punkt beschriebenen Kugel befindet, so ist in jedem späteren Augen- 
blick das Störungsgebiet zwischen zwei Kugelflächen eingeschlossen, 
deren Radien beide mit der Geschwindigkeit 1 wachsen. Ist « nicht 
nur von r und t abhängig, so gilt, wie 5. D. Poisson!”®) zeigt, Ent- 


rühren 14, p. 164. Erläuterungen über die entsprechenden Verhältnisse bei 
Kugelschallwellen bei @. @. Stokes Phil. mag. 34 (1849), p. 54 = Papers 2, p. 85. 

1987) Taur. mise. 2, (1760/61), p. 9 = Oeuvres de Lagrange 14, p. 186; 
Berl. hist. 1759[66], p. 250. In der im Text gegebenen Form ist das Resultat 
Eulers übrigens erst von Lagrange formuliert, Taur. mise. 2,, p. 74 = Oeuvres 1, 
p- 215. 

1988) J. Ee. polyt. cah. 14 (1808), p. 334. Auf ganz unklaren Vorstellungen 
beruht es, wenn J. Challis (Phil. mag. (2) 6 (1829), p.125; Cambr. trans. 3, (1829), 
p- 306; vgl. auch das Referat bull. Ferussae 16 (1831), p. 242) dasjenige parti- 
kuläre Integral der Gleichung (1468), das die Raumkoordinaten nur in der Ver- 
bindung r enthält, als „the proper general integral“ dieser Gleichung bezeichnet 
und das (Cambr. trans. 3, (1830), p. 385; Referat bull. Ferussae 16 (1831), p. 177) 
dahin erläutert, dieses Integral sei allgemein „as regarding the mode of action 
of the particles of the fluid on each. other“, das von Poisson gegebene „in regard 
to its application to any proposed instance“; dabei aber doch noch annimmt, 
(Cambr. trans. 3, (1829), p. 310), in jedem vom Ursprung der r ausgehenden Ele- 
mentarkegel könne die Bewegung eine andere sein. Seine Behauptungen werden 
auch dadurch nicht klarer, daß er sie noch oft wiederholt. Cambr. trans. 5, 
(1834), p. 175 scheint er zu meinen, das genannte Integral sei für Bewegung in 
der Ebene das einzige von der Lage der Koordinatenachsen unabhängige; ib. 
p- 177 (für die Ebene) und p. 180 (für den Raum) betrachtet er die Bewegung 
als überall rechtwinklig zu einer Wellenfläche und zieht die Sätze über die 
gegenseitige Lage unendlich benachbarter Normalen einer solchen herbei. . Schon 
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sprechendes noch von dem Mittelwert der Funktion « auf einer um 
das Störungszentrum beschriebenen Kugelfläche: 


i 2n +1 
(1611) u- [JS wanav. 
0 —1 


Die Frage ist dann wieder akut geworden, als Poisson bald nach 
dem Erscheinen der ersten Untersuchungen Fresnels auf die Schwierig- 
keiten hinwies, die einer strengen Begründung des Huyghensschen 
Prinzips und damit der aus ihm folgenden Konstruktionen des reflek- 
tierten und des gebrochenen Strahles entgegenstehen'*®®). Zu einer Er- 
ledigung der Frage konnte er damals schon deswegen nicht gelangen, 
weil er Fresnels Bezeichnung des Äthers als eines Fluidums zu eng 
faßt und infolgedessen nicht die Differentialgleichungen der Elastizitäts- 
theorie, die damals eben erst von Navier aufgestellt waren !”°®), sondern 
die der Hydrodynamik zugrunde legt und höchstens die Koeffizienten 
der longitudinalen Elastizität nach den drei Koordinatenrichtungen 
verschieden nimmt. F’resnel erwidert'*°'): die Erklärung des Umstandes, 
daß kein „mouvement retrograde“ stattfinde, sei nicht das Ziel seiner 
Untersuchungen gewesen. 

Weiter ist die Frage in England besprochen worden. @. .B. Airy 





S. Earnshaw (ib. 6, (1837), p. 211) sagt dem gegenüber „it is in reality a very 
particular integral“. 

1989) Ann. chim. phys. 22 (1823), p. 250 = Oeuvres de Fresnel 2, p. 192. 
Nur dieser Auszug aus einer der Akademie vorgelegten Abhandlung ist ver- 
öffentlicht, diese selbst nicht; Poisson hat sich wohl bald selbst überzeugt, daß 
seine Grundannahmen zu eng waren. Die Resultate auch Bull. Ferussac 2 (1824), 
p. 15. — Vgl. namentlich die Äußerung Ann. chim. phys. 22, p. 253: „les lois de 
l’optique ... appartiennent & la me&canique des flnides et non ä la simple geo- 
mötrie.‘* — Ein sich anschließender Brief an Fresnel, ib. p. 270 = Oeuvres de 
Fresnel 2, p. 207, bespricht besonders die Schwierigkeiten, auf die man geführt 
wird, wenn man sich von der Huyghensschen Konstruktion aus verständlich 
machen will, daß die einmal erzeugte Welle nur nach außen und nicht zugleich 
auch immer wieder nach innen sich ausbreitet. — Die Note von Frresnel, ib. 21 
(1822), p. 225 und eine andere aus dem Nachlaß von Lagrange, ib. p. 241 (nicht 
in den Oeuvres von Lagrange?) betreffen nur die aus dem als feststehend ange- 
nommenen Huyghensschen Prinzip abzuleitenden geometrischen Konstruktionen, 
nicht seine eigene Begründung. 

1990) Paris M&m. 7 (1828), p. 375 (vom Mai 1821). 

1991) Ann. chim. phys. 23 (1823), p. 37 = Oeuvres 2, p. 219. Die allgemeine 
Auseinandersetzung, die er p. 48 gibt: „in der fortschreitenden Welle summieren 
sich die Amplituden der einzelnen wavelets, nach rückwärts vernichten sie sich 
gegenseitig“, erledigt die Frage nur für den Fall der Bewegung nur nach einer 
Dimension und ist dann mit der bereits von Euler gegebenen identisch. 
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begnügt sich mit einer ihn selbst nicht ganz befriedigenden!*”) Be- 
rufung auf die Analogie des Falles der eindimensionalen Bewegung. 
Aber schon H. 7.'”®) fragt im Anschluß daran, wie man denu 
eigentlich die Intensität der von den einzelnen Punkten der augen- 
blicklichen Wellenfläche ausgehenden Elementarwellen bestimmen solle; 
das habe weder Fresnel noch Airy gezeigt. Sein eigener Versuch, 
diese Frage zu beantworten, führt ihn freilich auf ein divergentes 
Integral der in Nr. 30 besprochenen Art, und der Wert, den er diesem 
zuschreibt, führt, wie H.@. zeigt”), zu dem mit der Erfahrung 
im Widerspruch stehenden Resultate, daß auch im Mittelpunkt des 
Schattens eines nicht mehr als klein zu betrachtenden Schirmes Licht 
vorhanden sei. Ph. Kelland'””) versucht dem Problem dadurch bei- 
zukommen, daß er zunächst für eine ebene Welle fragt: wie muß die 
Intensität der Elementarwelle genommen werden, damit das bekannte 
Resultat herauskommt? Wird mit r der Abstand irgendeines Punktes 
der ebenen Welle von einem in ihrer Ebene liegenden Koordinaten- 
anfangspunkt bezeichnet, so verlangt das die Autlösung der Integral- 
gleichung: 


(1612) fres sin 2 (wt — Vr? + 09) .rdr = sin” (wt — b); 
0 


Kelland kommt mit Hilfe von Sätzen aus Liouvilles Theorie der Diffe- 
rentiation zu beliebigem Index (Nr. 108) zu der Lösung 


1 


Pe 


ar?’ 


1992) Math. tracts 2. ed., Cambr. 1831, p. 267: „the following answer appears 
to be correct, but its application in several cases seems doubtful.“ ’ 

1993) Cambr. math. J. 3, (1841), p. 46. Stokes papers 2, p. 288 nennt A. Smith 
als den Verfasser. Er bemerkt p. 289, daß in dessen Untersuchung der Richtungs- 
unterschied der den verschiedenen sekundären Wellen entsprechenden Schwin- 
gungen nicht beachtet sei. Die Annahme, cos o0 = 0 könne man dadurch recht- 
fertigen, daß man nachher noch mit dem Polarwinkel multipliziere und über die 
Peripherie integriere; das erläutert er papers 3, p. 228 (in einem Brief an Kelland 
bezüglich dessen Untersuchung Edinb. trans. 15, p. 315) durch Einführung eines 
Konvergenzfaktors; und das erstere könne man rechtfertigen für eine Richtung, 
die näherungsweise mit der ursprünglichen Wellennormale zusammenfalle. Man 
erhalte dann auch wirklich eine Phasenverschiebung von } Wellenlänge. 

1994) Ib. 4, (1843), p. 73. Er meint: „the prineiple of Huyghens ... cannot 
be looked upon as a physical principle but only as an artifice rendered neces- 
sary by the state of analysis, and which will not always represent the physical 
conditions of the problem.“ 

1995) Cambr. trans. 7 (1841), p. 169. Ein zweiter Aufsatz Edinb. trans. 15, 
(1842), p. 315. 
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bezeichnet dieses Resultat aber selbst als zweifelhaft. Nachdrücklich 
sind Schwierigkeiten dann von R. Moon‘) hervorgehoben worden: 
Wenn gezeigt sei, daß die Bewegung eines Teilchens im wesentlichen 
nur von denjenigen Teilen der primären Welle beeinflußt werde, die 
in der Nähe der durch dieses Teilchen gehenden Wellennormalen liegen, 
dürfe daraus keineswegs geschlossen werden, daß man diesen Schluß 
auch auf sekundäre Wellen übertragen dürfe. Man dürfe auch nicht 
sagen: „Die Funktion g(®) eines Winkels ist 1 für d9=0 und nimmt 
dann nach beiden Seiten rasch ab; also darf man @(®) durch 1 er- 
setzen, wenn man nur über die Umgebung der Richtung der Wellen- 
normale integriert“, und dann doch die Integration von — oo bis + © 
ausdehnt. 


VIII. Sonstige Anwendungen, 


100. Ermittelung des Wertes bestimmter Integrale auf Grund der 
Integraldarstellung der Koeffizienten trigonometrischer Reihen. Ist die 
Entwicklung einer Funktion in eine trigonometrische Reihe auf anderm 
Wege als unter Benutzung der Integraldarstellung der Koeffizienten 
(Nr. 16) gefunden, so kann diese Darstellung umgekehrt zur Aus- 
wertung der betreffenden bestimmten Integrale dienen. So leitet z. B. 
J. L. Raabe‘) aus den Formeln von Nr. 2 die Werte der Integrale 


272 


ann Forzeae 

ö 
ab. Weitere Beispiele hat O. Schlömilch zusammengestellt'”); Sum- 
mation nach » bzw. Multiplikation der Entwicklungen zweier ver- 
schiedener Funktionen liefert ihm noch andere.!”®) D. Bierens de 
Haan?’®) leitet aus der Integraldarstellung der Koeffizienten der Ent- 
wicklung von log og weitere Formeln durch Differentiation ab. 


101. Ermittelung des Wertes bestimmter Integrale mit Hilfe 
der Fourierschen Integralformel. Daß es zuweilen gelingt, ein be- 
stimmtes Integral dadurch auszuwerten, daß man es in eine der 


1996) Phil. mag. (3) 26 (1845), p. 90. Er gebraucht die strengsten Aus- 
drücke; in einer zweiten Abhandlung 27 (1845), p. 46 entwickelt er ziemlich 
komplizierte Vorstellungen über die Natur der Lichtwellen. 

1997) Differential- und Integralrechnung 1, Zürich 1839, p. 279. 

1998) Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 35. 

1999) p. 38, 

2000) Arch. 13 (1849), p. 193. Die Differentiation nach n p. 197 ist jeden- 
falls ohne weiteres nicht zulässig. Die Formel (B) auf p. 209 ist so, wie sie dort 
steht, nicht richtig. 
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Fourierschen Integralformeln einführt, dafür hat bereits H.@.v. Schmidten 
ein Beispiel gegeben ?!): Führt man 
2 
(1614) f(a) = ul exp (—?— 7) dt 
0 

in die Cosinusformel (790) ein, so kann man zuerst die Integration 
nach « mit Hilfe von (947), hierauf ganz elementar die nach ? und 
endlich die nach & mit Hilfe von (847) ausführen; man erhält so 
$Ya exp (— 2x) [wie auch sonst bekannt]. 

Auf der Benutzung der Fourierschen Integraldarstellung beruht 
es auch, wenn $..D. Poisson %) zu der Gleichung gelangt: 


/= (— 8) [(p + 8 cos #8 — Esin z&]&dE 
(8,9) (284 2p&+P°) 


_ a ep—ah)lptä)sinah ti coseh], 
4E, 25,’+2p&, +? 


Eine eigentümliche Anwendung des Integralsatzes findet sich noch 
bei Cauchy?’®); soll das Integral 








(1615) A u F cos z&y(E)f(E)E, 


in welchem » bekannt ist, durch die Funktion 


x 


F(«) — [ cos zEf(E)dE 


0 


ausgedrückt werden, so drückt er y durch das Integral aus: 


(d)= 2 (Jos Er cosar- yla)dıda 


und ersetzt die Produkte trigonometrischer Funktionen von £ durch 





2001) Ann. de math. 2 (1822), p. 221; J. f. Math. 5 (1830), p. 392. 

2002) Chaleur p. 340. Er meint, man könne den Wert dieses Integrals „par 
aucun procede direete‘‘ finden, und begnügt sich daher mit der Verifikation 
einiger Spezialfälle. Übrigens handelt es sich um ein divergentes Integral: an 

2__£98% 
Stelle des Faktors es stand ursprünglich en gi und es war zu 
9= 0 übergegangen worden. 

2003) M&m. pres. 1 (1827) —= Oeuvres (1) 1, p. 152. Entsprechendes auch 
für mehrere Variable. 
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Summen, so kommt: 


(1616) J= 2 cos «(rt — z)y(X)Fle)dadr. 


102. Darstellung der Wurzeln von Gleichungen durch Integrale. 
Daß man die Lagrangesche Reihe (IIB1, Osgood, Nr. 15, p. 44): 


an 
(1617) ya I; de en, 
die der Gleichung 
(1618) y=a+y(y) 


genügt, durch ein einfaches bestimmtes Integral darstellen kann, hat 
bereits M. A. Parseval gezeigt”). Er wen davon aus, daß man die 
Reihe (1617) erhält, wenn man . 


av 
(1619) Tom >; 72 

wo 

(1620) 2% = a Ber 


1-9 


nach « von O bis 1 integriert und dann nur die von $ freien Glieder 


beibehält. Da nun 
BB p(@-+ 8) 


1 get) 





also 


Frau = —slog (1— vet) 


ist, so braucht er nur noch seinen Integralsatz (467) anzuwenden, um 
den folgenden Ausdruck zu erhalten: 


za 
(1621) v—a——! | (eosv log VB — sinvarctg Zar, 
ö 


wobei 
e A+Bi=1—e'p(a-+ e'’) 
ist. 
S. D. Poisson?®®) kommt zu einer entsprechenden Darstellung für 


2004) Paris M&m. pres. 1 (1806), p. 567 (von 1804). 
2005) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 497. 
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eine beliebige Funktion F von y, indem er aus den Integralrelationen 


z ar 
— (p(e))” für n>0O 
(1622) — Jerlog(1— eiyW)de=!”" (Pia) 
J 0 fürn<o 


zunächst die Gleichung 
ze 


n—1 
(1623) fe ar [— F (ea) log (1 — e'p(a))]dx 





7 2 IF (E@)] 


ableitet und dann nach » summiert; er erhält so: 


(1624) F(y) — F(«) 


er Fl Fe re) ELTERN 





was für F(e)=« in die von Parseval gegebene Formel übergeht; 
und durch partielle Integration noch: 


(1625) F(y) — F(«) 


E , Anlate, )_g(a te”) 
a fFet+en ee 


G. Libri?®) gelangt von seiner Formel (601) aus zu einer Dar- 
stellung der Wurzel durch ein dreifaches Integral, von der er selbst 
zugibt, daß sie viel weniger einfach ist als die Parsevalsche. 


@. Boole?®®) zeigt durch Einführung einer neuen Integrations- 
variabeln, daß 


iS Ser ro — DE rte)de = Fa)gr, 


wenn f(u)=x. Er leitet daraus die Umkehrungsformeln von Lagrange 
und Laplace ab. 

Dagegen erscheint die einfachste Gestalt der hier einschlagenden 
Formeln bei A. Cauchy?”), der von seinen Residuensätzen aus zu der 





2006) Torino mem. 28 (1824), p. 259 (von 1822). 

2006°) Dublin trans. 21 (1848), p. 135 (von 1846); in etwas anderer Dar- 
stellung Cambr. Dubl. j. 3 (1848), p. 113. 

2007) Exerc. de math. 1 (1826) — Oeuvres (2) 6, p. 421; Andeutungen auch 
schon Paris M6m. 4 (1819/20[24]) = Oeuvres (1) 2, p. 9; für den Fall, daß die 
Funktion noch einen Parameter enthält, im Turiner m&moire p.22. Die Formeln 
von Cauchy würden sich durch partielle Integrationen aus der von Parseval, 
Poisson und Jacobi benutzten Gestalt ergeben. 
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Gleichung gelangt: 


ze 


(1626) Dez Der eidz; 


_n 





in ihr bedeutet @ irgendeine im Einheitskreis reguläre Funktion, 
und die Summe ist über alle diejenigen Wurzeln der Gleichung 
F(z)—=0 zu erstrecken, deren absoluten Beträge kleiner als 1 sind. 
Diese Determination der Wurzeln, über die die Summe zu erstrecken 
ist, erscheint auch bei ©. @. Jacobi?®), bei dem die Formel weniger 
einfach lautet 


(1627) DYar—(- tor 
kt 


— - f (sin n« arctg z — cosnzlogy U >+7°) da 
—_ı 


U+iV= F(re‘) 


und die Summe über alle Wurzeln zu erstrecken ist, deren absoluten 
Beträge kleiner sind als der benutzte Wert von r. | 

In weiteren Abhandlungen Cauchys erscheint dann die Verallge- 
meinerung dieser Formel für ein Ringgebiet?®) und für einen be- 
liebigen Bereich?"!P); auch für Funktionen von mehreren Veränder- 
lichen ?°1), 


Daran schließen sich dann?) die Sätze über den „caleul des 


2008) J. f. Math. 2 (1827), p.6 = Werke 6, p.19. Ein zweiter Aufsatz Jacobis, 
J. f. Math. 6 (1830), p. 257 = Werke 6, p. 26 enthält nichts, was für uns hier in 
Betracht käme. 

2009) Turiner m&moire p. 35. 

2010) Zweites Turiner m&moire; im Auszug Bull. Ferussae 16 (1831), p. 121. 

2011) Turiner memoire p. 48. 

2012) In einer größeren Abhandlung „sur les rapports qui existent entre le 
calcul des residus et le calcul des limites“, lith.? Turin 1832, von der ein übrigens 
alles Wesentliche enthaltender Auszug Bull. Ferussac 16 (1831), p. 123, ein 
kürzerer Paris C. R. 4 (1837), p. 216 = Oeuvres (1) 4, p. 38 und eine von 
4A. Lombardi besorgte italienische Übersetzung mem. soc. ital. 22, (1839), p. 91 
erschienen ist. Eine dritte Turiner Abhandlung, von 1833 die italienisch ib. 
p: 228 und französisch, mit einem 2. Teil vermehrt J. Ee. polyt. cah. 25 (1837), 
p- 176 = Oeuvres (2) 1, p. 416 veröffentlicht ist, (ein Auszug auch Paris C. R. 4 
1837), p. 672 = Oeuvres (1) 4, p. 45) gehört nicht mehr in diesen Gedanken- 
kreis, sie macht es sich im Gegenteil zur Aufgabe, den genannten Satz vom Zu- 
sammenhang mit dem Randintegral losgelöst direkt durch Überlegungen der Ana- 
lysis situs zu beweisen; und das gleiche gilt von den Beweisen, die Sturm und 
Liowville (J. de math. 1 (1836), p. 278: Reduktion auf die Umgebung eines ein- 
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indices“, d. h. die Bestimmung der Anzahl der Wurzeln der Gleichung 
u —- iv = 0 innerhalb eines Bereiches durch die Abzählung derjenigen 


Stellen auf seinem Rande, an welche der Quotient — beim Durch- 


gang durch oo von positiven zu negativen Werten oder umgekehrt 
übergeht. 

Andererseits leitet A. Cauchy?°®) aus der Fourierschen Integral- 
formel die folgende ab: 


(1628) [”” cos (&4) cos(mB)...f(, ß,...)dedß ... day... 
er f(e, ER 
—= (27) Des: 


darin bedeuten A, B,... irgendwelche Funktionen von «,ß,..., D 
ihre Funktionaldeterminante, und die Summe ist über alle diejenigen 
Lösungssysteme der Gleichungen 


A=0, B=|(,... 
zu erstrecken, die dem Integrationsgebiet dieser Variabeln angehören; 
nach &,n,... ist zwischen den Grenzen — © und + 00 zu inte- 


grieren. Insbesondere nimmt er?) im Falle »n—=1 für A und B den 
reellen und imaginären Teil einer Funktion des komplexen Arguments 
&--iß und erhält so Formeln für die symmetrischen Funktionen der 
einem gegebenen Gebiete angehörenden komplexen Wurzeln einer alge- 
braischen oder transzendenten Gleichung. 

R. Murphy?) gibt zunächst die Formulierung: die kleinste 
Wurzel?%) der Gleichung p(x) = 0 ist entgegengesetzt gleich dem 





zelnen Wurzelpunktes); ebenso Cauchy selbst, (Paris C.R.4 (1837), p. 674 = Oeuvres 
(di) 4, p.45) und Sturm allein (ib. p. 290: Untersuchung der Wertverände- 
rung von are (w—+-iv)); ebenso A. de Morgan, Cambr. trans. 7, (1842), p. 297 ge- 
geben haben. Vgl. dazu die Bemerkungen Cauchys Paris C. R. 5 (1837), p.6 = 
Oeuvres (1) 4, p. 81, die Darstellung, die Moigno (J. de math. 5 (1840), p. 75; 
deutsch bearbeitet von J. A. Grunert, Arch. Math. 1 (1840), p. 19) von diesen 
Dingen gibt, sowie IB3a, Runge, Nr. 6, p. 418. 

2013) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 538; Bull. Ferussae 4 (1825), p. 71; vgl. 
auch W. R. Hamilton, Dubl. trans. 19, (1843), p. 315. 

2014) J. Ec. polyt. cah. 19, p. 542. Auf eine Angabe Laurents hin, (Paris 
C. R. 17 (1843), p. 349) er sei im Besitze einer Methode „zur Separation der 
Moduln der Wurzeln einer algebraischen Gleichung“ ohne Zuhilfenahme der 
Gleichung der Quadrate der Wurzeldifferenzen, bemerkt Cauchy (ib. p. 370 = 
Oeuvres (1) 8, p. 17) das sei schon durch seine alten Untersuchungen gelöst. 

2015) Cambr. trans. 4, (1831), p. 129 (Auszug bull. Ferussac 16 (1831), p. 128); 
treatise on algebraic equations p. 77. 

2016) Er meint, das Verfahren gebe „analytisch“ jede Wurzel, „arithmetisch“ 
die kleinste; über die Definition der „kleinsten“, wenn sie komplex sind, ist er 
sich übrigens im unklaren (p. 138). 
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Koeffizienten von «7! in der Entwieklung von 


y(@) 
log 
nach steigenden und fallenden Potenzen von 2; und allgemein ?'7): 
sind &, gs +. ., &, die m kleinsten Wurzeln dieser Gleichung, f eine 


beliebige Funktion, so ist f(a,) + flag) + + f(a,„) — mf(0) ent- 
gegengesetzt gleich dem Koeffizienten von 27’ in der Entwicklung von 


’ p(«) 
F@)1og 


Nachher?08) zeigt er, daß der Koeffizient von «”' in der Entwicklung 
irgendeiner Funktion F(x) gleich | 
0+2ri 
(1629) froeao 
[) 

ist, und schreibt dann auch die übrigen Sätze entsprechend um. A. de 
Morgan bemerkt dazu?"°): die Ableitung beruhe auf der sicher nicht 
zutreffenden Voraussetzung, daß nur eine solche Entwicklung einer 
Funktion möglich sei; diese Schwierigkeit falle bei der umgekehrten, 
mit den Integraltheoremen beginnenden Ableitung weg, weil sich aus 
dieser selbst ergebe, welche Entwicklung man zu nehmen habe.”®) 


103. Analytische Darstellung des reellen und des imaginären 
Bestandteils einer Funktion komplexen Arguments vermittelst ihrer 
Werte für reelle Argumente”®!). Die Aufgabe: wenn eine Funktion 
reellen Arguments f(x) gegeben ist, den reellen und den imaginären 
Teil derjenigen Funktion f(z) analytisch darzustellen, die entsteht, 
wenn man in f(x) an Stelle von x ein komplexes Argument z=r-+-iy 
einführt, hat sich zunächst bei hydrodynamischen Problemen darge- 
boten. Schon J. d’Alembert”?) hatte das Problem der ebenen Potential- 
bewegung auf die Aufgabe reduziert, zwei Funktionen M, N von & 


2017) p. 138; p. 133 für m=1, p. 135 für f(@)= «. 

2018) p.146. Die Beziehung zum Parsevalschen Satz bemerkt er selbst p. 150. 

2019) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 328, 644. [Man 
muß diejenige Entwicklung nehmen, die in der Umgebung. des Nullpunktes kon- 
vergiert.] 

2020) J. Cockle macht Phil. mag. (3) 32 (1848), p. 421 darauf aufmerksam, 
daß das Verfahren bereits bei Zagrange, Berl. M&m. f. 1768, p. 261 sich finde. 

2021) Man vergleiche hierzu die Vorarbeiten zur Geschichte der Funktionen- 
theorie im 18. Jahrhundert von P. Stäckel, Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 109; 2 
(1901), p. 111. 

2022) Essai d’une nouvelle theorie de la r6sistance des fluides, Paris 1752, 
chap. 4, p. 60. 
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und y so zu bestimmen, daß Mdx + Ndy und Ndz — Mdy gleich- 
zeitig vollständige Differentiale du, dv werden; auch hatte er gezeigt?'*°), 
daß dazu v + iu eine Funktion von & — iy, v— iu eine solche von 
x + iy sein muß, allerdings nur, indem er die für reelle Argumente 
bzw. Verbindungen der Argumente geltenden Sätze über die Abhängig- 
keit und Unabhängigkeit von Funktionen voneinander ohne weiteres 
auch auf komplexe Verbindungen übertrug. L. Euler?) fügt dem bei: 
soll u +iv=f(xz — iy) werden und sich für y — 0 auf eine gegebene 
Funktion 


(1630) fla) = Da, + iB,)a* 


reduzieren, so setze man 


x —iy=r(cosp — isinp); 
dann wird: 


(1631) u—= D(A, eosnp + B, sinnp)r", 


v— D(B, eosnp — A, sin np)r". 


Daraus ergeben sich für das hydrodynamische Problem die Gleichungen 
des Systems der Stromlinien; unter ihnen muß bei geeigneter Spe- 
zialisierung der Konstanten auch die Gleichung der etwa vorhandenen 
festen Wand enthalten sein. Dabei stellt sich aber sogleich eine 
Schwierigkeit ein, auf die d’Alembert?®”) aufmerksam macht: es müßte 


2023) p. 61. 

2024) Berl. M&m. 1755[57], p. 357. Schon Lagrange (Taur. misc. 3 (1765/66) 
— Oeuvres 1, p. 506) macht darauf aufmerksam, daß dieses Verfahren nur anwend- 
bar sei, wenn die Funktion f(x) „connue analytiquement“, nicht wenn sie „ne 
donnde que m&caniquement“ sei. Ähnlich Poisson (Paris M&m. 3 (1818[20]), p. 173; 
chaleur p. 172) und Cournot (Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 410). 

2025) Opuscules math6matiques 1, Paris 1761, p. 140. Er behauptet sogar 
(auch noch 5 (1868), p. 42), wenn die Gleichung der Wand nicht die angegebene 
Form habe, sei das Problem analytischer Behandlung überhaupt nicht zugäng- 
lich. Er übersieht dabei, daß die Gleichung, wenn sie auch nicht in der ge- 
wünschten Form gegeben ist, doch immer auf sie gebracht werden kann; wie er 
übrigens später (ib. 5 (1768), p. 111) selbst durch Beispiele zeigt. — Die Ableitung 
von f(@-+iy) aus f(«) mit Hilfe der Potenzreihe erscheint auch wohl in der 
symbolischen Form: 


fie + in) = cos (y2.) Mo + sin (y zu) te; 


so bei H. Goodwin, Cambr. trans. 8, (1847), p. 344. (Auszug phil. mag. (8) 30 
(1847), p. 367. Cambr. Dubl. j. 1847, p. 228 Verallgemeinerung für den Fall daß 
fix) imaginäre Koeffizienten hat. Auch @. @. Stokes schreibt so Cambr. trans. 7, 
(1842), p. 442 — Papers 1, p.4). Auch bei komplexen Funktionen, indem er 
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demnach die Gleichung der Wand immer auf die Form: imaginärer 
Teil einer Funktion von x + iy gleich einer Konstanten gebracht 
werden können, während doch nicht jede Funktion von x und y als 
ein solcher Bestandteil angesehen werden kann. 

J. L. Lagrange?”°) behandelt dann die Aufgabe, zwei Funktionen 
komplexen Arguments so zu bestimmen, daß die Gleichung 


D(x + iy) — P(x — iy) = einer gegebenen Konstanten H 


längs gegebenen Begrenzungslinien erfüllt ist. Er reduziert die Frage 
zunächst für den Fall, daß alles zur x-Achse symmetrisch ist, auf 
zwei einfachere, in denen # entweder = ® oder = — ® ist. Wenn 
die Begrenzungen von Geraden y= + xtg4x gebildet sind, ergibt 
sich die Lösung aus seinem schon früher erwähnten allgemeinen An- 
satz; er erhält so nach längerer Rechnung und unter Benutzung diver- 
genter Reihen: 





w anH+1 
(1632) ®@)=ZH+ Dan ! 
bzw. "B62 
m 2n 
(1633) ®(x) = Er log2 + 2% a,ch. 


Durch Grenzübergang kommt er auch noch zu dem Fall, daß die Be- 
grenzung von zwei parallelen Geraden gebildet wird. Nachher setzt 
er noch eine Gleichung der Form 


(1634) fat iy) + fe — iy)= af (®) a fatny +fae—ny) 


an, entwickelt beiderseits nach Potenzen von y und vertauscht rechts 
die Summationsreihenfolge; durch Koeffizientenvergleichung erhält er 
dann zur Bestimmung der «a, ein unendliches System linearer Glei- 
chungen und durch dessen Auflösung die Werte?%?”): 





N in 


. ? n®+1 
f(z, w) = 0 in 
cos (v =) f(&, w) = 0, 
sin (v 2) f(x, w) = 0 
zerlegt. 


2026) Taur. misc. 3 (1765/66) = Oeuvres 1, p. 499. Vgl. auch seine Briefe 
an d’Alembert, Oeuvres 13, p. 22, 30. 
2027) Oeuvres 1, p. 510; 13, p. 44. 
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mit der an und für sich noch willkürlichen Konstanten a, die er, um 
raschere Konvergenz zu erzielen, gleich 1 nimmt. 

J. d’Alembert bemerkt?%®) zu Lagranges erstem Verfahren: daß die 
von diesem angegebenen Ausdrücke den Bedingungen wirklich ge- 
nügten, könne man leicht mit Hilfe der schon früher von ihm auf- 
gestellten Formeln für Potenzen mit komplexer Basis und komplexem 
Exponenten nachweisen. Statt Lagranges zweite Formel zu benutzen, 
könne man auch neben der Taylorschen Reihe, d. h. der Darstellung 
der ersten Differenz der Funktion f(x) durch ihre Differentialquotien- 
ten, noch die entsprechenden Darstellungen der höheren Differenzen 
mit heranziehen?®); aber auch davon habe man nichts?®): bei einer 
„algebraischen“ Funktion brauche man es nicht und bei einer „dis- 
kontinuierlichen“ könne man es nicht anwenden, da die benutzten 
Formeln Stetigkeit aller Ableitungen voraussetzten. 

Einige Jahre später kommt er noch einmal auf die Frage zu- 
rück. Er geht jetzt von der Bemerkung aus”), daß man den Be- 
dingungen f(x +Y) — fl —y) = eonst für a und für zb 
durch eine periodische Funktion genügen könne; eine solche stellt er 
zuerst durch eine Entwicklung nach Potenzen trigonometrischer Funk- 
tionen dar, ersetzt diese dann aber durch eine Entwicklung nach den 
Funktionen der Vielfachen des Arguments. Indem er dieses Resultat 
ohne weiteres?®®) auch auf den Fall überträgt, daß an Stelle des 


2028) Taur. misc. 3, p. 383; vgl. auch seinen Brief an Lagrange in dessen 
Oeuvres 13, p. 26. Wenn d’Alembert meint (p. 385 bzw. 28; vgl. auch opuse. 5, 
p. 109), für den Fall, daß die Begrenzung die x-Achse schneidet, sei nur der 
Wert 0 von H zulässig, so erkennt er nicht, daß dann der Ursprung ein singu- 
lärer Punkt ist; und wenn er weiter meint, derselbe Wert müßte dann auch 
für jede Stromlinie gelten, die die Achse trifft, so erkennt er nicht, daß die 
Stromlinien die Achse alle in demselben singulären Punkt treffen können. 

2029) Taur. mise. 3, p. 391. d’Alembert meint, das gebe „une [formule] 
toute differente“; tatsächlich muß es auf dieselbe Formel führen. Aber darin hat 
er recht, daß sein Verfahren direkt erkennen läßt, wie die Reihe rechts abbricht, 
wenn für f(x) eine rationale ganze Funktion genommen wird. Weitere Aus- 
führungen hierzu gibt er noch opusc. 5, p. 123. 

2030) Taur. mise. 3, p. 393; opusc. 5, p. 130. Was A. Genocchi (Ann. sc. 
mat. 8 (1857), p. 398) dazu bemerkt, entscheidet nicht: die Anwendung der New- 
tonschen Interpolationsformel auf andere als rationale ganze Funktionen verlangt 
eine Konvergenzuntersuchung; und wenn er statt dessen ein Restglied hin- 
schreibt, so führt die Frage nach der Zulässigkeit der Einführung komplexer 
Argumentwerte in dieses auf das Hauptproblem selbst zurück. 

2031) Opusc. 5 (1868), p. 50; weitere Ausführungen p. 95. 

2032) p. 96 beruft er sich zur Rechtfertigung dieser Behauptung auf die 
Entwicklung nach Potenzen von y. 
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reellen y eine imaginäre Größe öy tritt, kommt er zu dem Resultat, 
man könne die von Lagrange behandelte Aufgabe durch den Ansatz 


(1636) f(@+iy) = DA, eos (ne + niy) 
oder: 
(1637) f(x +iy) = DA, sin (ne + niy) 


angreifen. Nachher”) wendet auch er Lagranges erstes Verfahren 
(die Reduktion auf eine Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung) 
an; durch andere Anlage der Rechnung kommt er auch von diesem 
aus zur Lösung durch eine trigonometrische Reihe. 

Zu einer wirklichen Lösung der Aufgabe in der Form (1636) oder 
(1637) ist d’Alembert nicht gelangt, da er die ihm zwar bekannte Dar- 
stellung der Koeffizienten trigonometrischer Reihen durch Integrale 
für die Entwicklung willkürlicher Funktionen zu benutzen nicht für 
zulässig hielt. Das hat erst Fourier getan, der in der Tat im An- 
schluß an seine Nr. 74 besprochenen Untersuchungen ausdrücklich 
sagt?°%#): der reelle Teil derjenigen Funktion komplexen Arguments, 
die sich für y— 0 auf f(x) reduziert, läßt sich durch die Reihe: 


(1638) u >. e"/ sinn 2 [1 sin na. de 
n=1 ©: : 


oder, was wegen (1212) dasselbe ist, durch das bestimmte Integral 





2 >»: 4 1 
(1689) r 2 &inyf Fer OTegEr eo) Cofy—cos(« Pe AOLL 
0 


2033) p. 106. Er schreibt ZA, sinnzcosny, ohne zu beachten, daß das ja 
identisch null wäre; er müßte das sinn” mit in die Konstante hineinnehmen. 
Nachher (p. 108, 114) redet er doch wieder so, als ob er glaubte, man käme 
‚zu noch allgemeineren Lösungen, wenn man neben den trigonometrischen Funk- 
tionen der Vielfachen des Arguments auch noch Potenzen von ihnen mit in die 
Reihe aufnehme. 

2034) Theorie Nr. 237 — Oeuvres 1, p. 237. Über den Grad der Allgemein- 
heit dieser Lösung drückt er sich einigermaßen unbestimmt aus; tatsächlich ist 
sie dadurch spezialisiert, daß sie für y—=-+ 00 gegen O konvergiert; und außer- 
dem ist sie auf den Fall beschränkt, daß für f(«) eine ungerade periodische 
Funktion genommen wird bzw. die etwa nur für ein bestimmtes Intervall vor- 
geschriebenen Funktionswerte dieser Forderung gemäß über das Intervall hinaus 
fortgesetzt werden. Vgl. Note 1667 u. 1668. — Die Reduktion von 


ed p cos (an +1)® en+yy 
RE YORE ua 
X auch bei D. F. Gregory Cambr. math. j. 2 (1838), p. 118. 





auf arctg _ Em, 


Encyklop. d. a‘ Wissensch. II 1. 85 
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ausdrücken. Er hat dann auch?) seine Integraldarstellung zu dem 
gleichen Zwecke benutzen wollen, indem er in ihr einfach x durch 
x + iy ersetzt. Die Frage, unter welchen Umständen das erlaubt 
ist, hat $. D. Poisson?®®) wenigstens an Beispielen untersucht. Er 
findet, daß das für f(x) = sinpz oder f(z)=cospx der Fall ist, 
wenn p>0 genommen und die Formel so verstanden wird, daß zu- 
erst nach & bis zu einer endlichen Grenze ®, hierauf nach « integriert, 
endlich zu © = oo übergegangen wird. Für f(x) = (1 + x)! da- 
gegen findet er es bequemer, zuerst nach « zu integrieren; dann gibt 
die Formel das richtige Resultat nur, solange der imaginäre Bestand- 
teil von x absolut kleiner als 1 ist; sonst werden die Integrale un- 
bestimmt. 

A. Cauchy will die Schwierigkeit durch Zufügung eines Konver- 
genzfaktors beseitigen. Indem er dann wie in Nr. 77 verfährt, ge- 


langt er zu der Formel?) 
+@ 


(1640) Fe + 9) — lim (exp y Je “cosSöfla+ 2ayd)da 


Y +® 

> fer AaY pr 

il exsp— ler" cos — fix +2aVö)dady}- 
Er 22) Sf (c+2aYö)daay) 


N. H. Abel glaubte in einer Jugendarbeit?) die Aufgabe durch 


2035) Theorie Nr. 420 = Oeuvres 1, p. 505; Ann. chim. phys. 3 (1816), p. 361. 
So wie er die Integrale schreibt (Integration zuerst nach £), sind sie freilich auf 
jeden Fall sinnlos, wie G@. Darboux in einer Note zu der Stelle mit Recht her- 
vorhebt. 

2036) J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 459; einige Andeutungen auch schon 
Bull. philomat. 1822, p. 137. Er bemerkt an der erstgenannten Stelle: man dürfe 
nicht etwa den Beweis für die Gültigkeit der Formel auch für komplexe Argu- 
mentwerte dadurch führen wollen, daß man einfach x durch @-+iy und dann 
« durch «— iy ersetze; denn das würde heißen, von der einen Grenze des Inte- 
grals zur andern durch andere Werte als vorher, nämlich durch komplexe gehen, 
eine der Stellen, an denen Poisson die Abhängigkeit eines Integrals vom Inte- 
grationswege streift. 

2037) Bull. philomat. 1821, p. 151; J. Ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 567. An 
der letzteren Stelle setzt er auseinander: man könne f(«+iy) definieren als 


„diejenige Lösung der Gleichung a nn 2 ‚ die sich für y= 0 auf f(«) redu- 
ziert“; aber das führe auch wieder nur auf die Integration der Laplaceschen 
Gleichung. Eine Untersuchung der Gültigkeitsbedingungen der Gleichung (1640) 
wäre vielleicht auch jetzt noch von Interesse. 

2038) Mag. f. naturvid. 1 (1823) = Oeuvres 1, p. 20. Die Zeichen der abso- 


luten Beträge fehlen bei Abel, müßten aber jedenfalls stehen. Abel will die 
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das Doppelintegral 
(1641) fe + iy) a. 
+ f@—iy) 21 f f(x +) exp (— v?t— v?y?) v| dtdv 


gelöst zu haben. Würde man in ihm (was Abel nicht tut) die Inte- 
gration nach ® zuerst ausführen, so würde man die Gleichung 





t 
(1642) fla+iy) + fa —iy) = ni fit dar 
erhalten, die eine gewisse Verwandtschaft mit Cauchys Residuen- 


formeln 203°) 


+9 
t)dt : 
(1643) a 2atiy). 








t —t dt = 
as)  jOrsn set Ey) >) 
0 





| or t) tdi Bi, 
(1645) Y 23 + y? ne 5 fly) 


aufweist. Aber diese Formeln gelten nur unter bestimmten Voraus- 
setzungen über die Funktion /(z); und aus dem Liouvilleschen Fun- 
damentalsatz (II B1, Osgood, Nr. 4, p. 19) zusammen mit dem Sym- 
metriesatz (ib. Nr. 20, p. 57) geht hervor, daß diese Voraussetzungen 








Formel beweisen, indem er rechts f(@ ++?) nach Potenzen von t entwickelt und 
gliedweise integriert; dabei schreibt er freilich, wie J. Bertrand, Ann. di mat. 1 
(1858), p. 156 mit Recht einwendet, divergenten Integralen endliche Werte zu; 
und auch wenn man das dadurch heilen wollte, daß man sie als „integrales 
extraordinaires“ 137%) auffaßte oder durch Schleifenintegrale (II B1, Osgood, 
Nr. 17, p. 51) ersetzte, bliebe immer noch die Unmöglichkeit, die gliedweise 
Integration zu rechtfertigen. 

2039) Me&m. sur les int. def., Paris 1825, p. 61, 62; exerc. de math. 1 (1826) 
= Oeuvres (2) 6, p. 138; Gerg. Ann. 17 (1827), p. 91, 92. Von diesen Formeln 
unterscheiden sich übrigens nur durch die Bezeichnung diejenigen, die Abel in 
einer anderen Jugendarbeit (Oeuvres 2, p. 79; zuerst 1839 in Holmboes Ausgabe 
publiziert) gewinnt, indem er in den Integralrelationen (847), (848), (859) die 
Variable x durch das Differentiationssymbol d/dx ersetzt und an der Funktion 
f(x) operiert. Formeln ähnlicher Art stehen übrigens auch bei H.Vernier, Gerg. 
Ann. 15 (1830), p. 178 und bei v. Schmidten, J. f. Math. 5 (1830), p. 396. Schlö- 
milchs Beweis der Abelschen Formeln (Arch. 12 (1849), p. 139) setzt voraus daß 
f'(<) rechts von der Achse der rein imaginären z endlich bleibt. Hat man es 
unter dieser Voraussetzung wirklich mit einer Lösung zu tun? 

85* 
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nicht erfüllt sein können, wenn f(x) für reelle Werte von x reell und 
nicht konstant ist.?%0) 
Die Gleichungen 


© 


(1646) 3, du = = RR): > 
0 





| 
as Yan £ [Fee — FO) 














(1648) rer re = [F(r) — Fre ®)] | 
in: welchen F(re'*) = ®(r, u) +iWP(r, u) ist, stehen auch bei O. Schlö- 
milch?*). Er erhält sie aus den trigonometrischen Entwicklungen 
nach den Funktionen der Vielfachen von « mit Hilfe der Formeln 
von Nr. 59b durch gliedweise Integration. 

Bei R. Hoppe?""?) steht die Gleichung 


ann 


(1649) ro log (1 — 2r cos& + r’)dx 


= r [[fenx + ia) — flia) — fena) + FO] 2; 


er leitet sie zunächst für f(«) = x”+! ab und daraus dann allgemein. 
Daß ein Ausdruck der Form 


(1650) u—f(@ + iy) + hla — iy) 
nicht nur dann ein reelles Resultat gibt, wenn f, und f, identisch 
sind, sondern auch dann, wenn sie konjugiert komplex sind, ist nicht 


sogleich bemerkt worden; .J. Challis übersieht es noch 1829 2%) und 
1334.2044) 


S. Earnshaw?°") scheint zu meinen, daß man eine allgemeinere 


2040) Für f(x) =expx gelangt Abel, wie Bertrand ebenfalls bemerkt, nur 
durch einen Rechenfehler zum richtigen Resultat. 

2041) Analyt. Studien 2, Leipzig 1848, p. 117; p. 122 auch entsprechende 
Formeln mit a® — u? im Nenner. 

2042) J. f. Math. 40 (1850), p. 141. 

2043) Phil. mag. (2) 6 (1829), p. 126. Vgl. die scharfe Kritik von J. Bertrand, 
Paris C. R. 23 (1846), p. 827. 

2044) Cambr. trans. 5, (1834), p. 175. 


2045) Cambr. trans. 6, (1837), p. 208; p. 223 analog für drei unabhängige 
Variable. 
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Lösung als (1650) erhalte, wenn man eine Summe 


ZSIf(ex + By) + fı(Bz — ey)] 


über alle ie Werte der Konstanten «, ß erstrecke, die der 


Bedingung «® + ß?—= 0 genügen. 
R. Murphy gibt die eigentümliche Darstellung): 








2r dr (uexp 
(1651) zu) 4 (x)dı = kim = ;exp (— (n me) : - m 2) 
wobei: 
a” Beh 
(1652) IRESE I exp (e Hoden) a" (1 (x) exp ( „)) 


TTRE\N 
d (exp =) 

@. Plana ®#°) ersetzt Lagranges Auflösung des unendlichen Glei- 
chungssystems durch eine übersichtlichere, benutzt aber dabei auch 
divergente Reihen. Von seinen Beispielen führt schon Yz auf einen 
imaginären Ausdruck für eine reelle Größe: er verläßt daher das Ver- 
fahren wieder und wendet sich zu trigonometrischen Reihen. 

A. Genocchi bemerkt?%®), Lagranges Gleichung (1634) ergebe sich 
unmittelbar aus der gewöhnlichen Lagrangeschen Interpolationsformel 
(IB, 1a, Netto, Nr. 2, p. 229), wenn man diese für unendlich viele 
gegebene Argumentwerte in Anspruch nehme. Er will aber diese 
Bemerkung selbst nicht für einen Beweis ausgeben, verweist vielmehr 
auf Cauchys Residuenformeln; da er aber diese nur in ihrer unvoll- 
kommenen ersten Gestalt kennt, so sind die Gültigkeitsbedingungen 
für die Gleichung (1634) auch bei ihm ungenügend angegeben. Wenn 
diese Bedingungen erfüllt seien, so könne man aus ihr folgern, daß 
die ‚Fouriersche Integralformel dann auch für rein imaginäre Argu- 
mentwerte in Anspruch genommen werden dürfe?%4%), Planas Beweis 
verwirft er wegen der Benutzung der divergenten Reihen.?%) 

Plana bemerkt noch°"®');: wenn die Benutzung des unendlichen 


2046) Cambr. trans. 3, (1830), p. 430. y ist bei den Differentiationen als 
konstant zu behandeln. 

2047) Torino mem. 16 (1857), p. 99. 

2048) Ann. sc. 8 (1857), p. 398. 

2049) p. 419. Die im Anschluß daran erwähnten Versuche italienischer 
Hydrauliker scheinen nur zu ganz partikulären Lösungen geführt zu haben. 

2050) p. 405. 

2051) Torino mem. 18 (1859), p. 500. 
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Systems linearer Gleichungen Schwierigkeiten mache, könne man mit 
Fourier erst ein endliches System auflösen und dann den Grenzüber- 
gang ausführen. Die Benutzung divergenter Reihen will er durch den 
Hinweis darauf rechtfertigen, daß man sie durch die Eulersche Trans- 
formation (IA,3, Pringsheim, Nr. 37, p. 101) in konvergente ver- 
wandeln könne. 

Daß aus einer beliebigen Funktion F des komplexen Arguments 
x +iy=r(cosp-+isingp) die Gleichungen eines Systems von Iso- 
thermen und Stromlinien (filets de chaleur) für ein Wärmeleitungs- 
problem erhalten werden können, ist wohl von @. Lame&??) zuerst 
ausgesprochen und an dem Fall erläutert worden, daß sich die Funk- 
tion F in eine Reihe der Form 


Dar (cosnp +isinngp) 
n=0 ? 
entwickeln läßt. 


104. Diskontinuitätsfaktoren. Will man Funktionen, die in ver- 
schiedenen Intervallen durch verschiedene analytische Ausdrücke (x), 
ı»(x) sich darstellen lassen, der Rechnung unterziehen, so kann das 
dadurch geschehen, daß man sie etwa in der Form schreibt: 


(1653) fe) = Al)yla) + Ala)vle), 


wo nun jeder der Faktoren J,, J, in dem einen Intervall gleich 1, in 
dem andern gleich O sein muß. Daß man derartige Faktoren durch 
Grenzausdrücke darstellen kann, scheint zuerst @. Libri?®°) bemerkt zu 
haben; er hat sich aber die Idee dadurch verdorben, daß er glaubte, 
nach Ausdrücken suchen zu müssen, die auch an der Grenze der 
beiden Intervalle denselben Wert liefern wie in dem einen von 
ihnen ®®#); So ist er dazu gekommen, so unhandliche Ausdrücke wie 
0° (er meint damit lim (s“), das in der Tat für «<0O gleich 0, für 
€e=(0 


x >0 gleich 1 ist) vorzuschlagen, mit denen man doch nicht rechnen 


2052) J. de math. 1 (1836), p. 86. Er denkt dabei übrigens nur an reelle 
Koeffizienten A, 

2053) Libris erste Veröffentlichungen (M&m. de math., Pisa 1827 und Florenz 
1829) waren mir nicht zugänglich; doch scheinen sie nach seinem eigenen Be- 
richt J. f. Math. 6 (1830), p. 67 nur eine Andeutung enthalten zu haben. Er gibt 
einige ganz einfache zahlentheoretische Anwendungen, aus denen hervorgehen 
dürfte, daß schon bei etwas größeren Werten der gegebenen Zahlen nicht durch- 
zukommen sein würde. 

2054) Das tritt klarer noch an der späteren Stelle J. f. Math. 7 (1831), p. 224 
hervor. 
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kann 295), Zwar hat auch er schon bemerkt?®%), daß auch die Glei- 
chungen (486, 487) solche Ausdrücke liefern; indem er aber auch hier 
die eben genannte Forderung stellt, will er nicht diese Ausdrücke 
selbst benutzen, sondern rationale ganze Funktionen von ihnen, hütet 
sich aber, ein Beispiel ihrer wirklichen Verwendung zu versuchen. 

Später2%”) benutzt er den etwas einfacheren Ausdruck: (1+ 07). 

Libri kommt später nochmals auf seine Formulierung zurück. 
Die Abhandlung selbst scheint nicht veröffentlicht zu sein.’®°) 

G. Peacock?°®) meint, es sei nicht nötig, nach einem analytischen 
Ausdruck für einen solchen Faktor zu suchen, ein rein symbolisches 
Zeichen, wie etwa 


(1654) :Di — \, für <a und für <>b 


7, a<ı<sb 
leiste dieselben Dienste. Daneben will er noch Ausdrücke wie 


(a—a)/(« —«a) 
benutzen, von dem er meint, er sei gleich 1 für = a, sonst überall 
gleich 0. 
Aber erst P. G. Lejeume-Dirichlet hat darauf hingewiesen), daß 


2055) Das bemerkt bereits A. C. [Cournot], Bull. Ferussac 11 (1829), p. 124; 
15 (1831), p. 149. 

2056) J. f. Math. 7 (1831), p. 228. Wenn die zunächst sich darbietende 
Funktion y in dem einen Intervall gleich 0, in dem anderen gleich 1, an der 
Grenze gleich 4 ist, so bildet er eine Funktion von y wie — 2y?+3y, die für 
y—=4 und für y=1 gleich 1, für y=0 gleich 0 ist. 

2057) J. £. Math. 10 (1833), p. 304; 12 (1834), p.237. W. Walton gebraucht 
I und rechnet merkwürdig damit herum (Cambr. Dubl. math. j. 3 (1848), 


p- 202); @. Boole (Dubl. trans. 21 (1848), p. 141 (von 1846)) gebraucht sein 3-faches 
Integral als diskontinuierlichen Faktor. 

2058) Der Auszug Paris C. R. 15 (1842), p. 401 bewegt sich in allgemeinen 
Redensarten. Cauchy weist bei dieser Gelegenheit darauf hin (ib. p. 410), daß 
er früher schon in einer Abhandlung von 1824 bestimmte Integrale angegeben 
hat, die diskontinuierliche Funktionen darstellen, die außerhalb gewisser Grenzen 
verschwinden. Libri erwidert (Paris C. R., p. 411), das habe mit seinen Unter- 
suchungen die hauptsächlich zahlentheoretische Zwecke verfolgen, nichts zu tun. 

2059) Brit. assoc. rep. 3 (1834), p. 248. A. de Morgan bemerkt dazu (diffe- 
rential and integral caleulus, London 1836/41, p. 616: das D brauche man zu oft 
in anderen Bedeutungen. Er schlägt J3 dafür vor und macht davon p. 729 wirk- 
lich Gebrauch, um die d’Alembert-Eulersche Lösung des Saitenproblems darzu- 
stellen. In Libris 0° findet er „no particular advantage“. 

2060) Berlin Abh. 1839. Auszug Paris C. R. 8 (1839), p. 156 (abgedruckt 
J. de math. 4 (1839), p. 164) und ausführlicher Berlin Ber. 1839, p. 18 = Werke 
1, p. 393, 377, 383. Eine Darstellung von Dirichlets Verfahren findet sich auch 
bei Moigno, Legons 2 (1844), p. 269. 
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man ja in den in Nr. 28 besprochenen Integralen wirklich analytische 
Ausdrücke der verlangten Art habe, daß z.B. 


1 für || <1 
z 2 sin & DR, ’ 
ar: Sn 0 für |2|>1 


sei, und daß man das dazu verwenden könne, um ein mehrfaches 
Integral, das nur über ein begrenztes Gebiet zu erstrecken ist, in ein 
anderes überzuführen, das sich über den ganzen unendlichen Raum 
erstreckt; man braucht dazu nur an Stelle von x eine Funktion der 
Koordinaten zu setzen, die innerhalb der zuerst vorgeschriebenen Be- 
grenzung absolut < 1, außerhalb absolut > 1 ist, dann das Element 
des zu berechnenden Integrals mit dem so gebildeten Diskontinuitäts- 
faktor zu multiplizieren und die Reihenfolge der Integrationen zu ver- 
tauschen. Daß diese Vertauschung bei nur bedingt konvergenten In- 
tegralen nicht ohne weiteres erlaubt ist, setzt er bei dieser Gelegenheit 
auseinander. Er benutzt dieses Verfahren zur Reduktion des über 
den Bereich 
+y+-::<1l,2>0,y>d,... 


genommenen Integrals 


(1656) S..exp(— ka—ky.)ar-ip-i...dady... 


auf ein Produkt von Gammafunktionen, mit Hilfe der Gleichung (902). 
Nachher gibt er noch eine zweite Art der Anwendung eines solchen 
Faktors: man könne auch einen Faktor der zu integrierenden Funktion 
durch ein solches diskontinuierliches Integral ersetzen, z. B. 


fa 1 1 # 
(1657) -— = ri vı!sin (oy + 4ga)dg. 
6 


Pr) 
Das Potential und die Anziehungskomponenten eines homogenen Ellip- 
soids behandelt er nach der ersten Methode; schließlich gibt er noch 
einige Andeutungen über das Potential zweier homogenen Ellipsoide 
aufeinander. 
Die Fouriersche Integralformel selbst hat R. L. Ellis?®') zu diesen 
Zwecken verwendet; als Beispiel behandelt er das Liouvillesche Integral: 


(1658) SIrma+ny-+:-)e'y-1...daay mtny+:--<h 





2061) Cambr. J. 4, (1843), p. 1. Er berichtet, er habe die Idee schon ge- 
habt, bevor er mit Dirichlets Untersuchungen bekannt geworden sei; ebenso 
M. Ohm, System, 9, p. 381, Ausführung von Beispielen p. 424, 432; p. 435 Ver- 
gleich mit Dirichlets Verfahren. 
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und analog den Fall?%?), daß die Potenzen von @,y... durch eine 
’ : i 1 
Exponentialfunktion ersetzt sind; oder durch LE. 


durch exp (— a?a? — l?y? — . . -); dann auch noch Bestimmung eines 
beim Wahrscheinlichkeitsproblem vorkommenden Integrals.?%%) Nach- 
her?°%) bemerkt Ellis, daß ebenso wie die Fouriersche Integralformel 
zur Auswertung bestimmter Integrale, die Formel 


oder 


(1659) 165 cos (x — u)af(u)de = f(x), 


wenn & eine der Zahlen ,a+1,...b ist, und die Summation über 
dieselben Werte von « zu erstrecken ist, zur Auswertung endlicher 
Summen gebraucht werden kann. 

Die Verwendung des Fourierschen Integrals als diskontinuierlichen 
Faktor ausführlich auch bei Schlömilch?®®) mit Anwendung auf Inte- 
grale der Form: 


(1600) [fa-yn-t exp — ua — By— JF@+y +: Jdady--- 
ke:ry+ "21 


auf Bestimmung der Masse eines Ellipsoids von in bestimmter Weise 
variabler Dichte, auf en. der Form: 


(1661) free F .|de..., 


wobei i ; 

Be 
(1662) . S exp (— 2? — -- )Fa + y+ + )de..., 
wobei 

 [Fa+y+-)de..., 


wobei 
x\2 Yy 2 
> 
R. L. Ellis?) gibt noch weitere Beispiele für Fälle in welchen das 
Integrationsgebiet durch mehrere lineare Ungleichungen abgegrenzt ist. 


2062) Ib. 4, (1844), p. 116. 

2063) Ib. p. 128. 

2064) J. de math. 9 (1844), p. 423. 

2065) Analyt. Studien 2, p. 160; p. 186 eine Umformung; zum Schluß Kom- 
planation des dreiachsigen Ellipsoids. 

2066) Cambr. Dubl. math. J. 1 (1846), p. 1. 
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A. Cauchy?°%') definiert einen „coeffieient limitateur“ durch 


= 


x 


® für 2<0O 
1 für <>0O 


t 
(er schreibt I,— el ar oa) ‚ da er kein Zeichen für den absoluten 





Betrag hat). Man kann ihn als Grenzwert von + (1 77) oder 
e+yx 


von (1 -+ exp (— x/&))-! erhalten.?%®) Weiter setzt er 
„=1_.h-:: ! 


das ist also nur von Null verschieden, solange t zwischen a und b 
liegt. Später?%®) sagt Cauchy statt limitateur lieber „restrieteur“. Er 
führt jetzt auch bestimmte Integrale und namentlich das Fouriersche 
Integral als Beispiel an. Zur Umformung benützt er seine Sätze über 
Wurzeldarstellungen. Er gibt einige Beispiele von Integralen, die in 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auftreten. 


105. Restglied der Euler-Maclaurinschen Summenformel. Die 
Summenformel (vgl. auch IE, Seliwanoff, Nr. 11). 


1863) D'fa) = | Fa)dz — 3 f®— fi) 


+,fw—f 0) — al w-"O)+-—:- 


hat L. Euler durch Umkehrung der Taylorschen Reihe gefunden. Die 
Koeffizienten bestimmt er zunächst?) durch Rekursionsformeln; 
später?!) zeigt er, daß diese Rekursionsformeln mit denjenigen iden- 
tisch sind, die auftreten, wenn man die Entwicklung von u (1 — e”*)=! 
nach Potenzen von u aus der von u!(1—e”“) ableitet, und daß 
daher der Koeffizient von f”+(xz) in (1595) mit dem Koeffizienten 


. . U ee . . 
von u?”+! in der Entwicklung von 1 + cot 5) übereinstimmt, also 





2067) Paris C. R. 29 (1849), p. 553 = (1) 11, p. 177. 

2068) Aus diesen beiden Formeln leitet er p. 188 her, daß I, ; 4 =1. sei. 

2069) 37 (1853), p. 110 = (1) 12, p. 80. 

2070) Nur mit einer Andeutung des Beweises Petrop. comm. 6 (1732/33[38]), 
p. 68; ausführlicher ib. 8 (1736[41]), p. 14 und im wesentlichen ebenso instit. 
cale. diff. 1755, II, 8 109. Bei Euler ist übrigens alles, was sich auf die untere 
Grenze bezieht, in eine Integrationskonstante zusammengezogen. 

2071) Petrop. comm. 12 (1740[50]), p. 77; instit. cale. diff. II, $ 114; Petrop. 
acta 1781 1I[85], p. 64 und noch einmal in der nachgelassenen Abhandlung von 
1780, Petersb. M&m. 5 1812[15], p. 45. 
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den Wert hat: 
(— 17 B, — (= 1)" 8 
(1664) (2m)! > m g9am—1 2m 2 


wo B, die m“ Bernoullische Zahl (IT A 3, Brunel, Nr. 18) und S$,, 
die Summe 

(1665) ee he; 

bedeutet. 

Bei ©. Maclaurin”?) ist die Ableitung im Prinzip dieselbe wie 
bei Euler, nur integriert er nicht gleich von O bis x, sondern zuerst 
nur von O bis 1, von da bis 2 usw. und summiert dann. Für die 
Koeffizienten gibt er zunächst dieselben Rekursionsformeln wie Euler; 
nachher?073) zeigt er durch die Annahme f(x) = e”*, daß sie mit den 
Entwicklungskoeffizienten übereinstimmen. Außerdem gelangt er durch 
eine andere Kombination der Teilresultate noch zu einer zweiten Summen- 
formel ?07%); 





(1666) Ira+3 = Fi f(a)dz 


m+1 
ze 2m (! ee Si RER » (X) We er » (0)). 


Bei E. Waring findet sich außer der Ableitung dieser beiden 
Formeln noch die Bemerkung ?): benutzt man als erste Annäherung 


(1667) ee Ehre st hn 





2072) Treatise on fluxions, Edinb. 1742, Nr.828—830. Wegen der Unabhängig- 
keit Maclaurins von Euler vgl. man @. Eneström, Stockh. öfversigt (36) 10 (1879), 
p. 16 und Reiff®), p. 87, dem sich M. Cantor 3, p. 663, anschließt; die Über- 
einstimmung beider Ableitungen hat übrigens nichts Auffallendes, da es sich 
nur um eine Verallgemeinerung des von J. Stirling zur Ableitung seiner speziellen 
Formel (II A 3, Brunel, p. 166) benutzten Verfahrens handelt. — Darstellungen 
von Maclaurins Verfahren finden sich auch bei L. Saalschütz, Vorlesungen über 
die Bernoullischen Zahlen, Berlin 1893, p. 18 und bei J. Eggenberger, Diss. Bern 
1893, p. 52 — Bern Mitt. 1893, p. 159 (2. Aufl. Jena 1906). 

2073) Treatise Nr. 847. Ebenso Br. Mollweide, Klügels math. Wörterbuch 
4 (1823), p. 655; F. T. Schubert (Petersb. M&m. 11 (1831), p. 159; von 1824) be- 
nutzt statt exp (— x) vielmehr exp x selbst. 

2074) Nr. 832.. Weiterhin (Nr. 848) gibt er auch noch die entsprechenden 
Ergänzungsglieder für andere elementare Quadraturformeln; weitere derartige 
Formeln bei ©. Br. Mollweide, Klügels math. Wörterbuch 4, Leipz. 1823, p. 143. 

2075) Meditationes analyticae, p. 585 der 2. Auflage von 1785. 
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so tritt in der Korrektion kein Glied mit f” auf; benutzt man 


(1668) 5 Ty+ +32 + u) + 12%}, 


so fällt auch noch das Glied mit f!Y weg. Auch erwähnt er), daß 
man die Formeln zur Interpolation verwenden könne, wenn man die 
zu interpolierende Funktion als das 'y ansieht. 

J. L. de Lagrange?”") erhält die Summenformel — auch die ent- 

sprechende Formel für wiederholte Summation —, indem er die sym- 
bolische Gleichung 
(1669) Arte) = (ee — 1)’fle) 
(vgl. IIA 11, Pincherle, Nr. 2, p. 764) auch für negative Werte von A 
in Anspruch nimmt; das gibt ihm sofort den Satz, daß die Koeffi- 
zienten mit denjenigen der Entwicklung von (e“ — 1)* übereinstimmen, 
und damit Rekursionsformeln. P.S.de Laplace dagegen faßt das um- 
gekehrt?®); erst indem man [auf dem von Euler eingeschlagenen 
Wege] sich von der Möglichkeit einer solehen Entwicklung überzeuge 
und die Koeffizienten durch die spezielle Annahme f(x) = e* bestimme, 
ergebe sich die Berechtigung, dem A in der Gleichung (1669) auch 
negative Werte beizulegen. Nachher leitet er das Resultat auch noch 
durch seine „Methode der erzeugenden Funktionen“ ab?), 

L. F. A. Arbogast?®®°) übersetzt nur die Methoden von Lagrange 
und Laplace in seine eigene Ausdrucks- und Bezeichnungsweise. 

Eine explizite Darstellung der Koeffizienten für A>1 gibt 
J. Brinkley?®") vermittelst der von ihm „unter die Elemente der Ana- 
lysis aufgenommenen“ ?%?) Zahlen A”0” (d.h. (A”u”)} „_,)- J. Herschel?®?) 





2076) p. 586. | 
2077) Berlin nouv. mem. 1772 — Oeuvres 3, p. 451. Er meint: „quoique 
l’operation... ne soit pas fondee sur des principes clairs et rigoureux, elle n’en 


est cependant pas moins exacte, comme on peut s’en assurer a posteriori; mais 
il serait peut-&tre tres-diffieile d’en donner une d@monstration directe et ana- 
lytique.“ 

2078) Paris Mem. pres, 7 (1773[76]) = Oeuvres 8, p. 316; Paris M&m. 
1777[80] (von 1779) = Oeuvres 9, p. 316[27]; reproduziert von S. F. Lacroix, 
trait& des differences et des series, Paris 1800, p. 94; traite du cale. diff. et du 
eale. int. 3 (1819), p. 100. 

2079) Paris M&m. 1779[82] —= Oeuvres 10, p. 35; ebenso Theorie analyt. des 
probabilites, Paris 1812, p. 42 der Ausgabe von 1847. 

2080) Calcul des derivations, Straßb. 1800, p. 343, 350. 

2081) Lond. trans. 1807, p. 125. 

2082) Lond. trans. 1816, p. 32; examples of the applic. of the caleulus of 
finite diff., Cambr. 1820, (p. 82 der deutschen Übersetzung von C. H. Schnuse, 
Braunschw. 1859). 

2083) Das rechnet ihm J. Herschel, examples p. 82, als Verdienst an. 
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gibt diese Darstellung in der symbolischen Gestalt: 


(1670) aB, Dom, 
und zeigt, daß sie auch für negative Exponenten gilt. 
A. Cauchy?’%*) stellt die Ableitung der allgemeinen Formel durch 


symbolische Rechnung aufs neue dar; er setzt in der Form: 
(1671) DJ) KL fD)K 


K=e“* und gibt auch eine weitere Form.?%8) Später?) gibt er noch- 
mals die gewöhnliche Ableitung, aber mit dem Zusatz: Es folgt aus 
ihr, daß die Reihe nur konvergiert, wenn die Entwicklung von f(x) 
nach Potenzen von x beständig konvergiert. 

©. J. Malmsten beweist zunächst für eine rationale ganze Funk- 
tion y von x, daß in der Gleichung 


„ay 
(1672) Dey= e(y+ Anl ei) 
die Koeffizienten A, die Werte haben ?%®”): 
(1673) en 


nnd d-ı’ 
womit die Eulersche symbolische Darstellung dieser Koeffizienten für 
diesen Fall bestätigt ist. Daran anschließend untersucht B. @. Bjoer- 
ling diese Koeffizienten ?0%) sowie?) diejenigen der Entwicklung von 
(e‘ + 1)”! noch näher und gibt dann?) auch seinerseits einen Be- 
weis der genannten Formel und der allgemeineren ?®!): 


va a: 
ey — e:( + ie ; 
= Y Y m n\ da" d(rh)” e’ h 5) 


Er bemerkt?0?), die gewöhnliche Darstellung der hieraus entspringen- 





2084) Paris C. R. 17 (1843), p. 458 = (1) 8, p. 37. Er behauptet p. 27, 
die Euler-Maclaurinsche Reihe konvergiere nur, wenn f(x) eine ganze tran- 
szendente Funktion sei. 

2085) p. 459 — 38. 

2086) Paris C. R. 19 (1844), p. 1187 = (1) 8, p. 331; angekündigt schon 
17 (1843), p. 378 —= (1) 8, p. 27. 

2087) Upsala n. acta 12 (1844), p. 293 = Arch. Math. Phys. 6 (1845), p. 41. 

2088) Ib. p. 299. 

2089) p. 315. 

2090) p. 328. 

2091) p. 332. Wegen der behaupteten Gültigkeit auch für komplexe h vgl. 
die Ergänzungen 13 (1847), p. 14. 

2092) 12, p. 343. Die bereits vorliegenden Untersuchungen über das Rest- 
glied scheint er teils nicht gekannt, teils nicht richtig gewürdigt zu haben. 
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den allgemeinen Summationsformel setze voraus, daß die Taylorsche 
Entwicklung der darzustellenden Funktion für den ganzen in Betracht 
kommenden Bereich konvergiere, daß man die Reihenfolge der Sum- 
mationen vertauschen dürfe, und daß es nicht erforderlich sei, ein Er- 
gänzungsglied (willkürliche Funktion der Periode h) beizufügen; seine 
eigene Darstellung”) unterscheidet sich von ihr freilich nur dadurch, 
daß diese Voraussetzungen ausdrücklich als solche ausgesprochen sind. 

Bei H. Breen?®”) steht nur die Formel ohne Restglied. 

A.M. Legendre?®) bestimmt die Koeffizienten von (1663) und (1666) 
ähnlich wie Maclaurin durch die spezielle Annahme f(x)—=e**. Auch 
bemerkt er?®”), daß die Reihen im allg. nur semikonvergent sind, und 
schlägt vor, die Konvergenz durch Hinzufügung eines Gliedes der Form 


(1674) > (re) cos 22(8 — E)dE, 


oder auch mehrerer solcher Glieder, mit den Kosinus der Vielfachen 
von 2x(x — 8), zu verbessern, ev. das unbegrenzt fortzusetzen. Das 
führt ihn schließlich auf die Darstellung von F f(z)dx durch eine 
trigonometrische Reihe und ein Poissonsches Integral, die er aber nur 
als „un jeu d’analyse qui ne presente aucune utilite reelle“ ansehen will. 
Später?) kombiniert er noch die beiden Formeln (1663) und (1666) 
zu einer neuen, in der die erste Ableitung herausfällt. Auch erwähnt 
er die Möglichkeit, daß alle in der Formel auftretenden Ableitungen 
an beiden Grenzen des Intervalls Null sind), steht ihr aber ratlos 
gegenüber, da er das Rechnen mit divergenten Reihen nicht verwerfen 
will und also nicht zur Erkenntnis kommt, daß die Hinzufügung 
eines Restgliedes erforderlich ist. 


2093) Ib. 13 (1847), p. 16. Er glaubt sogar neben der Entwickelbarkeit der 
Funktion f(e+h) noch die ihrer Ableitungen besonders fordern zu müssen. — 


p. 25 stellt er die Formeln für Sy, und I(— 1)”y, nebeneinander. 
2095) Treatise p. 35 (p- 38 die Verallgemeinerung auf De aber nicht 


durchgeführt), 134. 

2096) Exerc. de calc. integral 1, Paris 1811, p. 309; 2 (1817), p. 145 (von 1814). 
Ebenso F. T. Schubert, Petersb. M&m. 11 (1830), p. 158 (von 1824) und A. A. 
Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 460. 

2097) Ib., p.149. Er gelangt dazu, indem er von den $,, jedesmal nur das 
Hauptglied nimmt und für die Summen der so entstehenden Glieder eine lineare 
Differentialgleichung mit zweitem Glied ableitet. 

2098) Traite des fet. elliptiques 2, Paris 1826, p. 576. 

2099) p.578. Für den ihn zunächst interessierenden Fall eines elliptischen 
Integrals hilft er sich mit der Benutzung der ersten der hier II A 9 unter (19) 
angegebenen Formeln, die er, was dort nicht erwähnt ist, ebenfalls hat. 
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Die Bemerkung, daß die Reihe semikonvergent sei, ist von 
Erchinger?') in Verfolgung einer Vermutung von J. Fr. Pfaff dahin 
präzisiert worden, daß der Rest kleiner sei als das erste vernach- 
lässigte Glied; wenn man die Koeffizienten durch die Summen (1665) 
ausdrückt und dann die Reihenfolge der beiden Summationen ver- 
tauscht, so läßt sich zeigen, daß die einzelne Kolonnensumme einer 
linearen Differentialgleichung mit zweitem Glied genügt, von der das 
partikuläre Integral 


(1675) (2ma)-?nz-1 (fen+n(z) sin mazda 


zu nehmen ist, womit die Kolonnensummen abgeschätzt werden können. 
G. Plana?'‘) entnimmt aus den Untersuchungen von Poisson über 
Elektrizitätsverteilung die Gleichung ?!%): 


* sin 2y sy x 2 
0 


und leitet aus ihr durch Entwicklung beider Seiten nach Potenzen 
von y Formeln für die Bernoullischen Zahlen ab; indem er diese in 


2100) Mitgeteilt von O. Schrader, commentatio de summa seriei 


a a a 

v6+0 *B+2a0Fsa *üriae+sa tt 
a soc. Hafniensi praemio ornata, Vimariae 1818, p. 58; (daraus bei A. Eytelwein, 
Grundlehren der höheren Analysis 2, Berlin 1824, p. 744) und von A. v. Ettings- 
hausen, Vorlesungen über die höhere Mathematik 1, Wien 1827, p. 429. Schon 
©. J. Malmsten (J. f. Math. 35 (1847), p. 56 = acta math. 5 (1884), p. 3) macht 
darauf aufmerksam, daß die Schlußweise nur für konvergente Reihen zulässig 
sein würde. — Schraders weitere Behauptung, der Rest sei sogar kleiner als 
das letzte mitgenommene Glied, bezieht sich nur auf ein spezielles von ihm be- 
handeltes Beispiel; bei Ettingshausen und Eytelwein ist das mißverstanden. 

2101) Torino mem. 25 (1820), p. 404; ib. (2) 14 (1854), p. 41 (von 1851) meint 
er übrigens selbst: „pour le moment je ne vois pas les avantages qui peuvent 
etre attaches ä& cette transformation.“ 

2102) Paris M&m. 1811 II [1814], p. 220. Er bezeichnet hier p. 222, sowie J. 
Ee. polyt. cah. 18 (1820), p- 304 die aus ihr sich ergebenden Integraldarstellungen 
der Bernoullischen Zahlen als „connues“; ebenso A. M. Legendre, exerc. de cale. 
integral 2 (1817), p. 189 (publ. 1815). Auch A. Cauchy scheint das andeuten zu 
wollen, M&m. sur les appl. du calcul des residus & la phys. math., Paris 1827, 
p. 9. Doch kennen auch @. Brunel (IT A 3, p. 184, Note 165; Plana 1828 ist dort 
durch 1820 zu ersetzen) und L. Saalschütz, Vorlesungen über die Bernoullischen 
Zahlen, Berlin 1893, p. 110, keine ältere Quelle. — A. Genocchi (ann. sci. 3 (1852), 
p- 406) bemerkt, daß sie vermöge einer einfachen Substitution aus schon von 
Euler (Petrop. n. comm. 141, 1769[70], p. 152) gegebenen Darstellungen hervor- 
gehen; Hr. Eneström teilt mir mit, daß Euler diese letzteren auch ib. 19 (1774[75]), 
p- 95 = inst. cale. int. 4, p. 288 benutzt. 
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(1663) einsetzt, und dann rechts Summation und Integration vertauscht, 
kommt er zu der Formel: 


as) Dr) — [fa)ar - z1@ +; if ey. 


Dieselbe Formel hat dann auch N. H. Abel?!) zuerst ebenfalls von 
den Integralstellungen der Bernoullischen Zahlen aus gewonnen; 
später?!%) gibt er eine andere Ableitung, bei der er von der Annahme 
ausgeht, die zu summierende Funktion f(x) sei in der Form: 


(1678) fo) — Jeruio)av 


gegeben, so daß die Summation, 


(1679) D'r@) - [5 dv 


und die Anwendung von (965) die Formel (1677) liefert. Auch hat er 
eine — nicht eben einfache — entsprechende Formel für wiederholte 
Summation. 

Die Gleichung (1677) läßt sich übrigens auch durch Summation 
aus der Gleichung 


(1680) (fl) + f(0)) 


1 [.°} 
— [Haar —; [HD -ZH TH, 
0 0 








ableiten?!®), die A. Cauchy*'%®) durch Anwendung seiner Residuen- 
sätze auf die Funktion f(z)/((2xz2 — 1)) und einen Parallelstreifen 
gewonnen hat. 

8. D. Poisson?!”) setzt in der Gleichung 


ass) FH) — . ygar + > f fe) o0s "E—Bag 


n= a 


2103) Mag. for Naturvidensk. 1 (1823) = Oeuvres 1, p. 22. 

2104) Ib. 3 (1825) = Oeuvres 1, p. 34; reproduziert von A.de Morgan, Diff. 
and integr. cale. London 1836[41], p. 671. Eine Notiz aus Abels Nachlaß, Oeuvres 
2, p. 77, stellt dasselbe in der Symbolik der „Theorie der erzeugenden Funk- 
tionen“ dar. 

2105) Das bemerken B. Tortolini (ann. sci. 4 (1853), p. 228) und A. Genocchi 
(ib. 6 (1855), p. 102). 

2106) Paris M&m. 6 (1826), p. 609 = Oeurvres (1) 2, p. 17; M&m. sur l’applie. 
du caleul des rösidus & la physique math., Paris 1827, p. 8. Die Gültigkeits- 
bedingungen sind von Cauchy auch an der 2. dieser Stellen nicht vollständig an- 
gegeben. Er bemerkt, daß man „bekannte Formeln“, z. B. die Darstellung von 
Zn”? durch ein bestimmtes Integral, aus dieser Gleichung erhalten könne. 
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für k die ganzzahligen Werte von — x bis + x und summiert; so er- 
hält er zunächst: 


182) 41-2) 
+ I 9 +10) = f fe)ds + 2 Ir) cos Inz&dE 


k=—-x+1 


Indem er dann rechts (2m — 1) mal partiell integriert und die dabei 
auftretenden Summen (1665) durch die Bernoullischen Zahlen ersetzt, 


erhält er, wenn mit 
(— pri B,[fer9@@)] 


abgebrochen wird, noch das Restglied: 
0 De} 1)” 2 co8 Bm? IR 
nem: ee znzt pam (e) A 


Z er 2 font nle)a, 

womit, wie bei Erchinger, die Möglichkeit einer Abschätzung erreicht 
ist, wenn eine obere Grenze für |f”)| oder |f”+»| bekannt ist. Er 
bespricht auch noch die von Legendre erwähnte Möglichkeit, daß alle 
Ableitungen ungerader Ordnung an beiden Grenzen des Intervalls O0 
sind, und überzeugt sich durch wiederholte partielle Integration, daß 
dann in der Tat R, von m unabhängig wird.) 

J. L. Raabe?') ergänzt Poissons Untersuchung noch durch die 


(1683) 





2107) Paris mem. 6 (1823[27]), p. 577; Auszug Bull. Ferussac 10 (1828), p. 117; 
reproduziert z. B. bei A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 464. 
Poisson faßt die Formel umgekehrt als ein Hilfsmittel zur näherungsweisen Berech- 
nung eines bestimmten Integrals auf. Etwas andere Darstellung bei de Morgan, 
differential and integral calculus, p. 622 (vorher, p. 265, 311, nur die Ableitung 
der Formel ohne Restglied durch symbolische Rechnung wie bei Lagrange). 

2108) p. 588; ebenso Ostrogradsky, Petersb. mem. (6) 4, (1841), p. 317. 

2109) J. f. Math. 18 (1838), p. 77 (von 1836). Für den Fall, daß f(2m) im 
Intervall sein Zeichen wechselt, bestimmt Raabe für jedes der dadurch gebildeten 
Teilintervalle die Schrittgröße, die man nehmen muß, um verlangter Genauigkeit 
sicher sein zu können, und nimmt dann die kleinste der so bestimmten Schritt- 
größen für das ganze Intervall; er bespricht ausführlich die Vorsichtsmaßregeln, 
die dabei durch den Umstand erforderlich werden, daß man die Stellen der 
Zeichenwechsel nur angenähert kennt (p. 85). In seiner Differential- und Inte- 
gralrechnung I, Zürich 1839, p. 426, gibt Raabe noch eine andere Ableitung der 
Gleichung (1682), die darauf beruht, daß das Dirichletsche Integral, wenn es über 
ein aus mehreren Perioden bestehendes Intervall erstreckt wird, sofort eine Summe 
der hier betrachteten Art als Grenzwert liefert; im übrigen rekapituliert er im 
wesentlichen seine frühere Untersuchung. 
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Überlegung: wenn f@”) im Intervall sein Zeichen nieht wechselt, so 
kann man mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung 
schließen, daß R,, kleiner ist als das letzte berücksichtigte Glied. 

Ostrogradsky dagegen?"!®) und ebenso (. J. Malmsten?'‘) wenden 
auf die Abschätzung des Restintegrals (1683) den Mittelwertsatz im 
umgekehrten Sinne an, indem sie nicht einen Mittelwert der Ber- 
noullischen Funktion, sondern einen solchen einer Ableitung der zu 
entwickelnden Funktion vor das Integralzeichen ziehen. Außerdem 
gibt er noch?!"?) eine etwas modifizierte Ableitung des Poissonschen 
Resultats, die ihm einen allerdings nur unbedeutend kleineren Zahlen- 
koeffizienten des Restglieds liefert; auch stellt er?''®) neben das Re- 
sultat Jacobis ein analoges für den Fall, daß If”) und Ift”+» 
verschiedene Zeichen beibehalten. 

W. Fr. Bessel?"‘*) beginnt mit der Entwicklung der Funktion 


as) eW- I [ Ntr+ N] 


nach den Kosinus der Vielfachen von 2#y; die Koeffizienten dieser 
Entwicklung lassen sich in 


(1685) (— 1) fi f(e) cos 2nze da 


umformen; und indem er hier wiederholt partiell integriert und dann 
die Reihenfolge von Summation und Integration vertauscht, erhält er 
für y—= 4 die Summenformel mit der Poissonschen Form des Rest- 
gliedes. _Er zeigt, daß die Summe aus diesem Restglied und dem letz- 
ten berücksichtigten Glied dasselbe Zeichen hat: wie das letztere, wenn 
f@®(&) im Intervall von 0 bis x ihr Vorzeichen nicht wechselt, und 
daß man also dann einen zu großen oder einen zu kleinen Wert er- 
hält, je nachdem man mit einem positiven oder einem negativen Glied 
abbricht. 

L. F. Menabrea®"°) stellt Poissons Verfahren noch einmal aus- 
führlicher dar, nur mit einigen Umstellungen; die Koeffizienten be- 
stimmt er durch die Annahme f(x) = cosz. Dasselbe Verfahren wen- 


2110) Petersb. mem. (6) 4 (sc. math. (6) 2) (1841), p. 315 (von 1839). 
2111) J. f. Math. 35 (1847), p. 69 — acta math. 5 (1884), p. 26. 
2112) p. 71 bzw. 29. 

2113) p. 73 bzw. 31. 

2114) Astr. Nachr. 16 (1839), col. 1 = Abhandl. 2, p. 391. 

2115) Torino mem. (2) 8 (1846), p. 195 (von 1844) 
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det er dann auch ?!6) auf die 2. Summenformel (1666) sowie auf ent- 
sprechende aus der Simpsonschen Formel hervorgehende an.?") 

Der Versuch von ©. D. Hill?""®), die Korrektionsglieder dadurch 
zu vereinfachen, daß er sie durch Ausdrücke ersetzt, die den Gauß- 
schen Quadraturformeln analog gebaut sind und denselben Grad von 
Annäherung wie diese liefern, scheitert daran, daß die zur Bestimmung 
der Hilfsargumente dienende Gleichung schon in den niedrigsten Fällen 
komplexe Wurzeln hat. 

0. @. J. Jacobi stellt, ausgehend von der Darstellung des Restes 
der Taylorschen Reihe durch ein bestimmtes Integral, den Rest der 
Euler-Maclaurinschen Formel ebenfalls durch ein bestimmtes Integral 
dar #9); 


(1686) S[Bal- n Drant2(@—yat 
0 0 


und schließt daraus?!?), daß er dasselbe Vorzeichen hat wie die in 
ihm auftretende Summe, sofern diese Summe in dem ganzen Inte- 
grationsintervall ihr Zeichen nicht wechselt; und weiter, daß er kleiner 
ist als das letzte berücksichtigte Glied, wenn auch die Summe 
Df@m-2(2—t) in demselben Intervall überall dasselbe Zeichen hat 
wie die erste. 

O. Schlömilch*"??) nimmt bei der Ableitung aus der Taylorschen 
Formel das Restglied der letzteren in Gestalt eines bestimmten Inte- 
grals mit; die Summation liefert unter dem Integralzeichen das Pro- 
dukt aus f”+D in eine Bernoullische Funktion. 

Auch gewinnt er die Gleichung???) (1677), indem er f(z) durch 


ein Integral der Form f: e“p(u)du sich ausgedrückt denkt, unter dem 


seine 





Integralzeichen summiert, für den auftretenden Faktor : 
e — 

2116) p. 212. 

2117) p. 222. 

2118) J. f. Math. 5 (1830), p. 333. 

2119) J. f. Math. 12 (1834), p. 265 (Werke 6, p. 65). 

2120) p. 269 bzw. 72. Über das Verhältnis der Resultate Jacobis zu den- 
jenigen Poissons vgl. man die Bemerkungen von Malmsten, J. f. Math. 35 (1847), 
p. 58 (berichtigt acta math. 5 (1884), p. 6): Poisson braucht nur über eine Ab- 
leitung eine Voraussetzung zu machen, Jacobi über zwei verschiedene, aber nicht 
über deren einzelnen Werte, sondern nur über die aus ihnen gebildeten Summen. 
(Doch wird man selten über die Vorzeichen dieser Summen etwas aussagen 
können, wenn man es nicht auch über die einzelnen Summanden kann.) 

2121) Theorie der Differenzen und Summen, Halle 1848, p. 47; p. 59 noch 
eine Umformung des Restglieds. 

2122) p. 157. Vgl. 2199, 

86* 
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Darstellung durch das Integral (965) setzt, die Reihenfolge der In- 
tegrationen vertauscht und jene Darstellungsformel auch für komplexe 
Argumente in Anspruch nimmt. 

Die Abelsche Gleichung hat er auch in der Form ?!#): 





(1687) fo) + Dr) — b EIN Got ay)y. 
er führt sie in die Abelsche Form ns über und erhält die Formeln für 
endliche Summen durch Subtraktion. Die Entwicklung von f(a + yi) 
nach Potenzen von y gibt dann das Restglied in komplexer Form. 
Bei J. Pearson?'*) steht nur die Formel ohne Restglied. 
Schaar ???) will die Konvergenzbedingungen bestimmen. Dazu 
zeigt er, wie man die Gleichung (1677) aus Cauchys Gleichung (1680) 
durch Summation oder auch direkt auf dem Wege durch Anwendung 
des Residuensatzes auf einen Streifen ableiten kann, bemerkt aber 
dazu ?!?), der Schluß setze die Bestimmung der Konvergenz der Po- 
tenzreihenentwicklung von f(z) oder wenigstens von 


yYy) = fatiy) - fa y) — FW) + fl yo 
(p ist also hier nicht etwa die Bernoullische Funktion) voraus. In- 
dem er noch den Nenner unter dem Integralzeichen entwickelt und 


dann in jedem einzelnen Glied wiederholt partiell integriert, erhält er 
für den Rest die Darstellung: 


(1688) (2% un [er Mar 2m+2 d x, 


in einem folgenden Satz*'?”) benützt er aber doch nicht diese Form, 
sondern die Poissonsche. 

M. Ohm???) nimmt bei der Ableitung der Summenformel aus der 
Taylorschen Entwicklung schon in den einzelnen Übergangsreihen die 


Lagrangeschen Restglieder mit hinzu und kommt so ebenfalls auf die 
Restform: 


(1689) 5 fen+2(@ +0). v(h—v)de 





2123) Archiv 12 (1849), p. 150. 

2124) Calc. of finite diff. p. 25, 2. Aufl. Cambr. 1850. 
2125) Brux. mem. cour. in 4° 22 (1846/47), p. 17. 
2126) p. 23. 

2127) Ib. 23 (1848/50). 

2128) System 8 Nürnberg 1851, p. 202. 
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und formt dies dann?!) in 
w(on) fin-3(e) 

um, wenn f?”(z--v) von v—=( bis v—= h sein Vorzeichen behält. 

Eine Verallgemeinerung der Euler-Maclaurinschen Summenformel 
erhält man, wenn man verlangt, die Summe Y}m*f(x) durch die Werte 
der Funktion f(x) und ihrer Ableitungen an den beiden Grenzen des 
Summationsintervalls darzustellen. Der Koeffizient der (n — 1)'® Ab- 
leitung wird dann gleich dem Produkt aus 1/(n!(m — 1)"*!) in eine 
ganze Funktion von m mit ganzen Zahlenkoeffizienten. Das — nicht 
eben einfache — Gesetz dieser letzteren ist bereits von L. Euler") 
induktiv erkannt, dann von 8. F. Lacrois®"?!) durch symbolische 
Methoden, von J. 2 Eytelwein?"°?) durch Heranziehung anderer Formeln 
der Differenzenrechnung bewiesen worden. 

Euler hat sich speziell mit dem Fall m = — 1 beschäftigt, also 
mit der Formel 


(1690) DI Ya) = zZ) FO + Ef O-+— 


Er gibt zunächst Rekursionsformeln für die Koeffizienten und zeigt, 
daß sie mit den Entwicklungskoeffizienten von (1-+ e“)"!— 4 identisch 
sind?"39), Am Auftreten des Faktors 691 im Zähler des 6" Koeffi- 
zienten erkennt er, daß eine Beziehung zu den Bernoullischen Zahlen 
vorliegen müsse, und verifiziert dann bis zu n= 9, daß der Koeffi- 
zient von f@*+», mit 


gan+l 3, 
(1691) Yen rmid 


übereinstimmt*'#®), Nachher gibt er noch eine zweite Formel, in der 








2129) p. 209, 211. 

2130) Petrop. n. a. 2 (1784[88]), p. 65; von 1776. Vgl. übrigens auch 
C. Maclaurin, Treatise on fluxions, Edinb. 1741, Nr. 841. p. 682. 

2131) Traite des differences et des series, Paris 1800, p. 113; trait6 du caleul 
differentiel et du calcul integral 3, Paris-1819, p. 116. 

2132) Grundlehren der höhern Analysis 2, Berlin 1824, p. 627. 

2133) Petrop. n. a. 2, p.46. Er geht dabei zunächst von der Annahme aus, 
daß die Summe links unbegrenzt weit fortgesetzt sei. 

2134) p. 52; ebenso Petersb. mem. 5 (1812[16]), p. 55 (von 1780). Einen 
Beweis der Allgemeingültigkeit der Formel (1690) hat Euler an keiner von beiden 
Stellen; ein solcher findet sich erst bei $. F. Lacroix, traite des differences et 
des series, Paris 1800, p. 131 = traite du caleul diff. et du caleul int. 6, Paris 
1819, p. 141. Formal stehen diese Reihen auch bei Oettinger, J. f. Math. 33 (1846), 
p. 129 (auch „die Lehre von den aufsteigenden Funktionen“, Berlin 1836), der 
übrigens hier und dann nochmals Arch. Math. Phys. 13 (1849), p. 45 die Not- 
wendigkeit betont, sie gleichberechtigt miteinander zu behandeln. 
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die Werte der Funktion und ihrer Ableitungen nicht für 2=(, 
sondern für = — 4 auftreten?!®); doch begnügt er sich hier mit der 


Angabe von Rekursionsformeln. 
N. H. Abel?'?°) gibt in Analogie zu (1677) für diese Summe, wenn 
sie unbegrenzt fortgesetzt wird, die Darstellung: 





(1692) De-ryretn+D- + fetinztemm ar. 


Für mehrfache (wiederholte) Summen gibt N. H. Abel?"?") die — 
nicht eben einfache — Darstellung: 


n—1 


(1693) Ba f@) = »2 (— 1 A,_ı-1. 1m — k) Ye fa)dar-* 


k=0 


+ ra) + Ye (| fa+ ya — fe — yo) 


0 
+ Oft + yD + fe — y) un | 


dabei ist (—1)"-1A,, der' Koeffizient von d’( —1)-'/dv‘ in der 
Entwieklung von (e—1)-” nach den Ableitungen von (e —1)-', und 
P, Q& sind durch 


n—1 
P+0i- DrAy 
K=0 
definiert. 
A. Cauchy*?®) drückt die Koeffizienten dieser Entwicklung ein- 
facher durch die der Entwicklung von (e —1)-" nach Potenzen von 


2 mit steigenden Exponenten aus. 
F. T. Schubert?"?) erhält Ausdrücke der Koeffizienten durch sym- 


2135) Petrop. n. a. 2, p. 54. 

2136) Mag. naturv. 1 (1823) = Oeuvres 1, p.27. Ob die Bemerkung (Oeuvres 2, 
p. 291), daß man (1692) aus (1677) dadurch ableiten könne, daß man in (1677) & 
durch 2x ersetzt und von der so entstehenden Gleichung nach Multiplikation mit 
2, die ursprüngliche subtrahiert, von Abel selbst oder von seinem ersten Heraus- 
geber Holmboe herrührt, ist ungewiß. 

2137) Mag. for naturv. 3 (1825) = Oeuvres 1, p. 37. O. Schlömilch zeigt, 
Theorie der Differenzen und Summen, Halle 1848, p. 172, daß die Koeffizienten 
in dem Ausdruck der mehrfachen Summen sich durch die Fakultätenkoeffizienten 
einfach ausdrücken. | 

2138) Exerc. de math. 3 (1828) —= Oeuvres 2 (8),p.191. Ein Restglied hat er 
nicht, dagegen Verallgemeinerung auf Funktionen von mehreren Veränderlichen. 

2139) Petersb. mem. 11 (1830), p. 167 (von 1824). Auch er hat kein Rest- 
glied. 
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bolische Summen, zieht es aber vor, diese Ausdrücke nur für die 
niedersten zu benutzen und zur Berechnung der übrigen den Umstand 
heranzuziehen, daß sie sich zu arithmetischen Reihen höherer Ordnung 
anordnen lassen. 

Auch Oettinger?) kennt den Zusammenhang der Koeffizienten 
dieser Summenformeln mit denjenigen der Entwicklung von (e — 1)"; 
er gibt die ausgerechneten Werte der Koeffizienten für die niedersten 
Fälle. 

D. F. Gregory?) begnügt sich mit der formalen Darstellung: 


DI" ra) = (sp 2, — 1) "f@). 


O. Schlömilch?"*?) hat die Gleichungen 





(1694) 50) — fl) +—:-- _ fi) Cofeczy dy. 
0 





(1695) KH HT) + HE So a 





(1696) ()-8)+—:-—+ 7 Em N 5a, 


106. Umformung von Reihen. Für die Zwecke der Summation 
und Transformation von Reihen, deren Glieder elementare Funktionen 
des Index sind, drückt Cauchy Summen der Form If(n) durch Re- 
siduen aus; das gibt ihm zunächst ?!#?): 


(1697) Dre) = Eiat®: 


(1698) Dim - Keee)?: 


und bei geeigneten Annahmen über ‘das Verhalten der Funktion f im 
Unendlichen können hier die Doppelklammern auch von dem ersten 
Faktor auf den zweiten übertragen werden, unter Änderung des Vor- 
zeichens. Die Anwendungen der Formeln auf die Funktionen f(x) cos«z, 


2140) J. f. Math. 12 (1834), p. 336; 16 (1837), p. 132; 33 (1846), p. 125; auch 
für Summen von Gliedern abwechselnder Vorzeichen. 

2141) Cambr. math. j. 1, (1839), p. 220. 

2142) Arch. Math, Phys. 12 (1849), p. 150; die 3. ist im Grunde von der 1. 
nur durch die Bezeichnung verschieden; ebenso die 2. von der früheren. 

2143) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 346. 
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f(x) sinax gibt ihm noch?!) die Formeln: 


(1699) Be Def) + fo n))eosne— W" nn (F)) 








(1700) — DK 1m — f— n) sinne = HH (fo) 


und weitere?!#®) durch Anwendung seiner Residuensätze auf Funk- 
tionen wie 
r (2) ©inaz sinaz 
Coi az cos bz oder (2) Sin bz sinaz 





(wo r(e) eine rationale Funktion bezeichnet). 
Eine ähnliche Formel, nämlich: 
+8» +® zm 
> (t + =) A Pen Der (er00g(0)a6, 
k=—-o k=-o er 
hat sich auch im Nachlaß von (©. F. Gauß gefunden. *'#°) 
Allgemeine Untersuchungen über derartige Umformungen finden 
sich auch bei W. R. Hamilton.?”“®) 
S. D. Poisson hat solche Formeln. benutzt, um Reihen, die für 
große Werte von # gut konvergieren, in andere überzuführen, die für 
kleine Werte von ? brauchbar sind.?!#”) Indem er in der Reihe 


S 
(1701) u= zu > exp (— 9 [ro cos (nx — na) da 
die Exponentialfunktion durch das Integral (947) ersetzt und noch 
einen Konvergenzfaktor einführt, erhält er zunächst 

+oz S 


(1702) u= a? (— nd — r?)[eos oe. — na + 2tr) 





"+ cos(nz — na — 2tr)] f(e) de dr. 


Nach Ausführung der Summation mit Hilfe der Gleichung (1212) 
liefert der Grenzübergang zu ö — (0 nur für die Umgebung diskreter 


2144) p. 355. 

2144*) p. 307, 352, 359. 

2145) Werke 8, p. 88; aus der Zeit zwischen 1799 und 1813. 

2146) Dubl. Trans. 19, (1843), p. 300. 

2147) chaleur suppl. p. 48. Er bestimmt die von der Formel für Pen 0 und 
für x—= 0 gelieferten Grenzwerte. 
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Punkte Beiträge, und es bleibt: 


iz. fe (FE) flo) de. 


O. Schlömilch?"**) bildet . 
ars Z[y10 + Dr) eosnz] = (+ Dr ]v@aı 


z [ Soj(at— xt) 
65 >} Sum vHdt, 
0 


Irre) =F— ti) 


und entsprechende Sinusformeln. 

Man kommt zu derartigen Umformungen auch, wenn man die 
auf zwei verschiedenen Wegen erhaltenen Integrale einer Differential- 
gleichung miteinander vergleicht. Z. B. wie G. @. Stokes?“?) zeigt, an 
der Integration von V4 = (0 unter den Bedingungen: 


(1708) u= 





wo 


v0 für e0(, za, y—=0. 
Hier ergibt sich die Umformung: 








2x6 Sinmy-Sinm by, 
(1705) — eh sinny,sinny— um —Yı) ginmea, 
gültig für 

0<a<a 

O<y<y,<b. 


Integration auf beiden Seiten nach x zwischen O0 und a, nach y und 
Y, zwischen 0 und b ergibt für a=rb 


BO na Acht Di 


Die Summation ist dabei nur über die ungeraden Werte von n zu 
erstrecken. 


107. Transformation der Thetafunktionen. Aus den Beziehun- 
gen zwischen zwei reziproken Funktionen erster bzw. zweiter Art 
(Nr. 59) erhält A. Cauchy?'°°) durch Vertauschung der Reihenfolge von 


2148) Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 143. 

2149) Cambr. Trans. 8 (1848) = papers 1, ” 299; p. 294 schon ein Beispiel 
mit unharmonischen Reihen. 

2150) exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres @ 7, p. 185. Er berichtet p. 194, 
Laplace habe die Formel für x — 0, a oder b sehr klein durch ihm eigentüm- 
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Summation und Integration: | 


> 2 .— 
(1707) e , r"f(ne) e V: 1l— RE} „r(u) au, 
n= 0 


Er ya m : 
(1708)  Drf(ne) = We fü By rer mL CL LE 
n=1 fi) 


Für r— 1 werden die Integrale unbestimmt; nimmt man die Haupt- 
werte und definiert 8 durch «8 — 2, so ergibt sich: 


Va[4f(0) + 2700) — vB|5.9(0) + 2r@B)), 








(1709) ii N 
1 

I (ne) = Ver val. princ. f ıv(u) cot- du. 

u=i hi 


Ersetzt man in der ersten dieser Gleichungen f(x) durch f(x) cos (0x), 
so hat man (u) durch 


+{p(u+ 0) + Pl“ —0)) 


zu ersetzen; so erhält man für O<d<P: 
(1710)  Yaltrl0) + Iflna) eosnde} 
n=1 


3 VB(9(0) + Zlpn+9) + #uB— 01). 


ar x? 


Die Annahme f(x) —=e ? gibt auch p(«) = e ?, also mit «= 2a}, 
= 20, 9 —= 2u, ab —n, für »<b: 


(1711) Va (+ + Deore cos 2nau) 
n=1 


ER —yVb er + Ir (nb+u? 4 ew-ur]]. 


liche Methoden verifiziert; darüber scheint nichts weiter bekannt zu sein. Der 
Spezialfall wu—= O von (1711) mit Andeutung des Beweises bereits in Cauchys 
erster Mitteilung über reziproke Funktionen, bull. soc. philomat. 1817, p. 124. 
Oeuvres (2) 7, p. 286 erhält er noch eine etwas allgemeinere Formel, indem er 


a durch aY®, b durch En ersetzt, wo 0 auch komplex sein kann. 
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S. D. Poisson erhält zunächst?) den für 2—= 0 eintretenden 
speziellen Fall der letzteren Gleichung direkt, indem er gleich in die 
Ausgangsformel die Annahme f(x) — e** einführt. Nachher ’?#?) ge- 
winnt er aus der Theorie der trigonometrischen Reihen die allgemeine 


Formel: 


(1712) f fla)da + > ef. cos E Aa)da—=f(0) + Irina) 


n=19g 


und aus ihr durch die spezielle Annahme f(x) — Sec=z die ebenfalls 
der Theorie der Transformation der Thetafunktionen angehörende: 


E D 1 < 
(1713) ++ DSc2nal- BE 


n=1l 
später2158) auch noch durch die Annahme f(x) = exp (— x?) cos2b x 
wieder die Gleichung (1711). 
Die Gleichung (1711) findet sich übrigens auch im Nachlaß von 
©. F. Gauß*"), der folgendermaßen schließt: der Koeffizient von cosnzz 
in der Entwicklung der Summe 


+» 


(1714) Desp (— ak+ 2”) 


k=—» 
läßt sich in 
+x 


? nz nn? 
ee? cosnazz dz = V — exp|— —- 
& a? 


=o® 


umformen (nach (947)). 
Ähnlich schließt Poisson *'%): 


2151) j. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 420. 

2152) j. &c. polyt. cah. 19 (1823), p. 451. 

2153) Paris m&m. 6 (1823 [27]), p. 591 (von 1826). 

2155) Werke 3, p. 436; vom Herausgeber (p. 494) vermutungsweise in das 
Jahr 1808 gesetzt. Vgl. übrigens auch die Rechnung p. 418 (von 1799?). 

2156) In einer Note (Paris mem. 10 (1831), p. 110) zu seinem Referat über 
Jacobis Fundamenta, in der er auseinandersetzt, daß man auf diesem Wege die 
Formeln für die lineare Transformation der elliptischen Funktionen aus ihrer 
Darstellung durch Thetagüotienten ableiten könne. Im Grunde ist übrigens die 
Schlußweise keine andere als die früher °’°) von ihm angewandte; es ist nur 
durch die Einführung des Konvergenzfaktors die Möglichkeit der Vertauschung 
der Reihenfolge von Summation und Integration erzielt. Auch (©. @. J. Jacobi 
selbst hat schon in einer seiner ersten Veröffentlichungen (J. f. Math. (3) 1828, 
p- 307 = Werke 1, p.260) auf den Zusammenhang der hier besprochenen For- 
meln mit der Transformationstheorie der elliptischen Funktionen hingewiesen; 
ebenso später Lebesgue, j. de math. 5 (1840), p. 186. 
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(1715) >; exp (— 4n?r?) cos 2n& 
=0 





Ne 2. 
BE J Zoos 2n(2ra+x2) + 608 2n(2r«e — z)]exp (— a?)d« 
+@ 
1 1— ß! 
=1+ ee 2ß cos Ar« + 2x) + ß% 


1— ß? 
ns 1— 2ßcos(4Ar« — 2x) + pP? 





exp (— a?) de 


und geht dann zu ö—=1 über. Auch erhält er?'5”), indem er seine 
allgemeine Formel (1712) auf die Annahmen 
fe) — sin 2 dis cos 2 


za Ta 


HE PR 








anwendet und die Integralrelationen (968, 970) herbeizieht, den ent- 
sprechenden Beweis für die Transformation der Partialbruchreihen. 


108. Differentiation zu beliebigem Index (vgl. IIA, 2, Voß, 
Nr. 48, p. 116). Schon Fourier selbst*!%®) hat darauf hingewiesen, daß 
man auf Grund der Darstellung einer willkürlichen Funktion durch 
seine Integralformel (790) den „u'® Differentialquotienten einer Funk- 
tion für beliebiges u“ durch die Gleichung 





ar) ED — a SS iroonf x — 5a + 5°) f(a)dads 


— nn —® 


definieren könne. 

Doch macht bereits J. Liouville”"°®) darauf aufmerksam, daß diese 
Formel bei nicht ganzzahligem u ein mehrdeutiges, bei gebrochenem 
u mit geradem Nenner überdies ein komplexes Resultat ergebe ?16°); 
und daß man auch nicht untereinander übereinstimmende Resultate 
erhalte, wenn man an ihrer Stelle die Formel (792) benutze.?!') Er 
hat ihren Gebrauch daher zuerst ganz vermieden; später?!) schlägt 
er vor, an ihrer Stelle diejenige Modifikation zu benutzen, bei der 
eine Integrationsgrenze endlich genommen wird. 


2157) p. 116. 


2158) Theorie de la chaleur, Paris 1822, Nr. 422 = Oeuvres 1, p.508. Daraus . 


bei @. Peacock, Brit. ass. rep. 3, für 1834, p. 218. 
2159) j. ec. polyt. cah. 21 (1832), p. 124; J. f. Math. 12 (1834), p. 287. 
2160) J. f. Math. 13 (1834), p. 221. 
2161) Ib. p. 222. 
2162) Ib. p. 222. Er will untersuchen, unter welchen Umständen die so ge- 
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109. Funktionen großer Zahlen. Unter diesem Namen pflegt 
man eine Gruppe von Untersuchungen zusammenzufassen, die das Ver- 
halten analytischer*1%) Funktionen einer Variabeln » für große Werte 
derselben auf anderem Wege als durch direkte Entwicklung nach fallen- 
den Potenzen von n festzustellen suchen; sei es, daß es sich um Funk- 
tionen handelt, die eine solche Entwicklung überhaupt nicht zulassen, 
oder daß die vorliegende Darstellung der Funktion Zwischenglieder be- 
nutzt, die nicht so entwickelt werden können. 

P.S.de Laplace*%) scheint der erste gewesen zu sein, der bemerkt 
hat, daß das Problem sich angreifen läßt, wenn es gelingt, die Funktion 
durch ein bestimmtes Integral 


zn) am) =ft@) p@rdz 


wonnene Definition mit der von ihm selbst bevorzugten übereinstimmende Re- 
sultate gibt, beachtet aber nicht, daß er dazu erst die Frage beantworten müßte, 
unter welchen Umständen die von ihm vorgenommenen Vertauschungen von 
Grenzübergängen erlaubt sind. 

2163) Von der asymptotischen Darstellung zahlentheoretischer Funktionen 
ist hier nicht die Rede; über sie vergleiche man IC 3 (Bachmann), Nr. 5, p. 658. 

2164) Paris mem. 1778[81]; 82[85]; 83[86] — Oeuvres 9, p.422, 444; 10, p.209, 
295; dann in der theorie analytique des probabilites, Paris 1812 = Oeuvres 7, 
p. 89. — Eine Darstellung des Verfahrens von Laplace findet sich auch bei 
S. F. Lacroix, trait& des differences et des series, Paris 1800, p. 462 — traite 
du caleul diff. et du caleul int. 2me &d., 3, Paris 1819, p. 502; die Ableitung der 
Formel (1721) auch bei A. M. Legendre, exerc. de calcul int. 1, Paris 1811, p. 343; 
eine übersichtliche Darstellung, samt Anwendung auf die asymptotische Dar- 
stellung von B(m, n), wenn m und n beide groß sind, auch bei A. de Morgan, 
Diff. and integr. cale., London 1836/41, p. 603. De Morgan bestimmt auch den 
asymptotischen Wert von I’(n-+1) selbst auf diesem Weg, indem er — was 
freilich noch zu rechtfertigen wäre — das Maximum nicht von p, sondern von 
fp" nimmt. Ebenso Liouville, J. de math. 11 (1846), p. 465, und mit geringer 
Abänderung auch A. Cauchy, Paris C. R. 19 (1844), p. 68 = Oeuvres (1) 8, p. 259. 

In ähnlicher Weise wie die einfachen Integrale behandelt Laplace auch die 
entsprechenden Doppelintegrale (Theorie analyt. des probabilites, Livre 1, 2. partie, 
chap. 1, Nr. 28 — Oeuvres 7, p. 105/110) sowie schon früher (und zwar gleich für 
mehrfache Integrale, aber zum Teil fehlerhaft): Paris M&m. 1782[85] = Oeuvres 
10, p. 230/235. 

W. R. Hamilton, Dubl. proc. 7 (1842/43), p. 420 gibt Andeutungen über Aus- 
dehnung des Verfahrens von Laplace auf Doppelintegrale der Form: 


r x 
*V" far fer" uons (2YnruV)du, 
0.0 


wo U, V sich nach Potenzen von 4°? mit ganzzahligen Exponenten entwickeln 
lassen. 
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darzustellen, in dem f und g von n unabhängige Funktionen von x 
bedeuten. Es überwiegen nämlich dann die Beiträge derjenigen Teil- 
intervalle, in welchen p(x) seinen größten Wert annimmt, die der 
übrigen um so mehr, je größer n ist. Bei Abschätzung der ersteren 
sind zwei Fälle zu unterscheiden. Wenn an der Stelle x, des Maxi- 
mums 9’(z,) #0 ist, führt er eine neue Integrationsvariable t durch 
die Gleichung 

(1718) yz=fa)yar— Wer 

ein, in der 4, den Wert von y für «== x, bedeutet; durch Reihen- 
umkehrung kann er dann x und dx/di nach Potenzen von # ent- 
wickeln und so für ®(n) eine Entwicklung nach Integralen der Form 


(1719) Semat 

erhalten. Diese Integrale sind zunächst von = 0 bis zur (Grenze 
des Gültigkeitsbereiches der Entwicklung zu nehmen; aber eben weil 
nur die Umgebung von {= 0 einen wesentlichen Beitrag liefert, kann 
er sie bis {= oo erstrecken, so daß sie sich durch I-Funktionen 
ausdrücken lassen. So erhält er für ®(n) einen Näherungsausdruck, 
dessen erstes Glied 


ist, während jedes folgende aus dem ihm unmittelbar vorhergehenden 
durch Multiplikation mit einer Größe der Ordnung n”! erhalten wird. 

Wenn aber an der Stelle des Maximums g’(x,) = 0 ist, ist die 
Reihenumkehrung in der vorher benutzten Form nicht möglich. Ist 
etwa noch 

(= 9. ya) = 0, 

so substituiert Laplace 
(1720) y-y% ep (—#*') 
und erhält so entsprechende Resultate; für u — 1 wird das Anfangs- 
glied : 
(1721) Viry 
» . V- Y 
und jedes folgende entsteht aus dem ihm unmittelbar vorhergehenden 
durch Multiplikation mit einer Größe der Ordnung n7 %. 

A. Cauchy*'#) ersetzt, ebenfalls unter der Voraussetzung (x) =, 








2165) Paris mem. 8 (1829) — Oeuvres (1) 2, p. 33; Voranzeige (von 1827) ib. 
p. 29. Im wesentlichen ebenso in einem von H. A. Schwarz entzifferten Frag- 
ment aus dem Nachlaß von B. Riemann, ges. Werke, p. 429 (von 1863). — Die 
Formel (1722) wird aus (1721) erhalten, wenn man in letzterer, unter Berücksich- 
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x durch x, ha t/Vn, p(x) durch e“, w durch w, +" a. — “ und dann die 
Grenzen der Integration ebenfalls durch + 0; so "erhält er als erste 
Annäherung: 


(1722) ER an fogo" 





Dieses Resultat überträgt er sogleich auch auf komplexe Funktionen 
und Integration zwischen komplexen Grenzen. Im letzteren Falle 
würde. die Methode zunächst nur verlangen, daß im Punkte x die 
Ableitung von |p(x)| nach der Tangente des Integrationswegs Null 
ist, doch müßte dann reeller und imaginärer Teil getrennt werden. 
Cauchy bemerkt aber, daß die Formeln in derselben Gestalt wie im 
Reellen bestehen bleiben, wenn g’(z,) selbst gleich Null ist, und daß 
man das in vielen Fällen durch erlaubte Abänderung des Integrationswegs 
erreichen kann.?!#) Dem zugehörigen Wert |p(x,)| nennt er dann 
„Prinzipalmodul“ der Funktion p(z). 

Cauchys Absicht bei diesen Untersuchungen war auf die Ermög- 
lichung einer Bestimmung des wahren Konvergenzkreises der Potenz- 
reihe I'®(n) 2* gerichtet?!%), er schließt auch gleich Anwendungen 
auf die Auflösung der Keplerschen Gleichung durch Entwicklung 
nach den Potenzen der Exzentrizität u. dgl. an. Erst einige Jahre 
später ?16®) ist er zu der Erkenntnis gelangt, daß der Konvergenzradius 


tigung von 9 (&,)=0, y” durch die Ableitungen von fund. p ausdrückt und das 
von n% freie Glied gegen das mit n multiplizierte vernachlässigt. 

2166) Den Begriff des verschiebbaren Integrationswegs hat Cauchy hier noch 
nicht explizite, so wenig wie in seinen andern Schriften aus dieser Zeit. Er 
spricht nur davon, daß das Integral noch einen verfügbaren Parameter ent- 
halten solle (p. 38), wählt aber als solchen nachher den Radius des Kreises, auf 
dem er integriert. Über die Veränderung des Maximum Maximorum bei Ände- 
rung eines solchen Parameters enthält ein späterer Aufsatz Cauchys (Paris C. R. 
17 (1843), p. 1215 = Oeurres (1) 8, p. 128; reproduziert auch von Moigno, Legons 
2 (1844), p. 776) noch einige Auseinandersetzungen. Ein noch späterer, Paris 
C. R. 20 (1845), p. 550 = Oeuvres (1) 9, p, 79 zeigt, daß die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für das Auftreten eines Prinzipalmoduls darin be- 
stehen, daß außer p’(«)=0 noch 


a’ yp“(@) 
h Ih p(X) =. 
ist. 

2167) Über die Stellung dieser Untersuchungen Cauchys innerhalb der Ent- 
wicklungsgeschichte seiner Theorie der Funktionen komplexer Variabeln vgl. 
man A. Brill u. M. Noether, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 3 (1892/93), p. 177. 

2168) Turiner mem. lith. von 1831, p. 9 = exerc. d. anal. 2 (1841), p. 54. — 
Die Beziehung dieser Untersuchungen zu den vorher besprochenen deutet Cauchy 
selbst mem. p. 15 — exerc. 2, p. 54 an: der Rest, der bleibt, wenn man die 
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sich aus den Eigenschaften der Funktion bestimmt, und daß die 
Koeffizienten der Entwicklung 


(1723) F(u) = DA, w 


Taylorsche Entwicklung von f(z) mit dem Glied mit z*”! abbricht, ist absolut 
kleiner als das Produkt aus 
|2" | 


IErdel — Ile) 


in das Maximum von f($) auf dem Kreise vom Radius |$]; um eine möglichst 
scharfe Abschätzung zu erhalten, muß man diesen Radius so wählen, daß dieses 
Maximum möglichst klein wird, d. h. eben, man muß den Prinzipalmodul von 
f(&) bestimmen. 

Spätere Untersuchungen Cauchys haben hauptsächlich die genauere Fest- 
stellung der Bedingungen im Auge, unter welchen der Ausdruck (1722) wirklich 
als Näherungswert des zu bestimmenden Integrals betrachtet werden kann. Er 
behandelt zunächst [Paris C. R. 20 (1845), p. 128 = Oeuvres (1) 8, p. 425] die 
folgende Frage: Sei 





Fa) = a) f(y) = DA,a”, 


wo y selbst wieder Funktion von x ist; wenn man f(y) in der Integraldarstel- 
lung (1724) des Koeffizienten A, durch seine Entwicklung nach Potenzen von y 
ersetzt, so erhält man eine Reihenentwicklung für diesen Koeffizienten; wie weit 
wird diese konvergieren? Cauchy zeigt, daß man diese Frage beantworten kann, 
indem man f(y) durch eine Funktion der Form 


>$ RE 
e “er —- 2 oh (beuich 





ersetzt, deren Entwicklungskoeffizienten sämtlich absolut größer sind als die 
entsprechenden Entwicklungskoeffizienten von f(y). Einen analogen Satz gibt er 
dann auch für den Fall, daß die Funktion f von zwei verschiedenen Funktionen 
y und z von x abhängt; speziell für die Annahme 


1—ıx 





(2) yalkık, a Wa, 
das gibt ihm dann den folgenden Satz [p. 214 — 439]: ist 
(8) F(&) = @(«) f(y, 2) 
(4) rw, 2) = Hy", 
1,m 
(8) (0) = ihn", 
so ist 
(6) n u: 0 Na RR 
2 I,m 
wobei das Zeichen A durch An = 1 definiert ist. Für 
(7) a)=(1— x)" 
gibt das: 
> —s+I!-+m 
(8) 4,= m DE ( wir u; ) Hm; 
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sich durch die Integrale 


(1724) A, 5; | Fwu"-!au 
er 
1 

©) fw9a=r@rl,)=ru-Naatn 
wird: s = 
(10) EWR, um. 
Ist endlich noch 

1 u a 
an) p(x) = (1 — ax) Dix), 


za) = 1 — a0)’ X(@) 

und dabei ©(x), X(x) „überall kontinuierlich“ [er brauchte nur zu verlangen 
„innerhalb eines Kreises, dessen Radius größer als 1 ist“], so lautet die Bedin- 
gung für die unbedingte Konvergenz der erhaltenen Doppelreihe einfach 


+ <u 


Bei dieser Untersuchung hatte er, um über den Konvergenzkreis der Ent- 
wicklung (Z4,2” integrieren zu können, s<{1 voraussetzen müssen; in einer 
neuen Redaktion [Paris C. R. 20 (1845), p. 280 — Oeuvres:(1) 9, p. 5] zeigt er, 
daß man diese Bedingung fallen lassen kann, wenn man zuerst über einen Kreis 
von kleinerem Radius integriert und erst in den Schlußformeln auf den Kon- 
vergenzkreis selbst übergeht. Auch bespricht er jetzt [p. 329 = 19] den Fall, 
daß die Entwicklung von f(y, z) nicht unbedingt konvergiert, sondern nur bei 
geeigneter Reihenfolge der Summationen, z. B. wenn man erst nach Potenzen 
von y und die Koeffizienten dieser Entwicklung nach Potenzen von z entwickelt; 
es ergibt sich, daß die Entwicklung von A,, die man erhält, wenn man nur 
den Faktor g(1-+ z) entwickelt, unter den Bedingungen [p. 395 — 52]: 


(13) al ir u jen. Al <ı 


— || 
konvergiert. Daran schließen sich Untersuchungen [p. 696 — 89; vorläufige Mit- 
teilungen p. 477, 481, 552 — 69, 74, 81], in welchen an Stelle der hier benutz- 
ten Größen y oder z der Polarwinkel p von x als Hilfsvariable auftritt, nach 
deren Potenzen zunächst entwickelt wird. Wird in dem Ausdruck des absoluten 
Glieds A, der Entwicklung von f(x) nach Potenzen von & durch das Integral (1724) 


(14) fa) = en) 
gesetzt und der Faktor y(p) nach Potenzen von p entwickelt, so ergibt sich für 
4, eine Entwicklung, die sich in der symbolischen Form schreiben läßt: 


LA 
1—|a| 


ı@| 
1— al 





(12) 





se. Er +0 
2 4 (el) ++ Va) e 
5 2 yo) a rap. 


Dabei ist © so zu wählen, daß die Entwicklung von vY(p) bis p = ® konver- 
giert; ist der Kreisring, in welchem die Laurentsche Entwicklung von F'‘(x) kon- 
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ausdrücken lassen, die entweder über den wahren Konvergenzkreis 


vergiert, hinreichend breit, so kann ma 0—x nehmen, und das Zusatzglied 
fällt dann weg. Wird in diesem Resultat Fix) wieder durch &”"g"(x) f(x) er- 
setzt, na für a eingeführt und für a der Wert 


RE en 


genommen, so daß die Ren von kein Glied zweiter Ordnung ent- 
hält, so wird der Koeffizient von 9” in dieser Entwicklung höchstens von der 


Ordnung - in bezug auf n; man erhält also [p. 701 = 98. Beim Vergleich mit 


(1722) ist zu beachten, daß hier das Integral noch mit 2x dividiert ist. Eine 
spätere Abhandlung (Paris C. R. 29 (1849), p. 47 = Üeuvres (1) 11, p. 139) er- 
läutert den Schluß noch durch den Zusatz: man kann n und ® so wählen, daß 
na” sehr groß, n®® sehr klein wird], wenn der Prinzipalmodul zu @—=1 gehört, 





(16) = lite, 
wobei 
(17) = (OYni”, 


Q von n unabhängig, und |A | < 1 ist. 
Von demselben Ansatz aus gelangt Cauchy auch zu einem neuen Beweis 
der Gleichung (8) [p. 712 = 103]. Wird nämlich 


EN 1 
8) F@o=-(1-7) »@ı(,) 
genommen, so ergibt sich zunächst auf dieselbe Weise wie (15) die Gleichung 
.e 0 
(19) A,=k"p (k exp (- 3)? (% exp (- z)) [sr » 
wo 


= -1"(,°). 


und wenn hier das Symbol der Differentiation nach n vermöge (esp = =1+ a) 


durch das der endlichen Differenz ersetzt und die Operation an dem Binomial- 
koeffizienten ausgeführt wird, wieder die Gleichungen (8) mit (10) [p. 718 = 111.] 

Endlich behandelt Cauchy auch noch die Frage nach der asymptotischen 
Darstellung des Koeffizienten A_m,n von x&”"y" in der Entwicklung einer Funk- 
tion der beiden Variablen x, y nach deren Potenzen; wenigstens für den Fall, 


daß diese Funktion die Gestalt hat: 
_s$ 
(20) F@,9= (1-2) a9, 


wo v noch Funktion von x sein und f(x, y) mit seinen ersten Ableitungen als 
Funktion von y in einem geeigneten Kreisring stetig sein soll [p. 723 = 116]. 
Die Anwendung von (8) gibt dann zunächst für den Koeffizienten A, von y” 
den asymptotischen Ausdruck: 

(21) A,» [sv "fie, v). 


Hier ist nun noch der Wert u von x zu bestimmen, der den Prinzipalmodul 
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selbst oder über einen zu ihm konzentrischen Kreis von kleinerem 
Radius zu nehmen sind. Die asymptotischen Werte für das Integral 
(1724) lassen sich in zwei Fällen leicht gewinnen: wenn der Integra- 
tionsweg durch eine Nullstelle v—=re' von F’(u) gelegt werden 
kann, so setzt Cauchy?'®): 


(1725) ur". F(u) = er" y(p), 
so daß er zunächst erhält: 
ayVn 


1 p { 2 -ap In: 
(1726) a 2) +7(- 2))e » dp; 
die erste Näherung ergibt sich dann, indem die variablen Werte von 
x(p) durch den Wert für y—=0 ersetzt und die Integration bis &© 
ausgedehnt wird, weitere, indem weitere Glieder der Entwicklung 
von y nach Potenzen von p zugezogen werden. Wenn andererseits 
F(u) auf dem Konvergenzkreis nur einen singulären Punkt «, hat, in 
dessen Umgebung 


(1727) FaW)= (1-5) Tı@ 


gesetzt werden kann, wo f, regulär und s< 1 ist, so ergibt sich durch 
die Benutzung der Entwicklung von f,?'®*): 


von x” v”” liefert, und dann die Formel (16) anzuwenden; das gibt: 


(22) > Rn [s], u" o”" re ‚ eg E n (- 2)... 





Zur Bestimmung von u, v kann dabei das Gleichungspaar 
za9oF yor 


(23) F=0, Er ae Pe 
dienen. 

2169) Paris ©. R. 20 (1845) = Oeuvres (1) 9, p. 9. Die Rechnung mit 
Funktionen von Differentialsymbolen, deren sich Cauchy hier bedient, ist nur 
Aufputz und für die Sache selbst nicht wesentlich. Er hat übrigens hier, auf 
Grund der inzwischen erschienenen Untersuchung Laurents, die allgemeinere 
Voraussetzung, daß die Entwicklung (1723) auch Glieder mit negativen Exponen- 
ten enthält; für die Bestimmung der asymptotischen Wertes dieser letzteren 
kommen dann die auf der inneren Begrenzung des Konvergenzringes gelegenen 
singulären Punkte in Betracht. Daß man zur Abschätzung des allgemeinen Glie- 
des bzw. des Restes der Reihe (1723) nicht immer am zweckmäßigsten über den 
Konvergenzkreis selbst integriert, bemerkt Cauchy bereits im Turiner mem. p. 16, 
unter Hinweis auf seine früheren Untersuchungen. 

2169®) Paris C. R. 20 (1845) — Oeuyres (1) 9, p. 102; im wesentlichen ebenso 
Paris C. R. 34 (1852) = Oeuvres (1) 11, p. 387. Einige weitere Ausführungen 
dazu bei @. W. Hill, Amer. J. of math. 6 (1884), p. 125. 

87” 
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+7 


—n+m + (m) 
A, MER PIE 1)" Uy fı (0) ezrri(] ER ei) s+mdp 


2z.m! 





m Rap 
RL n 1m a) ( Ne mEiS, 
ie Sa ) ha * m! N ) ’ 
m 


und hier ist der Quotient jedes Gliedes durch das folgende von der 
Ordnung n. Dabei ist nicht einmal erforderlich, daß die Entwicklung 
von f, längs des ganzen Integrationswegs konvergiert; man muß nur, 
wenn das nicht der Fall ist, ein Restglied hinzunehmen, dessen Dar- 
stellung durch das Cauchysche Integral, wie Cauchy selbst bemerkt 
hat?!#»), die Abschätzung gestattet. 


110. Auflösung von Integralgleichungen. Zu solcher hat R. Mur- 
phi die trigonometrischen Entwicklungen herangezogen: um die Glei- 
chung 


(1728) ro cos atdt = Fa) 
0) 


nach f(f) aufzulösen, benutzt er?!) die Entwieklung (277) von 
cos at nach den Cosinus der ganzzahligen Vielfachen von f und setzt 
auch für /(f) eine solche Entwicklung an: 


(1729) f)—-+o+ Dooosnt. 
n=1i 
Ausmultiplikation ergibt dann: 
4 0) 6-1 r N 
(1730) F(a) = sinaz 2 


also für a—=n: 
„=-F(n). 


O. Schlömilch °*"") löst die Funktionalgleichung auf 


(1731) f(&) — feerlWau 


2169») An der letztgenannten Stelle, p. 401. 
2170) Cambr. trans. 5, (1835), p. 380. p. 382 trägt er nach: man müsse noch 
einen „appendage“ beifügen, nämlich die allgemeinste Lösung der Gleichung: 


zt 
[ro cosatdt =. 
0 


Diesen stellt er durch divergente Reihen dar. 
2171) Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 142. 
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7 p(t) cosut 
al Es v(t) and 


wo g(t) + igp(t) = f(— it) ist. 


L. Euler?) setzt zur Lösung der Funktionalgleichung: 


(1732) 20 nz — f(22) 


aureh 


trigonometrische Reihen an. Es stellt sich heraus, daß alle Glieder 
mit höheren Vielfachen wegfallen müssen, so daß man sinz und 
1— cosz als partikuläre Lösungen erhält. 

Ein weiteres Beispiel für die Auflösung einer Funktionalgleichung 
durch Verwendung trigonometrischer Reihen bei W. Thomson Lord 
Kelvin.''*?) 


111. Integration von Gleichungen mit gemischten Differenzen. 
D. F. Gregory?'®) Re die Gleichung: 


(1733) 9 — Mu@—h,t), 
in der das Zeichen A durch Au = u(z + h) — u(x) definiert ist, oder 
6° a 
FARBEN PER 
zuerst symbolisch durch 


(1734)  u=exp ( 





A LIe 2) + (re x); 


und indem er p und % durch ihre Fouriersche Integraldarstellung er- 
setzt, die Operationen unter dem Integralzeichen ausführt und schließ- 
lich noch f und F für v-+-g und y — 9 schreibt, durch 


(1735) au [fo (2tsin ")eos(&2 — Eu) f(«) dadE 


+ Jin 2tsin N) sin (&e— &u) F(o)dadk. 


112. Gaußsche Summen. P. @. Lejeune-Dirichlet hat die Bestim- 
mung der Summen 


(1736) - I. Hrn 


2172) Petrop. n. comm. 16 (1771), p. 151. 
2173) Cambr. math. j. 1, (1838) p. 59. 
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auf die der Summe 


no 


(1737) Fix) = 223 COSNx 
n=0 
zurückzuführen gelehrt.”'“) Die Gleichungen (955) geben nämlich 
+» ® 
0 x 2 
(1738) fi RE Fla)de — - (G+B); 


wird links zuerst nur von -— (4k+1)x bis + (4k+1)x integriert, 
das so entstehende Integral durch Einschaltung der Zwischenwerte 
(2 + 1)x in Teilintegrale zerlegt und diese alle auf dieselben Gren- 
zen transformiert, so läßt sich die Summation unter dem Integral- 
zeichen und dann der Grenzübergang zu k—= & ausführen, und man 
erhält 


1+ cos 
(1739) + H= — * | Fo) 
ER Ym sin “u 
2 


m 


Ki Aden 
Hase Helen 


un 
AN en, 


dabei ist mit [«] die größte ganze Zahl bezeichnet, die nicht größer 
als « ist, und in den Summen ist das letzte Glied nur halb zu neh- 
men, wenn = bzw. I 


> selbst eine ganze Zahl ist. 
Wird 


I für n<m 
» 210 „ın2m 
genommen, so wird: 

F(@)=0 für O<k<m, 


Mm 


und man erhält die Werte der Gaußschen Summen. ?!”5) 


2174) Berl. Abhandl. f. 1835, p. 401 = Werke 1, p. 249; kürzere franz. Fas- 
sung J. f. Math. 17 (1837), p. 61 = Werke 1, p. 264; Auszug j. de math. 3 (1838), 
p- 2. Reproduziert ist Dirichlets Untersuchung von M. Ohm, System der Mathe- 
matik 9 (Nürnberg 1852), p. 354 und von O. Schlömilch, Studien 2, p. 62. Vgl. auch 
die Darstellung bei A. Kramer, Programm Gymnasium Nordhausen 1845, p. 17. 

2175) Vgl. über diese IC3, Bachmann, Nr. 2, p. 644 sowie ITA 3, Brunel, 
nr. 20, p. 187. | 


113. Sukzessive Evolventen ebener Kurven. 1353 


A. Cauchy kommt zu diesen von der Transformationstheorie 
us.?') Wird in der Gleichung (1711) 


2ni ni 
a? = u? — —, "= +—,u=0 

gesetzt, so wird ß mit « zugleich null und in erster Annäherung 
2ß=n«. Wird dann in jener Gleichung beiderseits mit »« multi- 
pliziert, so erscheinen links die Glieder der Sunime 

n—1 

2, 2rı 

(1740) Zerp (-- >. ); 
jedes multipliziert mit einer Reihe, die als Näherungswert des Pro- 
dukts aus Ya in das Integral 


a 


(1741) ie: (— 2?) dx 
Y B 

betrachtet werden kann, und rechts die Summe 1-+ exp (— 7) j 
multipliziert mit einer Reihe, die ebenso als Näherungswert des Pro- 
dukts aus Yb in dasselbe Integral betrachtet werden kann; das gibt 
dann die Gaußsche Formel in der Gestalt: 

n—1 
(1742) Diexp (— a - an "Yn (1 — exp (— )) 

v=0 

113. Sukzessive Evolventen ebener Kurven. Sei ein singulari- 

tätenfreier Kurvenbogen gegeben; die Tangenten in seinen Endpunkten 
seien zueinander rechtwinklig. 6, sei der Winkel, den die Tangente 
in einem beliebigen Punkte mit der Tangente in einem Endpunkt 
bildet; der Krümmungsradius o, in diesem Punkte sei als Funktion 
von 6, in eine Reihe nach den Sinus der ungeraden Vielfachen ent- 
wickelt: 


(1743) 0= >, B, sin (2n+1),. 
n=ÜV 


Wird die Kurve vom Punkte 3,= - aus abgewickelt und der Krüm- 


mungsradius der Evolvente als Funktion des Winkels ®, ihrer Tan- 
gente mit der andern Anfangstangente der en Kurve betrachtet, 


so ergibt sich wegen de, = 0,40, , = 5 — dh: 
(1744) DIE sin (2n + 1)0,. 


2176) Paris C. R. 10 (1840), p. 563 —= J. de math. 5 (1840), p. 158 = Oeuvres 
(1) 5, p. 156. — Paris C. R. 10, p. 719 = Oeuvres (1) 5, p. 199. Verallgemeine- 
rungen auf andere „alternierende“‘ Summen von Einheitswurzeln. 
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Wird von dieser Evolvente wieder in geeigneter Weise die Evolvente 
genommen usw., so wird für die m‘ Evolvente: 








— 17 B 
(1745) Inc ara sin (22 + 1)0,; 
also die Koordinaten eines Punktes dieser m” Evolvente: 
(1746) = J 0, cos 0,,d0, 
(— 1""B, an + 1—ncos(2n+2)0.— (n+1)c0s2n0,, 
— #0 (1 — cos 20) + 2% (Zn + 1)” n(n +1) 
0 
(1747) Yı -/o sın 0,,d6,, 
0 
"78. net (— 1""B, a + 1) sin 2n0,, — nsin (2n + 2)0,, 
N v7 (9 2 sin 20) +Dd (2n + 1)” n(n + 1) 


Daraus ergibt sich: 
(1748) limz„— #8 (1— 00820), liny„— = (26 — sin 20). 


Im wesentlichen so beweist S. D. Poisson?'"”) die Behauptung von 
Johann I. Bernoulli, daß diese sukzessiven Evolventen sich mit wachsen- 
dem m immer mehr der Gestalt einer Zykloide nähern. 

Noch mehr vereinfacht ist die Darstellung bei Puiseux?''®), der 
aus lim vr, —= A, cosu oder —= A, sinu sogleich schließt, daß es sich 
um eine ne Zykloide handelt. 


2177) J. Ee. polyt. cah. 18 (1820), p. 431. Poissons Darstellung ist dadurch 
unnötig umständlich, daß er wegen der in Note 660 erwähnten Bedenken sich 
nicht getraut, schon den Krümmungsradius der Ausgangskurve durch eine der- 
artige Reihe darzustellen. 

2178) J. de math. 9 (1844), p. 398. 


(Abgeschlossen im Mai 1914.) 
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A | 


| dung der Iterationsrechnung auf die 
Abbild, arithmetisches — einer ebenen | 


Auflösung der Funktionalgleichung 


Kurve und Funktionsbegriff 1, 3; line- | 
are Punktmenge als geometrisches — 
eines Bereiches einer reellen Veränder- 
lichen 8; monotone oder nicht mono- | 
tone diskontinuierliche -ungen des 
Linearkontinuums 40. | 


von — 794; -sche Funktionalgleichung 
803; -sche Konvergenzuntersuchung ge- 
wisser trigonometrischer Reihen 829; 
-sche Konvergenzuntersuchung der Bi- 
nominialreihe 844. 


‚abgegrenzt, -es Integral 90. 


Abbildbarkeit, eindeutige stetige — abgekürzt, -es Verfahren zur Bestim- 


der Punkte einer Strecke auf diejenigen 
eines Quadrats 47; ein-eindeutige — | 
des n-dimensionalen Kontinuums auf, 


das eindimensionale 47. 


mung der Komponenten von periodi- 
schen Naturerscheinungen aus Beo- 
bachtungen von Extremen 672. 


abgeleitete Potentiale 470. 


Abbildung, durch eine Pfaffsche Glei- abgeschlossen, (parfait) -er Bereich 


chung vermittelte — einer nicht line- 
aren partiellen Diff.-Gl. 1.Ord. miteiner 
Unbekannten 352; — eines Involutions- 
systems vermittelst einer Pfaffschen 
Gleichung 358; Invarianz der Trans- 
formationsgruppe bei -en 402; konfor- 
me — geradlinig begrenzter Polygone 
auf die Kreisfläche 495, 496; — der 
Schnittkurve einer Fläche und eines 
Kreiszylinders aufeinen konzentrischen 
Zylinder vom Radius 1 oder auf eine| 
Ebene 51. | 
Abdank-Abakanowicz,Integraphvon 
— 131. | 
Abel, -sche Form exakter Differentiale | 
algebraischer Funktionen 93; Theorie 
der -schen Funktionen von Clebsch u. 


Gordan 93; Reihe von — in der Funk- | A 


tionalrechnung 783; -s Inversion einer 

speziellen Integralgleichung 807; Funk- | 

tionalgleichung von — 791; Anwen- 
Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 


2 


von n-Veränderlichen 45, 45. 


abklingende Funktionen, — in der 


Integraldarstellung der zu einer ge- 
gebenen Funktion reziproken Funktion 
1142. 


Abkühlung, Problem der — einer 


Kugel 1051. 


Ableitung, — einer endlichen eindeu- 


tigen Funktion f(x) an der Stelleew—= a 
21, 21; 60; -srechnung 60; Rechnen mit 
-en zu beliebigem Index in der Funk- 
tionalrechnung 770; aufeinanderfol- 
gende -en eines Differentialausdrucks 
n* Ordnung 779; — einer Funktion 
von Linien 787, siehe Differential- 
quotient. 


bschätzung, — eines Integrals mit- 


tels der beiden Mittelwertsätze 97; 
— des Integrals F f(x) cosAxdx nach 


der Größenordnung von A-!, 1064. 
58 
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absolut-konvergent, siehe konver- 


gent. 
abteilungsweise, — differenzierbare 
Funktion 21; Eigenschaft, die eine 
Funktion — besitzt 21; — monotone 
Funktion 22; Dirichletscher Konver- 
genzbeweis für die trig. Entwicklung 
einer — monotonen Funktion 1038. 
accessorisch, -es System von linearen 
Differentialgleichungen 633 (durch 
Variation der Lagrangeschen Glei- 
chungen des allgemeinen isoperime- 
trischen Problems entstanden). 
Achsen, Funktionen der großen — 876, 
1081; vgl. Axe. 
Additionstheorem, — der Kugel- 
funktionen 1. Art 713; — der Kugel- 
funktionen 2. Art 724, 724; — für Er- 
weiterungen von Kugelfunktionen 731; 
— der Lameschen Funktionen 735; 
— der Zylinderfunktionen 1. u. 2. Art 
751; Verallgemeinerung diesesletzteren 
Theorems 751; — als Funktionalglei- 
chung zur Definition von verschiedenen 
Klassen von Funktionen 800. 
adjungiert, einem Rationalitätsbereich 
-e Funktion 288; -e Funktion = zu- 
geordnete Kugelfunktion 10; Bei 
gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen: Einem‘ linearen System 
gew. Diff.-Gl. nt" Ord. -es Jacobisches 
lineares System totaler Diff.-Gl. n'* 
Ord. 246, 274; einem Lieschen System 
-es lineares System gewöhnlicher Diff.- 
Gl. 277; zu einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung nt" Ord. -e Lagrange- 
sche Diff.-Gl. 256, 270, 272; zu dem 
Differentialausdruck P(y) -er Ausdruck 
270; geometrische Interpretation der zu 
einer gewöhnlichen linearen homogen. 
Diff.-Gl. n!® Ord. -en Diff.-Gl. vom 
projektiven Standpunkt aus 271; sich 
selbst -e gewöhnliche lineare Diff.- 
Gl. nt Ord. 270, 2”. Bei par- 
tiellen Diff.-Gl.: Das einem voll- 
ständigen Systeme linearer partieller 
Diff.-Gl. -e System totaler Diff -Gl. 
317; zu einer linearen partiellen Diff.- 
Gl. 1. Ord. -es System gew. Diff.-Gl. 
312; invariante Verknüpfung eines 
Systems totaler Diff.-Gl. mit der -en 
Schar infinitesimäler Transformationen 
318; sich selbst -e lineare partielle 
Diff.-Gl. 2. Ord. 511, 511, 513, 514, 540; 





absolut-konvergent — d’Alembert 


zu einer partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. 
(einem Differentialausdruck) -e Diff.- 
Gl. (-er Differentialausdruck) 514; zur 
elliptischen Diff.-Gl. 2. Ord. -e Diff.- 
Gl. 515; zur hyperbolischen Diff.-Gl. 
2. Ord. -e Diff.-Gl. 517; allgemeine 
lineare sich selbst -e Diff.-Gl. 2. Ord. 
vom elliptischen Typus 540; Algorith- 
mus der -en linearen Differentialaus- 
drücke bei der Frage, wann eine Diff.- 
Gl. aus einem Problem dJ„—=0 her- 
vorgegangen ist 586; Algorithmus der 
-en linearen Differentialausdrücke zur 
Ableitung der Jacobi-Hesseschen The- 
orie in der Variat.-Rechg. 591; -e 
Gruppe, Integration eines Lieschen 
Systems gew. Diff.-Gl. mit Hilfe der 
des -en linearen Systems, für das die 
zugehörige Gruppe die — — der dem 
Lieschem System assoziierten Gruppe 
ist 277; die zu einer Gruppe @ — — 
424, 

Adjungierte, — einer Operation 778; 
Lagrangesche — 270, 778; — der ersten 
Zeile 272. 

Ähnlichkeit, — zweier Gruppen 413, 
436; Kriterien für die — zweier Grup- 
pen vermöge einer Berübrungstrans- 
formation 413. 

äquivalent, -e Systeme gew. Diff.- 
Gl. derselben Klasse 282; zu einem Sy- 
stem gew. Diff.-Gl. -e lineare homogene 
partielle Diff.-Gl. 232, 312; zwei -e 
partielle lineare Diff.-Gl. 2. Ord. 
384; Integral- eines Systems linear 
unabhängiger totaler Diff.-Gl. 307; all- 
gemeinste und singuläre Integral -e der 
Pfaffschen Gleichungen A=0, 326, 327; 
mit dem Pfaffschen Ausdruck A -er 
Ausdruck A’ 327. 

Äquivalenz, — eines Integrationspro- 
blems mit einem Transformations- 
problem 235. 

Äquivalenzproblem, — für Systeme 
gew. Differentialgleichungen von der- 
selben Klasse 235, 282; — für gewöhn- 
liche Diff.-Gl. nt" Ord. 259, 284, 285 
bis 288. 

Aggregat, Pfaffsches — (a, @, ... &,) 
323. 

Aktion, Prinzip der kleinsten — als Pro- 
blem der Variationsrechnung 623; Ja- 
cobisches -s-Integral 624. 

d’Alembert, -sche Diff.-Gl. 1. Ord. 242; 


Algebra — Anfangswerte 


das -sche Prinzip in seiner Beziehung 
zum Hamiltonschen vom Standpunkt | 
der Variationsrechnung aus 624; -sche 
Lösung der Diff.-Gl. der Saitenschwin- | | 
gung 557. | 

Algebra, formale Auffassung der — | 
(Cambridger Schule) 835. 

algebraisch, Eulersche -e Funktion 
4; Theorie der -en Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen von Puiseux 
und Cauchy 1020; -e Integrale 92, 
in homogenen Koordinaten 93; Aron- 
holdsche Darstellung der Integrale -er 
Funktionen 93; -e Integration gew. 
Diff.-Gl. 232; -e Integration gew. Diff.- 
Gl. 1. Ord. 240, 245; -e Integrale gew. 
Diff.-Gl. 240, 241; -e Systeme gew. 
Diff.-Gl. 1. Ord. 208; Normalform sol-. 
cher Systeme 208; -e gewöhnliche Diffe- | 
rentialgleichungen 1. Ord. 210; -e Sin- 
gularitäten der Lösungen eines Systems 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 208; — integrier- 
bare gew. Diff.-Gl. n‘“* Ord. 291; 
verzweigte Differentialkoeffizienten ei- 
nes Systems gew. Diff.-Gl. 206; -e Sy- 
steme partieller Differentialgleichun- 
gen beim Existenzbeweis von Lösungen 
eines gew. Diff.-Systems 298, Übertra- 
gung des Irreduzibilitätsbegriffs der 
Algebra auf solche Systeme 298; -e 
Größen 765. 

algebroid, Fall eines Systems gew. 
Diff.-Gl. 1. Ord. mit -en Differential- | 
koeffizienten 208. 

Algorithmen, Definition von Funk- 
tionen durch unendliche — 32, 32; 
— von Leibniz und Lagrange als An- 
fang der Funktionalrechnung 764; Ja- 
cobis kettenbruchähnliche — und ihre 
Verwendung zu astronomischen Fragen 
1073. 

allerkürzeste Verbindungslinie zweier 
Punkte durch eine geodätische Linie 
637. 

allgemeines Integral einer Diff.-Gl., 
siehe Integral. 


Allgemeinheitsgrad der Lösungen 
gewisser Diff.-Gl. 1208. 

alternierend, Grenzübergang durch 
-es Verfahren bei der Lösung von Rand- | 
wertaufgaben in der Potentialtheorie | 
für kompliziertere Bereiche 500; -es 
Verfahrens beim Existenzbeweis für | 
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Lösungen von Diff.-Gl. des elliptischen 
Typus für beliebige Gebiete 527, 527. 

Ampere, -scher Mittelwertsatz für 
eine Funktion f(x) 67; Ausdehnung des 
-schen Mittelwertsatzes für ein System 
von n-Funktionen 67; Ausdebnung auf 
höh. Diff.-Quot. 68; -sche I. Klasse ein. 
part. Diff.-G1.302; -sche Form einer 
partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. 367; Ver- 
allgemeinerung dieser -schen Diff.-Gl. 
für eine partielle Diff.-Gl. n‘" Ord. 
374; Analogon zur -schen Diff.-Gl. im 
Falle linearer Systeme partieller Diff.- 
Gl. 383; -sche Interpolationsfunk- 
tionen zu einer Erweiterung der Taylor- 
schen Entwicklung 77. 

"Amplitude, — der rechts(links)- ‚seitigen 
Oszillationen einer Funktion an einer 
Stelle a 30; — einer einfachen har- 
monischen Schwingung 643. 

|Amslersche Planimeter 128; — Polar- 
planimeter 130; -sches Pfäzisionsplani- 
meter 131. 

Analysatoren,harmonische — 133,690 

Analyse, harmonische — der Gezeiten 
667, 668 ff.; harmonische — 644. 

analytisch, -erAusdruck einer Funk- 
tion f(x) 3, 4, 6, 7; Weierstraßsche -e 
Funktion 7; Grenzfälle -er Funk- 
tionen 8; -e Funktion einer reellen Ver- 
änderlichen und unbeschränkt differen- 
zierbare Funktion 24, 80; -es System 
gew. Diff.-Gl. 196, 200; -er Charakter 
der durch partielle Diff.- Gleichungen 
definierten Funktionen 533; für einen 
Wert x, -reguläre Lösung eines Systems 
linearer totaler Diff.-Gl. 1. Ord. bei 
komplexen Variabeln 197; Approxi- 
mation nicht -er stetiger Funktionen 
mit beliebiger Genauigkeit durch ana- 
lytische 535; -e Fortsetzung (siehe 
Fortsetzung); Randwertaufgaben bei 
-en Randkurven 501; -e Darstellung 
des reellen und imaginären Bestand- 
teils einer Funktion komplexen Argu- 
ments 1311. 

Anfangsbedingungen bei der Lösung 
partieller Diff.-Gl. 1183, Anpassen von 
Lösungen partieller Diff.-Gl. durch 
bestimmte Integrale an gegebene — 
1215. 

Anfangswerte (Anfangsbedingun- 
gen). Eindeutige Bestimmung der 
Integrale eines Systems gewöhnlicher 

88* 
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Diff.-Gl. 1. Ord. durch die — 203; ge- 
wöhnliche singuläre — eines Systems 
von gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 206; —, für 
welche die Differentialkoeffizienten 
eines Systems gew. Diff.-Gl. meromorph 
und unendlich sind 206; —, für welche 
einige dieser Diff.- Koeffizienten alge- 
braisch verzweigt sind 206; außerge- 
wöhnliche — bei beliebigen Systemen 
gew. Diff.-Gl. 223. 

Anfangszustand, Sinn der Lösung 
von part. Diff.-Gl. für dem — voran- 
gehende Zeiträume 1253. 

angenähert, —e Berechnung der I- 
Funktion 165. 

Annäherung, — eines von einem Punkt 
&, ausgehenden Weges Ü an einen 
Punkt x, 204, Methode der sukzessiven 
—en zum Existenzbeweis von Inte- 
gralen eines Systems gew. Diff.-G1. 199, 
Übertragung auf das komplexe Gebiet 
200. 

Anomalie, die mittlere — durch die 
wahre ausgedrückt 893; Entwicklung 
der wahren — nach den Sinus der Viel- 
fachen der exzentrischen 892; die wahre 
— durch die mittlere ausgedrückt 894; 
Entwicklung der exzentrischen — nach 
den Sinus der Vielfachen der wahren 
896; Entwicklung der cosinus und si- 
nus der Vielfachen der exzentrischen — 
nach den Funktionen der Vielfachen 
der mittleren, und umgekehrt 897; Ent- 
wicklung der Produkte von Potenzen 
von Cosinus und Sinus der exzentri- 
schen Anomalie 900; Entwicklung der 
Störungsfunktion zuerstnach den Funk- 
tionen der exzentrischen — und dann 
nach denen der mittleren — 1074; Ent- 
wicklung der Störungsfunktion nach 
der wahren — des einen und der ex- 
zentrischen — des anderen Planeten 
1075. 

Anpassung, — der Lösung einer part. 
Diff.-Gl. durch ein best. Integral an 
gegebene Anfangsbedingungen 1215. 

Anziehung, Körper größter — 485. 

Apparate (vgl. Rechenschieber, Tabel- 
len, Schablonen, Analysatoren, Plani- 
meter, Integraphen), — zur Zusammen- 
setzung von harmonischen Kompo- 
nenten verschiedener Periode 689; — 
zur Zusammensetzung beliebiger (auch 


unharmonischer) Komponenten von ge- | 


! 





Anfangszustand — arithmetisch 


gebener Periode, AmplitudeundPhasen- 
konstante (tide-predicter) 690; — zur 
Trennung verschiedener Perioden und 
Aufsuchung versteckter Periodizitäten 
692. 

Appellsche Polynome 785; Entwick- 
lung einer Funktion f(x) nach -schen 
Polynomen 806. 

Approximation, Methode der — durch 
Polygone bzw. Polyeder zum Existenz- 
beweis der Greenschen Funktion eines 
ebenen Gebietes 495, 496, 561; — nicht 
analytischer stetiger Funktionen durch 
analytische 535; Auflösung der Nor- 
malgleichungen bei der harmonischen 
Analyse durch sukzessive -en 669, 671; 
Methode der Integration durch — in 

der Astronomie 892; 893. 

Approximationen, Methode der 
sukzessiven —, zum Beweis der Exi- 
stenz von Integralen eines Systems gew. 
Diff.-Gl. unter best. Anf.-Bedingungen 
198, Übertragung auf das kompl. Ge- 
biet 200; — für Randwertaufgaben bei 
einer gewöhnlichen Diff.-Gl. 2. Ord. 
457; — für Randwertaufgaben bei 
Systemen von gew. Diff.-Gl. 2. Ord. 
458; — in ihren Beziehungen zu Rand- 
wertaufgaben beigew. Diff.-Gl.458; Dar- 
stellung der Lösungen von gew. Diff.- 
Gl 2.Ord. durch die — bei Randwert- 
aufgaben 459 ff.; — zum Existenz- 
beweis der Lösungen von partiellen 
Diff.-Gl. 2.Ord. des elliptischen Typus 
für hinreichend kleine Gebiete 524; 
— zusammen mit der Methode der 
ringförmigen Gebietserweiterung zum 
Existenzbeweis der Lösung derartiger 
Dif.-Gl. für beliebige Gebiete 528; — 
bei Diff.-Gl. 2. Ord. des hyperbolischen 

' Typus 530, 552; — zum Nachweis des 
analytischen Charakters der Lösungen 
linearer partieller Diff-Gl. 2 und 
höherer Ord. mit analytischen Koefä- 
zienten 534; — von Schwarz und Poin- 
car& für Lösungen einer part. Diff.-Gl. 
2. Ord. 546. 

Argumente, — von Beobachtungen 
644, 

aristokratisch, —e Gruppe 4. 

arithmetisch, -es Abbild einer ebenen 
Kurve im kartesischen Koordinaten- 
system 3; -er Ausdruck einer Funk- 
tion 6; -er Punkt einer n-fach ausge- 


arithmetisches Mittel — Ausdrücke 


dehnten Mannigfaltigkeit 44; -geo- | 
metrisches Mittel, siehe Gauß. | 
arithmetisches Mittel, Gaußscher | 
Satz des -s 480; Webers Analogon. 
zum Gaußschen Satz des -s bei der 
Diff.-Gl. Au+ku=0 541; C. Neu-| 
manns. Methode des -s in der Poten- 
tialtheorie 497; — zum Existenzbeweis 
einer und nur einer Lösung der Diff.- 
Gl. Au—k?u=0 bei vorgeschriebenen 
Randwerten 552; — sämtlicher Werte 
unbestimmter Ausdrücke 834, 834; Wert 
einer trig. Reihe an Unstetigkeitsstellen 
der darzustellenden Funktion als — 
der links und rechts der Stelle ge- 
nommenen Grenzwerte 1048. 

Aronhold, -sche Darstellung algebrai- 
scher Integrale 93; -scher d-Prozeß 93, 
Erweiterungen 93, 9. 

Art, Unstetigkeiten erster und zweiter 
— 28, 29; pantachische Unst. zweiter 
— 41, 42; Sprung zweiter — 29, 29; | 
Zwei lineare gew. Diff.-Gl. n'" Ord. 
von derselben — 269; Aufgabe erster 
und zweiter — beim Existenzbeweis 
für Lösungen von Diff.-Gl. des hyper- 
bolischen Typus 530, 532; Ausartung 
erster und zweiter — von Kollineationen 
im Funktionalraum S 778; Cauchys 
reziproke Funktionen erster und zwei- 
ter — bei der Fourierschen Integral- 
formel 1098; Besselsche Funktionen 
erster und zweiter — (siehe Bessel- 
sche Funktionen). 

assoziativ, -es Gesetz einer r-fach 
unendlichen Schar von Transforma- 
tionen 404; -e Eigenschaften der Ope- 
rationssymbole A, d/dx, &, S beim 
Prinzip des Rechnens mit Symbolen 
766; -e Multiplikation von Symbolen 
767. 

assoziiert, zu einem System gewöhn- 
licher Diff.-Gl. 1. Ord. -e lineare ho- 
mogene partielle Diff.-Gl. 1. Ord. 232; 
-e einer gew. linearen homogenen | 
Diff.-Gl. n" Ord. 269; geometrische 
Interpretation der zu einer gew. line- 
aren homogenen Diff.-Gl. -en Glei- 
chungen 271; einem Lieschen System 
partieller Diff.-Gl. -e Gruppe @ 275. 

asymptotisch, -er Punkt(foyer) einer 
Diff.-Gl. 1. Ord. 221; reelle -e Lö- 
sungeneinesSystemsgewöhnlicher 
Diff.-Gl. (speziell der Diff.-Gl. der Dy- 
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namik)228;-eAusdrücke bestimmter 
trigonometrischer Integrale 856, 885; -e 
Ausdrücke gewisser bestimmter Inte- 
grale 1138, 1139, 1107; -e Ausdrücke für 
T'‘(a) 166, 1099; -e Ausdrücke der Koeffi- 
zienten der in der Theorie der ellip- 
tischen Bewegung auftretenden Reihen- 
entwicklungen 901, 902; -e Darstellung 
der Koeffizienten trig. Reihen mit Hilfe 
der Unstetigkeitsstellen der Ableitun- 
gen der dargestellten Funktion 1042; 
-scher Ausdruck der Koeffizienten der 
Entwicklung der Potenzen der wahren 
Distanz zweier Punkte 885; -e Werte 
der Koeffizienten der Entwicklungen 
der Störungsfunktion für große Werte 
der Indizes 1082; -e Ausdrücke für be- 
stimmte Integrale (Funktionen gro- 
ßer Zahlen) 1343 ff.; -e Darstellung 
ausgezeichneter Parameterwerte bei 
gew. Diff.-Gl. 445, 445; -e Entwick- 
lungen bestimmter trig. Integrale 
1140; -e Entwicklungen und Darstel- 
lungen der Zylinderfunktionen 1. u. 
2.Art 748, 749; Theorie der-enReihen 
und Laplacesche Transformation 783 


‚asystatisch, -e Gruppe 418. 
'Attraktionskräfte, mechanische Er- 


mittlung von -n 131. 


‚Aufgabe, -n der Variationsrechnung 


nach 3 Gruppen geordnet 621; iso- 
perimetrische — im weiteren Sinn 580, 
632; — 1. und 2. Art beim Existenz- 
beweis von Lösungen von part. Diff.-Gl. 
des hyperb. Typus 530, 532; Rand- 
wert-n, siehe dort. 


‚aufgelöst, -e gew. Diff.-Gl. 1. Ord. in 


homogenen Koordinaten 244. 
Auflösung (Umkehrung) von Glei- 
chungen (in der Theor. der ell. Bew.) 
891, 893, 895; — eines Systems unend. 
vieler linearer Gleichungen mit un- 
endlich vielen Unbekannten bei Inte- 
gralgleichungen 805, 812; bei der Darst. 
der Koeffizienten trig. Reihen durch 
unendliche Reihen 920, 920. 
Aufpunkt in der Potentialtheorie 466. 
Ausartung erster und zweiter Art von 
Kollineationen im Funktionalraum S 
(Raum von unendlich vielen Dimen- 
sionen) 778. 
Ausdrücke (analytische —) für eine 
Funktion f(x) 3, 4; ein und dieselbe 


1360 Ausdruck — 
Funktion definierende, für verschiedene 
Intervalle geltende — 7, 7. 

Ausdruck,analytischer (arithmetischer) | 
— einer Funktion 4, 6; Darstellungs- 
formeln eines analytischen -es einer | 
Funktion f(x) 7, 7. 'B 

ausgedehnt, -e und unausgedehnte 
Punktmenge (als Unstetigkeitsstellen | B 
einer Funktion f(x) in endlichen Inter- | 


Bereich. 


eineindeutige Zuordnung des Gebietes 
der reellen Zahlen zu den Punkten 
einer Geraden 8. 


B 
abbage, Gleichung von — 790, als 
symbolische Gleichung 817. 
äcklundsche Theorie, — als ver- 


vallen) 40. 


ausgezeichnet, -e Funktion einer, 
Funktionengruppe 362; Methode der 


-en Lösungen bei der Diff.-Gl. Au+ 
k?u=0 542ff., bei der Difl.-Gl. Au— 


k?u=0 551; wann führt die Methode‘ 
der -en Lösungen zur Integration par- 


tieller Diff.-Gl. auf harmonische oder 
nicht-trig. Reihen? 1050; allgemeine 


Einführung der -en Lösungen 1180; 


Existenz der -en Lösungen der Diff.- 
Gl. Au— k’u=0, 546; -e Lösungen 
der Diff.-Gl. Au+k’u=0 für be- 
stimmte Gebiete 545, 549; -e Lösungen 


(Sturmsche Funktionen) der Differen- 
tialgleichung d?U/dx?’+-k?.f(a)-U—=0, 
551, siehe Sturm; -e Lösungen u. 


Eigenfunktionen bei der Lösung part. 


Diff.-Gl. durch trig. Reihen 1179#.; 
-e Parameter u. Lösungen bei Rand- 


wertaufgaben bei gew. homogenen li- 


'  allgemeinerte Theorie der Involutions- 

systeme 366; — als Spezialfall der ver- 

allgemeinerten Frobeniusschen Theorie 

' des Pfaffschen Problems 366. 

ı Bahnkurven, — dereingliedrigen Grup- 

pe Xf 313. 

‚Balayagemethode, siehe Auskeh- 

rungsmethode. 

‚bedingt und unbedingt konvergente be- 

stimmte Integrale und Reihen, s. kon- 

vergent. 

"bedingungsloser Pfaffscher Ausdruck 
A 324. 

‚befriedigen, — eines Systems linear 

unabhängiger totaler Diff.-Gl. durch 

k Relationen zwischen den Variabeln 

| „306, 

ı Begrenzung, — eines homogenen n- 

dimensionalen Kontinuums H, 46; 

-spunkte eines Bereichs von n Varia- 

beln 45, (-spunkt und Grenzpunkt) 45. 


| 


nearen Diff.-Gl. 2. Ord. 444, 461 (Oszil- | Begründung, — der Infinitesimalrech- 
lationstheorem mit einem Parameter), _Mung 59, 94, 97, 
561; zweifach -e Parameterwerte 448; | Beilplanimeter, — ı38. 


zu einer homogenen Randbedingung Belegung, natürliche — eines Kon- 
gehörigen unendl. viele -e Parameter- duktors mit Elektrizität 49s. 
werte 641; mehrfach -er Wert von k? Bendixsonsche Untersuchung über 


bei der Diff.-Gl. Au+k?u=0 546. 
Auskehrungsmethode (Balayageme- 


thode), Poincarösche — in der Poten- 


tialtheorie 502; — zum Existenzbeweis 
der Lösungen von Diff.-Gl. des ellip- 


tischen Typus für beliebige Gebiete 528. 


Ausnahmefall, der — beim verall- 


gemeinerten isoperimetrischen Problem 


634. 
außerordentlich, -es Integral 973, 
1116; spezielles -es Integral 1153. 


automorph, -e (Fuchssche) Funktionen | 
in der Theorie der Funktionalglei- 


chungen 799. 


Axe siehe Achse eines Büschels von 
ebenen Punktmannigfaltigkeiten bei 
derLie-MayerschenTransformation 321. 

Axiom, Cantor-Dedekindsches — für 


Integrale gew. Diff.-Gl. bei gew. sin- 
gulären Anf.-Bedingungen 217, 220, 
222. 

Beobachtung, -en (beobachtete Funk- 
tionswerte) bei trigonometrischer In- 
terpolation 644; -szeitraum 644. 

Bereich, — (x) einer reellen Veränder- 
lichen 8; endlicher — (x) einer reellen 
Veränderlichen 9; — von n reellen Ver- 
änderlichen 44; abgeschlossener — von 
n Veränderlichen 45, in sich geschlos- 
sener — 45; beschränkter — von n Ver- 
änderlichen 45; begrenzter — von n 

‚  Veränderlichen 45, zusammenhängen- 

der, ferner stetiger — 45; in sich 

überall diehter — 45; zweidimensio- 
naler kontinuierlicher — 46. Integra- 

tions- bei mehrfachen Integralen 103; 


Bernoulli — Besselsche Funktionen 


Konvergenz-, siehe dort; Defini- 
tions-, siehe dort. | 
Bernoulli, gew. Diff.-Gl. 1. Ord. von, 
Jacob I. — 237; D. -sches Prinzip (über 
die allgemeinste Bewegung der schwin- | 
genden Saite) 559. 

Jak. Bernoullische Funktionen, — | 
185; Darstellung der — durch trigo- 
nometrische Reihen 866, 867, 936; 


Definition der — 864, 866; verschie- beschränkt, 


dene Darstellungen der — s64; kom- 
binatorische Ausdrücke für — 936. 


.„, Rekursionsformeln der — 183; sym- 
bolische Schreibweise der Rekursions- 
formeln der — 775; Auswertung von, 
Integralen mit Hilfe von — 184; Dar- 
stellung der — auf Grund der Unter- 
suchungen über Bernoullische Funk- 
tionen 185; Darstellung der — in De- | 
terminantenform 184; Berechnung der 
— 186; Verwendung der — zum Be- 
weise des letzten Fermatschen Satzes 
186; Entwicklungen trigonometrischer 
und hyperbolischer Funktionen in, 
Reihen, deren Koeffizienten — ent- 
halten 182, 183; — bei der semikon- 
vergenten Entwicklung von @ (a) (siehe 
T-Funktion) 167; — bei der Darstel- 
lung der Summe der reziproken x ersten 
Zahlen 172; — bei der Bestimmung 
der Summe (ganzer) positiver Potenzen 
von aufeinanderfolgenden Zahlen 182, 
864; — bei der Bestimmung des Rest- 
glieds der Euler-Maelaurinschen Sum- | 
menformel 1324 ff.; — und Eulersche 
Zahlen 184. 

Joh. Bernoullische Bedeutung der Be- 
zeichnung „Funktion“ 3; -sche Funk- 
tionsbezeichnungen 4; „scher Integral- | 
begriff 100. | 
Berührung, — von Integralkurven einer | 
gew. Diff.-Gl. 212, 213. 
Berührungstransformation. Gew. 
Diff.-Gl, die eine gegebene infinitesi- 
male — zulassen 243; Verwendung | 
von -en zur Integration der Dift.-Gl. | 
fey,y)=0, 243; gew. Diff.-Gl. 2. 
Ord., die eine Gruppe von -en zu-, 
lassen 259; — des Raumes R,+1ı(%, 
u, %yy ** 2) 310; (mn — 1)-fach erwei- 
terte — des Raumes R, +1 (3,2, 2) | 
311; Theorie der -en als Spezialfall 
der Theorie des Pfaffschen Problems 
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333; — beim gestörten und unge- 
störten dynamischen Problem 345; 
System partieller Diff.-Gl., welches 
eine infinitesimale — des Raumes 
Ra+ı & 8,3% ,°' 2%) gestattet 387; 
homogene — beim Übergang von einem 
Integral zu einem anderen einer par- 
tiellen Diff.-Gl. in Elementkoordinaten 
353. 

Funktionen mit -er 
Schwankung 40. 


 Besselsche Punktionsn 1. Art, In- 
Jak.Bernoullische Zahlen B, B, B, | 


tegraldarstellung und Reihendarstel- 
lung der — nter Ord. 743, 744; — als 
Grenzen der Kugelfunktionen, der 
Mehlerschen Kegelfunktionen und der 
Riemannschen P-Funktion 746; se- 
mikonvergente Reihen für — 748; 
asymptotische Darstellungen der — 748, 
749; rekurrente Relationen für — 749; 
Zusammenhang der — mit Ketten- 
brüchen 750; Wurzeln der Gleichungen, 
die durch Nullsetzen der — entstehen 
750, 751; Additionstheorem der — 
751; Verallgemeinerung desselben 751; 
Verlauf der Kurre y=J„(2) 751; 
Reihenentwieklungennach Bes- 
selschen Funktionen. Entwick- 
lung von 1/(y—x) nach — 752; 
Entwicklung einer analytischen Funk- 
tion f(x) nach — 753; verschiedene 
Entwicklungen, wobei als Koeffizien- 
ten — auftreten 753; Entwicklungen 
nach Quadraten und Produkten von 
— 753; Entwickl. nach — bei Aufg. 
der mathematischen Physik 754, 755; 
Schlömilchsche u. Lommelsche Ent- 
wieklungen nach — 755; Entwicklung 
der — 2. Art nach Besselschen Funk- 
tionen 1. Art 745; Fourierscher Lehr- 
satz für Entwicklungen nach — 754; 
C. Neumannsche Integralstellung 
einer Funktion vermittelst — 755; 
Koeffizientenbestimmung der Entwick- 
lung einer Funktion nach — (mit Hilfe 
derAbelschen Inversion) 807 ; bestimmte 
Integrale mit — im Integranden 756; 
Tafeln der — 757; Darstellung der 
Koeffizienten von Entwicklungen aus 
der Theorie der elliptischen Bewegung 
durch — 896, 897. 


Besselsche Funktionen 2. Art, — 


744, 752; komplementäre Besselsche 
Funktion 744, 747; Ableitung der — 
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aus der 1. Art 745; Integraldarstel- 
lung der — 745, 747; Beziehungen 
zwischen — und Besselschen Funk- 
tionen 1. Art 750; Additionstheorem 
der — 751, 751; Wurzeln der durch 
Nullsetzen der — entstehenden Glei- 
chung 751; Verlauf derKurvey= Y,, (x) 
751; Auftreten der — in der mathem. 
Physik 755; Tafeln für — 757. 

Besselsche Funktionen höherer 
Ordnung ar. 

BesselscheDifferentialgleichung. 
— 743; — und Riccatische Differen- 
tialgleichung 241, 743; allgemeine Lö- 
sung der — 755. 

Besselsche Koeffizienten trig. In- 
terpolationsformeln 649; — in Ent- 
wicklungen aus der Theorie der ellip- 
tischen Bewegung 896. 

bestimmtes Integral, Definition des 
-s mit Hilfe des unbestimmten 89, | 
101; — nach Cauchy, Riemann 95; | 
— nach Darboux 96; Riemannsche 

Definition des -n -s auf das Integral | 

der Diff.-Gl. y’ = f(x, y) ausgedehnt, 

198; oberes und unteres — 96 (par| 

excös et par defaut); eigentliches — 

136; uneigentliches — 103, 137; ab- | 

solut konvergentes — 139; nicht abso- | 

lut konvergentes — 142; bedingt kon- 





vergentes — 139, 142; — zwischen un- 
endlichen Grenzen 139; — -e mitnicht 
monotonen Integranden 142; — -e, die 


einen Parameter enthalten 144; Be- 
zeichnung des -s 90, 89; Eigenschaften 
des -s (Cauchys Sätze über das bestimm- 
te Integral) 97; Ableitung -e aus unbe- 
stimmten 100, 148; Einführung neuer 
Variablen in ein -s — 101; Leibnizsche 
Regel der partiellen Integration eines 
-s nach einem Parameter 101; Differen- 
tiation eines -s nach einem Parameter 
101; -e geometrischer und mechanischer 
Größen 106; gleichmäßige Konvergenz 
des -s 145; Cauchyscher Hauptwert 
des -s8 zwischen endlichen Grenzen 138, 
zwischen unendlichen Grenzen 139; 
Kriterium für die absolute Konvergenz 
der -e 140; Zerlegung -e, deren Inte- 
granden das Zeichen unendlich oft 
ändern, in unendlich viele Summanden 
142; Eigenschaften der uneigentlichen 
-e 143; Transformation der uneigent- 
lichen -n -e in eigentliche — -e 144; 





Besselsche Funktionen höherer Ordnung — Beziehungen 


Anwendung der -e in der Reihenlehre 
180; — -e als diskontinuierliche Funk- 
tionen ihres Parameters 963; Beson- 
dere — -e 186; — -e von Dirichlet, 
Legendre, Stieltjes, Jacobi, Kummer 
187; — -e, welche auf I-Funktionen 
zurückführbar sind 177; — von tri- 
gonometrischen abklingenden und hy- 
perbolischen Funktionen. siehe tri- 
gonometrische Integrale; -e mit 
Besselschen Funktionen 756; Aus- 
wertung -e, mit Hilfe ihrer Definition 
als Grenzwerte von Summen 149, durch 
Substitution neuer Variablen 149, durch 
teilweise Integration 150, durch Diffe- 
rentiation unter dem Zeichen 151, 
durch Integration unter dem Zeichen 
151, durch Auflösung einer Gleichung 
152, durch Integration von Diif.-Glei- 
chungen 153, durch Zerlegung des In- 
tegrationsintervalles 154, durch Reihen- 
entwicklung unter dem Zeichen 155, 
mit Hilfe des Cauchyschen Integral- 
satzes 155, durch Bernoullische Zahlen 
184; — als Anwendung des Rechnens 
mit Symbolen 773. Mehrfache be- 
stimmte Integrale. Definition 103, 
Auswertung durch sukzessive Integra- 
tion 104, Transformation durch Einfüh- 
rung neuer Variabler 107; vgl.Doppel- 
integrale. Bezeichnungsweise 103,1086. 
Betafunktionen (Eulersche Integrale 
1. Art) B(p,g), Definition der — 175, 
176, für komplexe Veränderliche 176, 
177; Zusammenhang der — mit der 
T-Funktion 176; Zerlegung der — in 
unendliche Produkte 177 ; Verwendung 


der Produktdarstellung der — zu 
ihrer Definition 177. 

Beudonsche involutorische Systeme 
partieller Diff.-Gl. 391, 391; — als 


Spezialfälle von Normalsystemen 396. 
Beugungsproblem, Cauchys Versuche 
einer Behandlung des -s 1299. 
Bewegung, mittlere — der veränder- 
lichen Phase eines periodischen Ter- 
mes mit veränderlichen Amplituden 
674; Gesamtheit der -en des Raumes 
als Beispiel einer kontinuierlichen 
Transformationsgruppe 402. 
Beziehungen zwischen 2 Systemen 
part. Diff.-Gl., bei welchen jedem In- 
tegral des einen eine Schar von In- 
tegralen des andern entspricht 311. 


Bidone — Cauchy-Lipschitz 


Bidonesche Integrale 1101, 1113. 

Bierens de Haan’s Integraltafeln 148. 

Bilder, W. Thomsonsche elektrische 
— in der Potentialtbeorie 485. 

binäre Form, siehe Form. 

Binetsche Formel für lg I’(a + 1) 168; 
— Reihenentwicklung für 2 © (a) 169. 

Binomialentwicklung, Umformung 
der — von (1-+ 2)” durch Einführung 
eineskomplexen Wertesz 838; Abelsche 
Konvergenzuntersuchung der — 844. 

biquadratische ternäre Form, siehe 
Form. 

Bogenlänge einer Kurve 106. 

Bonnetscher Satz der Differentialrech- 
nung 67; -scher Mittelwertsatz der 
Integralrechnung 98; -scher Konver- 
genzbeweis trigonometrischer Reihen 
1043; -scher Beweisversuch der Fourier- 
schen Integralrelation 1094, 

Borda, Entwicklung in eine harmoni- 
sche Reihe beim Problem des -schen 
Pendels 1052. 

Brachistochrone, Eulers Aufgabe der 
— im widerstehenden Mittel 580, 582; 
Monographien der — 621; Bernoulli- 


sche und Hamiltonsche Behandlung 


der — 625. 

Bravaissche Berechnung des Tages- 
mittels 665. 

Brennpunkt, kinetische -e der gleich- 
zeitigen und konservativen Wege 624; 
Thomson-Taitsche -e 624; konjugier- 
ter — in der Variationsrechnung 630; 
— (foyer) asymptotischer Punkt der 
Integralkurven der Differentialglei- 
chung dy(ea+py..)—dx(ax-+by...) 
=(, 221; kinetische -e als Verall- 
gemeinerung der optischen -e 625. 

Briot und Bouquetsche Untersuchung 
der Integrale gew. Diff.-Gl., in denen 


y’ an der Stellex=0, y=0 mero-. 


morph und von der Form °/, 
216. 

Brüche, Partial-, siehe dort. Igtegra- 
tion rationaler — zwischen den Gren- 
zen — oO und + 0, 156. 

Bruno, Faa di -s Formel für die inde- 
pendente Darstellung höherer Deri- 
vierter 88. 

Brunssche trig. Interpolationsformel für 
sehr zahlreiche Werte des Arguments 
653. 


ist 215, 


Büschel, — von ebenen Punktmannig- | 
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faltigkeiten bei der Lie-Mayerschen 
Transformation 321. 

Buys Ballotsche Methoden zur Auf- 
suchung versteckter Periodizitäten 678. 


C 


Calcul des limites, zum Existenzbe- 
weis von Lösungen eines Systems von 
[Prinzipien und Re- 
sultate 200; Fort- 
bildung der Methode 
202; Erweiterung des 
Konvergenzbereichs 
\der Methode 204; 
— bei Systemen von partiellen Diff.- 
Gl. 298. 

Cantor-Dedekindsches Axiom 8. 

caracteristiques (Operationssymbole) 
763. 

Cascadenmethode,Laplacesche — zur 
Integration der partiellen linearen 
Diff.-Gl. 2. Ord. 384. 

‚Cauchy, -s Begriff des bestimmten In- 
tegrals 94, 95; -s Sätze über das be- 
stimmte Integral 97; -s Hauptwert 
eines bestimmten Integrals 138; -sche 
Zahlen 856; -s erweiterter Mittelwert- 
satz der Diff.-Rechnung (für zwei Funk- 
tionen) 67; -sche Restform der Taylor- 
schen Entwicklung einer Funktion von 
einer Veränderlichen 76; -scher Inte. 
gralsatz 113, zur Ermittlung von Dis- 
kontinuitätsfaktoren 109; -s Fehl- 
schlüsse in der Analysis 972; 155, 780 
(hier Darstellung einer Funktionalope- 
ration), 1009, 1010, 1011; -s Residuen- 
theorie in ihrer geschichtlichen Ent- 
wicklung 1001; von Anderen stammen- 
de Integrale der Residuentheorie, die 
mit dem -schen Integralsatz im wesent- 
lichen übereinstimmen 1024, 1028,1029; 
s Konvergenzbeweisversuch trigon. 
Reihen aus der Residuentheorie 1033, 
der Fourierschen Integralformel 1094. 

Cauchysches Problem in der Theorie 
der Systeme partieller Diff.-Gl. 301; 
Lies verallgemeinerte -sche Methode 
bei der Integration von Involutions- 
systemen 358; -sches Problem für die 
partielle Diff.-G]. nt Ord. 382; -sche 
logarithmische Methode bei der Ent- 
wicklung der Störunrgsfunktion 1074. 

Cauchy-Lipschitz Methode von — 

für den Existenzbeweis eines zu be- 


gew.Dif.-G1.1.0. 
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stimmten Anfangsbedingungen gehö- 
renden Integrals eines Systems gew. 
Diff.-Gl. 193, genaue Bestimmung des 
Konvergenzintervalls der Methode von 
— 194; Ausdehnung der -schen Me- 
thode auf das komplexe Gebiet 196. 
Cauchy-Riemannscher Funktionsbe- 
griff 7. 
centre, singulärer Punkt eines spe- 
ziellen Systems von gew. Diff.-Gl. mit 
reellen Koeffizienten 228. 
Charakter eines Systems Pfaffscher 
Gleichungen 398; analytischer — der 
durch partielle Diff.-Gl. 2. Ord. de- 
finierten Funktionen 533. 
Charakteristiken, 1. bei gewöhnl. 
Diff.-Gl. (Poincarescher Ausdruck für 
die reellen Integralkurven), — bei ge- 
wissen gew. Differentialgleichungen 1. 
Ord. mit reellen Koeffizienten 221, 222, 
223; — bei einem System von gew. 
Diff.-Gl. 1. Ord. mit reellen Koeffizien- 
ten 227. 2. bei part. Diff.-Gl., — 
einer linearen partiellen Differential- 
gleichung 1. Ord. mit einer Unbekann- 
ten und m unabh. Variablen 313; Ort 
von Singularitäten (Spitzen) dieser — 
314; — eines vollständigen Systems 
linearer part. Diff.-Gl. 1. Ord. mit einer 
Unbekannten 316; — eines Jacobischen 
Systems gew. Diff.-Gl. 321; — (nach 
Monge) einer nichtlinearen partiellen 
Diff.-Gl. 1.Ord. mit 1 Unbekannten und 
2 unabh. Variablen x, y 347, 347 (charak- 
teristische Kurve), und 350 (charakteri- 
stische Streifen); »-dimensionale — 
M, einer solchen Diff.-Gl. mit m un- 
abh. Veränderlichen 350; Darstellung 
der — einer nichtlinearen part. Diff.- 
Gl. mit 1 Unbekannten und n unab- 
hängigen Variabeln bei Einführung 
homogener Elementkoordinaten 353; 
— eines Involutionssystems 357; — 
- 1. Ord. einer partiellen Differential- 
gleichung 2. Ord. (mit 2 unabhängi- 
gen Variablen) 367; Klassifikation der 
partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. hinsichtlich 
ihrer — 1. Ord. 367, 510 (hier Klassi- 
fikation der in den Ableit. 2. Ordn. 
linearen partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. mit 
2 unabhängigen Variablen in ellipti- 
sche, hyperbolische und parabolische 
Diff.-Gl.); — höherer Ordnung einer 
Diff.-Gl. 2. Ord. 372, 373; — (nach 








Cauchy-Riemann — charakteristische Funktion 


Monge, jetzt: charakteristische Kurven) 
auf einer Integralfläche einer part. Diff.- 
Gl. 2. Ord. mit 2 unabh. Veränder- 
lichen x, y 373, 373; — (nv)! Ord. und 
(n — 1)!e Ord. einer partiellen Diff.-Gl. 
n‘® Ord. mit 2 unabh. Veränderlichen 
x,y 374, 567; Klassifikation der Diff.- 
Gl. n*® Ord. mit 2 unabhängigen Va- 
riablen nach ihren — 569; (m — 1)- 
dimensionale — C,,_, einer partiellen 
Diff.-Gl.n‘®Ord.mitmunabh.Veränder- 
lichen 389; eindimensionale — C, einer 
sol :hen Diff.-Gl. 390; — von speziellen 
partiellen Diff.-Gl. 2.Ord. mit 2 unabh. 
Variablen (für welche Randwertauf- 
gaben behandelt sind) 508, 509 (hier 
Diff.-Gl. der —) 509; — bei Normal- 
systemen 396; gemeinsame — (,„-; 
zweier nichtinvolutorischer part. Diff.- 
Gl. mit m unabh. Variablen 392; — 
C, bei Involutionssystemen mit einer 
Unbekannten 391; part. Diff.-Gl. mit 
lauter reellen — 567, lauter imagi- 
nären 568; Kae we. a. 
1 2 BZ ou ow 

Dift.- Gl. öru/at = ar (+ 2) 
570; — als spontane Grenzen der In- 
tegraloberflächen bei partiellen Diff.- 
Gl. 2. Ord. (nach Du Bois-Reymond) 
512. 

charakteristische Kurven, — einer 
nichtlinearen partiellen Diff.-Gl.1.Ord. 
mit 1 Unbekannten und 2 unabhängi- 
gen Variablen 347, 317; — auf einer 
Integralfiäche einer partiellen Diff.- 
Gl. 2. Ord. mit 2 unabhängigen Varia- 
blen 373; — des Raumes R, ;s (2,%,2, , 
++, 2,) in der Theorie der Systeme 
partieller Diff.-Gl. 1. Ord. mit 2 un- 
abhängigen Variablen x,y und n ab- 
hängigen z, 383, 383; — eines linearen 
Differentialsystems 1. Ord. mit n Un- 
bekannten 394, 395. 

charakteristische Flächen bei par- 
tiellen Diff.-Gl. mit 3 unabhängigen 
Variablen 569. (Verwendung derselben 
zur Klassifikation der partiellen Diff.- 
Gl. in elliptische, hyperbolische, ellip- 
tisch-hyperbolische.) 

charakteristische Funktion, — A 
als simultane Invariante der infinite- 
simalen Transformation Xf und eines 
Differentialausdrucks V in der Theorie 
der Systeme totaler Diff.-Gl. 318; — 


charakteristische Gleichung — Darboux-Levysche Theorie 


in der Potential-Theorie bei Rand- 
wertaufgaben linearer partieller Diff.- 
Gl. 519, (Greensche Funktion) 4838; — 
einer Integralgleichung 803. 


charakteristische Gleichung, — 
einer gew. linearen Diff.-Gl. n‘* Ord. 
mit konstanten Koeffizienten 262; — 
eines homogenen Systems linearer 
gew. Diff.-Gl. mit konstanten Koeffi- 
zienten 273; — einer partiellen Diff.- 
Gl. n!® Ord. mit 2 unabhängigen 
Variablen 374; — einer partiellen Diff.- 
Gl. 2er Ord. mit 2 unabhängigen Va- 
riabeln 372. Vgl. den äquivalenten 
Ausdruck: Determinierende Glei- 
chung. 


charakteristische Streifen, — 1. 
Ord. einer nichtlinearen partiellen 





Diff.-Gl. 1. Ord. mit 1 Unbekannten 
und 2 unabhängigen Variablen x, y 
(Charakteristiken) 350; — einer par- 


tiellen Dift.-Gl. nt” Ord. mit m un- | 


abhängigen Veränderlichen (eindimen- | 
sionale Charakteristik 0,) 390; — 
beliebiger Ordnung einer solchen Diff.- 
Gl. 390; — 1. Ord. einer partiellen 
Diff.-Gl. 2. Ord. mit n Unbekannten 
392; — (n — 1)" Ord. einer partiellen 
Diff.-Gl. n'® Ord. mit m unabhängigen 
Variablen 393; Gleichungen der — 
einer part. Diff.-Gl. 1. oder 2. Ord. 
und Lagrangesche Gleichungen eines 
gew. Variationsproblems 638. 


charakteristisch, -e Form, siehe | 
Form; -e Matrix von partiellen Diff.- 
Gl. mit 2 unabhängigen Variablen u. 
n Unbek., welche ein Involutions- 
system bilden 382; -e Matrix eines. 
nichtlinearen Differentialsystems 1. 
Ord. mit n Unbekannten und m Un- 
abhängigen 395; -e M, einer partiellen 
Diff.-Gl. 1. Ord. mit 2 unabhängigen 
Variablen =» — dimensionale Charak- 
teristik 350; Systeme -er Integral- 
mannigfaltigkeiten eines Normal- 
systems 395; -e Linien einer partiellen | 
Diff.-Gl. bei 2 unabhängigen Variabeln | 
= Charakteristiken 569; -e Invari-| 
ante der Transformationsgruppe einer | 
linearen gew. Diff.-Gl. n'" Ord. 290; 
-es System von Diff.-@l. einer r- 





gliedrigen Transformationsgruppe 406; | 
-eDeterminante in der Theorie kon- 
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tinuierlicher Transformationsgruppen 
426. 
ChristoffelscheSummationsformel 124. 
Clairaut,-sche Funktionsbezeichnungen 
4; -sche Diff.-Gl. 242, 213; verallge- 
meinerte -sche Gleichung in der Theorie 
der Involutionssysteme 359. 
Clausiussches Prinzip, dem Hamilton- 
schen ähnliches Prinzip vom Stand- 
punkt der Variationsrechnung aus 624. 
Clearance, — of the daily mean (bei 
der harmonischen Analyse der Ge- 
zeiten) 669. 
Clebsch, Transformation von — in der 
Variationsrechnung 592. 
col und col-foyer, singuläre Punkte 
der Charakteristiken eines speziellen 
Systems gew. Diff.-Gl. 1. Ord. mit 
reellen Koeffizienten 227, 228. 
compl&ment, relation des -s 161, 169, 
165. 
conal harmonics, 
728. 
continu, (stetig) 970; -ity und discon- 
tinuity 969; law of -ity of value 969. 
Coradi, Hohmann -sches Präzisions- 
planimeter 131; -scher Integraph nach 
Abdank Abakanowicz 132; -scher harm. 
Analysator nach Henrici 134. 
Cosinus, Bestimmung der Funktion — 
durch eine Funktional-Gleichung (mit 
Nebenbedingung) 800; Bedeutung der 
Zeichen cos 00 und sin oo historisch 
dargestellt 984 ff.; Integral- 1144. 
Cotessche Summationsformeln 121. 
Coulomb-Poissonsche Gleichung 471. 


Kegelfunktionen 


'Covariante, bilineare — des Pfaff- 


schen Ausdrucks A 329. 
Cylinder siehe Zylinder. 


D 

v. Dantscher, -sche Ergänzung des 
Scheeferschen Satzes über Extrema bei 
Funktionen mehrerer Variablen 84. 

Darboux, -sche Erweiterung des Mittel- 
wertsatzes der Diff.-Rechnung für kom- 
plexe Funktionen 68; -sches bestimm- 
tesIntegral 96 ; -sches System r** Klasse 
partieller Diff.-Gleichungen beliebiger 
Ordnung 378, als spezieller Fall eines 
allgemeinen Systems Pfaffscher Glei- 
chungen 399. 

Darboux-Levysche Theorie der In- 
tegration partieller Diff. - Gleichungen 
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2. Ord. 379, als Spezialfall in der 
Theorie der Normalsysteme 396, zur 
Integration der linearen partiellen 
Diff.-Gl. 2. Ord. 384. 

Darstellbarkeit einer eindeutigen f(x) 
durch eine Taylorsche Reihe 79. 

Darstellung, -sformeln für einen ana- 
lytischen Ausdruck 7; — (stetiger 
Funktionen) durch einen analyti- 
schen Ausdruck 19; — durch Fourier- 
sche Reihen 19; — durch eine unbedingt 
und gleichmäßig konvergente Reihe 
ganzer rationaler Funktionen 20, 20; 
— durch Entwicklung nach gebroche- 
nen rationalen Funktionen 20; — durch 
Entwicklung nach ganzen transzen- 
denten Funktionen 20; — der nicht- 
analytischen unbeschränkt differen- 
tiierbaren Funktion als Summe analy- 
tischer Funktionen und unbeschränkt 
differentiierbarer Fourierscher Reihen 
24; — der Punkte komplexer Zahlen 
in der Ebene bei Cauchy 1014. 

Dedekind. Cantor- — sches Axiom 8. 

definite homogene Form 86. 

Definitionsbereich, — einer durch 
Grenzwerte definierten Funktion 32. 

Deflers, -scher Beweisansatz für die 
Konvergenz einer trigonometrischen 
Reihe 997; -scher der Fourierschen 
Integralrelation 1091. 

demokratisch, -e Gruppe 424. 

Derivationen eines Differentialsystems 
297. 

Derivierte vgl. Ableitung, — von 
f(&) für =a 21, 21, 60; einseitige, 
vordere, hintere, rückwärts, vorwärts 
genommene — von f(x) 61, 21; die 4 
-en von f(x) an der Stelle ca: rechte 
(vordere) untere —, rechte (vordere) 
obere —, linke (hintere) untere —, 
linke (hintere) obere — 21, 64; die 
höheren -n von f(x) 65; mittlere — 61; 
partielle — 70; reine — 74; gemischte 
— 74; (höhere) partielle — eines Funk- 
tionensystems 74, 72; — einer stetigen 
Funktion 21, 63; independente Dar- 
stellung höherer -n 87; Fundamental- 
satz der zweiten partiellen -n von 
f(x, y) 73 und (wenn die differenzierte 
Funktion ein Doppelintegral darstellt) 
106; -n der elementaren Funktionen 
62; Existenz der -n von f(x) 63; Dini- 
Scheefersche Sätze über die — von 





Darstellbarkeit — Differential 


f(x) (Verschwinden der -n, Konstanz 
von f(x)) 66; — zu beliebigem Index 
770; höhere -n von arctg y nach y, 
857; — oder Hauptuntergruppe einer 
Gruppe @ 412; — eines Differential- 
systems 297. 
Descartessche Koordinatengeometrie 
und Funktionsbegriff 3. 
detachement des &chelles beim 
Rechnen mit Symbolen 765. 
Determinante, charakteristische — in 
der Theorie kontinuierlicher Trans- 
formationsgruppen 426; Verallgemei- 
nerung der Wronskischen — 795, 795; 
Mayersche — 4(«, x,) in der Varia- 
tionsrechnung oder — des dem Punkt 
&, konjugierten Systems 596, 634. 
determinante, fonction — bei der 
Transformation von Laplace von distri- 
butiven Operationen 781. 
determinierende Gleichung, Re- 
alität der Wurzeln der — partieller 
Diff.-Gl. der mathematischen Physik 
1059, 1061, 1063; Wurzeln der — 


= —utg““ 1051; -en zur Be- 


stimmung von Frequenzzablen und 
Abklingungskonstanten bei partiellen 
Diff.-Gl. 1050, 1051, 1052, 1053, 1054, 
1056, 1057, 1065, 1066, 1067, ferner 
1176, 1187, vgl. charakteristische 
Gleichung. 

Diaphragma, natürliches — beim Be- 
griff der analytischen Fortsetzung von 
Potentialfunktionen 475. 

dicht, überall — (pantachisch) liegende 
Singularitäten beim Hankelschen Kon- 
densationsprinzip 37; in sich überall 
-@ Punktmenge 45. 

Dichtigkeit, Cauchysche Definition 
der — 107, 107; — in der Potential- 
theorie 466, 466. 

Dido, „Problem der —“ in der Varia- 
tionsrechnung 636. 

Differential — von f(x) 69; bei Funk- 
tionen mehrerer Veränderlicher: totales 
— 69, 71; unsymmetrischer Charakter 
der Bedingungen für das totale — 69: 
Satz vom totalen — 71; Existenz der 
höheren -e 74; Abelsche Form alge- 
braischer -e 93; Integration totaler -e 
111; notwendige und hinreichende Be- 
dingung für ein totales exaktes — 111; 
wann ist f(x, Y, Y', ... y)) ein totales 


Differentialausdruck — Differentialgleichungen 


—? 112; totales (exaktes) — beim in- 
tegrierenden Faktor 196. 

Differentialausdruck, Integrabilität 
eines -es 112; Anwendung des Green- 
schen Satzes auf die Transformation 
eines -es 116; „linearer — F'* (distri- 
butives Operationssymbol) 774; auf- 


einanderfolgende Ableitungen eines 
-es nt" Ord. 779; — P(y) 260. 
Differentialfunktion, — nr Ord. 


Vea,y,y’,..., ya) als totale Ablei- 
tung einer — (n — 1)! Ord. 256; ratio- 
nale -en der Lösungen eines Funda- 
mentalsystems 267; rationale —V der 
Lösungen y einer linearen Diff.-Gl. 
ner Ord. 289. 

Differentialgleichungen, 1) ge- 
wöhnlicheDifferentialgleichun- 
gen 190ff.; Definition der — 191; —, 
die sich unmittelbar auf Quadraturen 
zurückführen lassen 190; — 1. Ord.: 
236 ff.; homogene — 237 ; lineare nicht- 
homogene — 237; — von Jac.I. Bernoulli 
237, — von Jacobi 240; — von Ric- 
cati 241; d’Alembertsche — 242; un- 
aufgelöste — 242; Clairautsche — 242; 
—, die Gruppen von Punkttransfor- 
mationen gestatten 159; —, die eine 
gegebene eingliedrige Transformations- 
gruppe zulassen 239; lineare — nt!“ 
Ord.: homogene — 256, 260, 262, 773; 
nichthomogene — 263, 773; — und 
Systeme gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 233; 
Anwendung des Rechnens mit Sym- 
bolen auf — 773, 774; homogene li- 
neare — 2. Ord. 271, 442; gewöhn- 
liche lineare —, welche durch rezi- 
proke Funktionen erfüllt werden 1102, 
1103, 1104, 1105, 1106, 1112, 1113, 
1136, 1143, 1148, 1152; — aus dJn—=0 
hervorgegangen 586; 1117, 1127 (si- 
multane gewöhnliche lineare —); An- 
wendung der Funktionalrechnung auf 
lineare — 774; gew. — nt Ord.: In- 
tegration gew. — n!® Ord. 255; —, die 
Gruppen von Punkt(Berührungs)trans- 
formationen zulassen 258, 259; Systeme 


gew. — 1. Ord. 245ff.; Systeme gew., 


— mit Fundamentallösungen 234 (s. 
Liesche Systeme); —, die bei einer 
gewissen Transformation ungeändert 
bleiben 795; 2) partielle Differen- 
tialgleichungen: lineare — 1. Ord. 
mit einer Unbekannten 196, 232, 312; 
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lineare homogene — 312; nichthomo- 
gene — 313, 1279; zu einem System 
gew. Diff.-Gl. äquivalente homogene 
lineare — 232; nichtlineare — 1. Ord. 
mit einer Unbekannten 337, (behandelt 
nach der Lieschen Integration von Sy- 
stemen partieller — mit Fundamental- 
lösungen) 280; — 2. Ord. mit 2 unab- 
häng. Var.366, 384, (Klassifikation) 508, 
1174, 1175, 1178, 11815 Beziehungen 
zwischen zwei— 2.Ord.375; spezielle 
lineare — 2. Ord. in der mathe- 
matischen Physik: Au+ k?u=0, 
Au+k?u=—4ze 540; Au—k’u 
—=(, 551; Au— keu— 0,553; Au=0 
468; Diff.-Gl. der stationären Wär- 
meströmung, 562; Potentialglei- 
chung, Laplaceschen Gleichung 
468, 1182, 1186, 1195, 1211, 1214, 1216, 
1219, 1226, 1251, 1254, 1259, 1261, 


1263, 1277, 1286; Au = — 4ro 469; 
— der kugelförmigen Flüssig- 
keitswellen 1173; — der schwin- 


genden Saite 557, 1173, 1214, 1225, 
1227, 1237, 1248, (Verallgemeinerung) 
560; — der Wärmeleitung 562, 
1185, 1198, — in einem Zylinder 1201, 
1205, 1212, 1218, 1219, 1220, 1223, 
1226, 1233, 1236, 1238, 1243, 1249, 
1253, 1256, 1259, 1262, 1266, 1277, 
1279, 1285, 1301; allgemeine sich selbst 
adjungierte lineare part. — 1178, 1196, 
1199, 1200, 1203, 1221, 1223, 1265, 
1265, (von ell. Typ.) 540; — von höherer 
als 2.O0rd.: — mit mehr als 2 unabhän- 
gigen Variablen 566, 569; — AAU=0, 
(A) U=0 568; lin. — 4.Ord. vom ellip- 
tischen Typus mit konstanten Koeffi- 
zienten und 2 unabh. Variablen 569; 
charakteristische grundlegende — einer 
kontinuierlichen Transformationsgrup- 
pe 405, (Umformung derselben) 407, 
(spezielleGleichungen) 1187,1188, 1189, 
1202, 1220, 1221, 1228, 1230, 1247, 
1250, 1257, 1260, 1264, 1265, 1272, 
12831; — der endlichen Schall- 
schwingungen 1204, 1258, 1260, 
1261, 1266, 1272, 1279, 1280, 1282; — 
der Schallausbreitung (in der 
Ebene) 1200, (iu einer Dimension) 1300, 
(für ein rechtwinkliges Parallelepiped) 
1301;— derendlichen Wasserwellen 
in einem seichten Kanal 1204, — der 
schwingenden Lamelle 1217, 1220, 
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Differentialinvariante — Differentiation 


1226, 1266, — der Wasserwellen Differentialrechnung, — 60ff.; 


1195, 1217, 1220, 1243 ff., 1262, 1263, 


engeren Sinn 62. 


1283, —derPlattenschwingungen, 'Differentialsubstitution (gewisse 


1257, 1264, 1266, 1277, — der Ela-| 


distributive Operation) 786. 


stizitätstheorie 1267, 1269, 1282, Differentialsystem n‘® Ordnung 


(des elastischen Gleichgewichts) 1275, | 

(der Schwingungen anisotroper elasti- 
scher Medien) 1275, 1276, — des 
Beugungsproblems 1299, — der 
Schwingungen einer schweren 
Kette 1200. 


Differentialinvariante,Lies Theorie 
der -n: 234, 235, (bei der Integration 
von Systemen gew. Diff.-Gl.) 253, (bei | 
Äquivalenzproblemen) 282; (relative) 
— einer allgemeinen homogenen linea- 
ren Gruppe T', welche von einem speziel- 
len Fundamentalsystem der Gleichung 
P(y) = 0 gebildet wird 268; (abso- | 
lute) — einer Klasse CO von Systemen | 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord gegenüber einer 
Transformationsgruppe @ 282; abso- 
lute und relative -n einer Klasse 104 
von Systemen gew. Diff.-Gl. 283; — 
einer »- gliedrigen kontinuierlichen: 
Transformationsgruppe 421; der Diffe- | 
rentialausdruck A?V als — der ortho- 
gonalen Gruppe 468 (Differentialpara- 
meter). S. auch Invarianten. 


Differentialkoeffizient, — alte Aus- 
drucksweise für f’(x) 69; -en f, eines 
Systems von gew. Diff. -Gl. 1. Ord. 191; 
Untersuchungen und Lösungen der 
Singularitäten von Systemen gew. 
Difl.-GL., deren -en für bestimmte An- 
fangswerte teilweise meromorph und 
unendlich sind 206, algebraisch ver- 
zweigt sind 206, sämtlich algebraisch 
sind (algebraische Differentialsysteme) 
208, für die gegebenen Anfangswerte 
die Form $ haben 223, meromorph 
sind 223, reell sind (falls die Form 
des allg. Integr. für die Umgeb. des 
Nullpkts. als bekannt gilt) 227. 


Differentialparameter,— beim Äqui- 
valenzproblem 282; — V?V 468; — 
einer Gruppe (hier Ausdruck für Diffe- 
rentialinvariante in bestimmtem Fall) 
421. 

Differentialquotient, — 21; — zu 
beliebigem auch komplexem Index 116, 
118, 1106. S. auch Ableitung, De- 
rivierte und Differentiation. 





(System von gew. Diff. Gl. 1. Ord. mit 
n unabhängigen Variablen): Definition 
eines — 191; Problem der Integration 
eines — 191; Lösung und partikuläres 
Integral eines — 191; partikuläre Lö- 
sung, singuläres Integral, allgemeines 
Integral eines — 192, 232; erstes In- 
tegral oder Integral eines — 196; alge- 
braisches — 208; — mit Differential- 
koeffizienten, die für gegebene Anfangs- 
bedingungen gewissen analytischen 
Charakter besitzen, s. Differential- 
koeffizient; allgemeinstes — mit 
Fundamentallösungen 276, 279. 


Differentialsystem (System partieller 


Differentialgleichungen), — 297; Lö- 
sung oder Integral eines -s 297; inte- 
grables — 297; Integrieren der -e 297; 
Derivationen eines -s 297; Derivierten 
eines -s 297; kanonische Form eines -s 
299; passive oder involutorische -e 299; 
Mayersche -e 301, 321; allgemeines 
Integral eines -s 301, 302, 304; parti- 
kuläres — 302; singuläres — 303 ; Hilfs- 
system S’ eines -s 8 303; intermediäres 
oder Zwischenintegral eines -s 304; 
vollständiges Integral eines -s 305, 
eines involutorischen -s vom Range k 
305; unbeschränkt integrables — 305; 
w-gliedriges vollständiges — 315; 
Jacobisches (s. dort) — 315; Invo- 
lutions- — (s. Involutionssystem); 
Darbouxsche -e »t* Klasse 378; Nor- 
malsysteme, Pfaffsche Systeme, 
Liesche Systeme s. dort; Klassifikation 
der -e 399; passives — 321; —, part. 
Diff.-Gl. 1. Ord. mit mehreren Unbe- 
kannten und 2 Unabhängigen 382, 
und mehreren Unabhängigen 395, Teil- 
systeme davon 395; linere Gl. 1. Ord. 
mit mehreren Unbekannten 394. 


Differentiation, — von f(x) 60; — 


von Funktionen mehrerer Variablen 
70; — der impliziten Funktionen 72; 
Fundamentalsatz für die — unentwick. 
Funkt. 72; Integration einer gew. Diff.- 
Gl. durch — 242; — unter dem Inte- 
gralzeichen 144, 973; — eines bestimm- 
ten Integrals nach einem Parameter 101, 


Differenzen — divergent 


977, 973, 1119, 1122, 1130, 1152, 1138, 
1141, 1152; — zu allgemeinem (be- 
liebigem) Index 116, 118, 1106; — zu 
beliebigem Index 1342; DY f(x) Zeichen 
für w-fache — nach © 117; DX°f(«) 
Zeichen für begrenzte, auf dem gerad- 
linigen Intervall x, « vor sich ge- 
gangene &-fache — nach x 118; 
trigonometrischer Reihen 1044. | 
Differenzen, ‚„— der 0“ 864, 936; In- 
tegration von Gleichungen mit gemisch- 
ten — 1351. 
Differenzengleichungen, 
sche Methode der Integration von — 
durch bestimmte Integrale 783, (für 
eine spezielle Gleichung) 1098; Auf- 
lösung der — mit endlichen Koefh- 
zienten 773, (mit variablen Koeffizien- 
ten) 774; Grenzübergang von — zu 
Differentialgleichungen 954. | 
Differenzenquotient (vollständiger), 
— von f(x) 60. 8. auch Derivierte. | 
differenzierbare Funktion f(«),| 
— 21, 61; abteilungsweise — 21; ste- 
tige — 21; nirgends — 22; stetige | 
monotone nicht — 23; stetige nicht- 
monotone 23; unbeschränkt — 23; | 
analytische unbeschränkt — 24; nicht- | 
analytische unbeschränkt — 24, 39, 
80; vorwärts oder rückwärts — 61; 
in einem Intervall gleichmäßig — 61; 
in komplexem Sinn gleichmäßig — 80; | 
unbeschränkt und gleichmäßig — 80; 
Weierstraßsches Beispiel einer stetigen | 
nirgends — 22, 38, 64. 
Differenzierbarkeit, — einer ste- 
tigen Funktion 21; — einer abteilungs- 


Laplace- 





weise monotonen und stetigen Funk- 
tion 22, 22. | 
differenzieren, Hauptregel des -s 


bei Funktionen mehrerer Veränder- 
lichen 71. | 

dikritisch, -er Punkt einer gew. Diff.- | 
Gl. 1. Ord. 219. 

Dini-Scheefersche Sätze über die Ai 
vierte 66. 

Dirichlet, -scher Funktionsbegriff 7; | 
-sche Bedingung für eine Funktion 22; 
-sche (total unstetige) Funktion, ws) 
che für alle rationalen x gleich a, für 
alle irrationalen gleich b wird 7, 41; 
-sche Integralformel 186; Thomson- j 
-sches Prinzip in der Potentialtheorie 


diskret, 
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494, 639; Begründung des -schen Prin- 
zips 639; -sches Integral 639; -sches 
Problem bei Integralgleichungen 2. Art 
809; -scher Konvergenzbeweis trig. 
Reihen 6,1036;-scherDiskontinui- 
tätsfaktor 109, 175, 484, 963, (zur 
Bestimmung des Potentials zweier EI- 
lipsoide) 110; -sches durch I’-Funk- 
tionen ausdrückbares Integral 110; 
Grundlage der Theorie der -schen Dis- 
kontinuitätsfaktoren 967. 1320 ff. 


‚discontigüe, fonetion — 961, 968. 


discontinue, fonction — 961, 969. 


‚diskontinuierliche Funktion, Ent- 


stehung des Begriffs (Arbogast, de Lor- 
gna) als Lösung partieller Diff.-Gl. 961; 
—, die in 2 verschiedenen Intervallen 
Teilen von 2 willkürlich gegebenen 
Funktionen gleich ist 967; analytische 
Darstellung beliebiger -en 1095; diskon- 
tinuierliche Integrale 963ff.; Reihen, 
welche -en definieren 965; die gesamte 
einem bestimmten Ort der Erdober- 
fläche in einem bestimmten Moment 
von der Sonne zugeführte Wärme- 
menge als eine — 1085. 

diskontinuierliche Lösungen der 
Gleichung dJ, = 0 und überhaupt bei 
isoperimetrischen Aufgaben 613, bei 
part. Diff.-Gl. überhaupt 961 ff. 

 Diskiatinaitäten s. Unstetig- 
keiten. 


ı Diskontinuitätsfaktorens.Dirich- 


let. 

-e Menge von Sprungstellen 
einer (punktiert unstetigen) Funktion 
39; -e unausgedehnte Menge 147. 

Distanz, Entwicklung der wahren — 
zweier Planeten nach den Cosinus der 
Vielfachen der scheinbaren — 875; 
Faktorenzerlegung des Ausdruckes für 
die — zweier Planeten 1071, 1078, 1080, 
1081. 

‚distributiv, -e Eigenschaften von Ope- 
rations- Symbolen 766, 767; -e Opera- 
tionen, deren Objekte und Resultate 
einer bestimmten n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit angehören 776, (für 
n = 00) 777; Darstellung einer -en 
Operation durch eine Reihe 778; nicht 
-e Operationen 786. 

divergent, -e trigonometrische Reihen 
830 ff.; Ersetzen -er trig. Reihen mit- 
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tels Umformung durch konvergente 
1045. 


Division, — nichtkommutativer Sym- 
bole 768. 
Divisor, innerer und äußerer — bei 


nichtkommutativen Symbolen 768. 
Donkins Bezeichnung der Jacobischen 
Determinante 108. 
Doppelintegral, Definition des -s 103; 
Ermittlung des eigentlichen -s durch 
aufeinanderfolgende Integrationen 105; 
— mit reckteckigem Gebiet 106; Trans- 
formation des -s 107, 147; Satz von 
der Vertauschbarkeit der Reihefolge 
der Integrationen eines -s 146; Fou- 
riersche -e s. dort; Jacobische Re- 
duktion von -en ganzer trigonome- 
trischer Funktionen 1072; -e als dis- 
kontinuierliche Funktionen 965. 


Doppelpunkt, — einer »-dimensio- 
nalen Fläche GE (&,, Yı, +. Y) = 0 
207; einfacher (konischer) — dieser 
Fläche 208. 


Doppelschicht, Potential einer her 


472, 809. 


doppelt, -e trigonometrische Reihen | 


s. mehrfach. 
Doppelumlauf, — um 2 Punkte 176. 
Doppelverhältnis, — von 4 part. 
Lösungen einer Riccatischen Diff.-Gl. 
241. 


dynamisches Problem, gestörtes und | 


ungestörtes — 345. 


E 

Ebene, — eines Funktionalraumes 778. 

€cart, Jordanscher Begriff des — 104. 

echelles, — (Symbole) 763; detache- 
ment des — 765. 

Ecke, geometrischer Typus der — in 
pantachischen Punkten einer Funk- 
tion 42. 

Eigenfunktion. In der Theorie der 
Integralgleichungen 2. Art: die 
zu dem Eigenwerte %, gehörigen -en 
813; normierte -en 813; in der Theo- 
rie der Integrationen partieller 
Differentialgleichungen: — beim 
Problem der Wärmeleitung in einem 
Stab 1053, 1054; — beim Problem der 
Wärmebewegung in einer Kugelschale 
1054; komplexe Eigenwerte und -en 
1061; ausgezeichnete Lösungen und 
-en 1180 ff. 








Division — Element 


Eigenschwingungen. Tonhöhen der 
— einer Membran 549; — einer Saite 
559; — einer Membran oder eines 
Systems mit oo vielen Graden der 
Freiheit 543. 

eigentliches bestimmtesIntegral, 
— 136, 137; Umwandlung eines -s in ein 
uneigentliches bestimmtes Integral 144. 

Eigenwerte. In der Theorie der 
Integralgleichungen:diezum Kern 
einer Integralgleichung 2. Art gehöri- 
gen — 813; in der Theorie par- 
tieller Diff.-Gl.: komplexe — und 
zugehörige Eigenfunktionen 1061, 1061. 

einachsig, -e harmonische Funktion 
702. 

eindeutig, -e Bestimmung der Inte- 
grale eines Systems gew. Diff.-Gl. bei 
gegeb. Anfangsbedingungen 197, 203; 
-e Bestimmtheit der Entwicklung einer 
Funktion in eine harmonische Reihe 
949. 

Eindeutigkeitssätze, — über die 
harmonischen Funktionen eines be- 
grenzten Bereichs 480, 487; -fragen 
bei Randwertaufgaben (bei elliptischen 
oder hyperbolischen Diff.-Gleichungen) 
520, 523, (bei einer nichtlinearen Diff.- 


Gl.) 522. 

einfach, -e und zusammengesetzte 
Gruppen 427, 

Einführung, Methode der — neuer 


Variablen bei einem gew. Diff.-System 
235. 

einläufig, -e Randbedingung 512. 

einseitig, — analytische Funktion 24. 

Ekliptik, Reduktion auf die — (Auf- 
gabe der sphärischen Trigonometrie) 
888. 

Elektrizität, Problem der Verteilung 
der statischen — auf zwei sich gegen- 
seitig influenzierende Kugeln (Funk- 
tionalgleichung desselben) 790. 

Element, Flächen- siehe dort; -mannig- 
faltigkeit M,, deren Elemente 1. Ord. 
die Gleichung F(x,y,y’)—=0 erfüllen 
243; — M,, — M{, -mannigfaltigkeit, 
-verein beim Lieschen verallgemeiner- 
ten Integralbegriff einer partiellen 
Differentialgleichung mit einer Unbe- 
kannten 308; Flächen- bei Systemen 
part. Diff.-Gl. = M,, — des Raumes 
rer: 2m 310,810; — Mm-rti 
bei der Definition der »-ten Klasse 


Elementargebiet — Entwicklung 


einer partiellen Diff.-Gleichung 1.Ord. 
352; — M, bei einer partiellen Diff.- 
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tegraldarstellung 1242 (zwei unabh. 
Var.), 1283 (drei unab. Var.). 


Gl. 1.Ord. in Elementkoordinaten 353. ee — von Lösungen gew. 


Elementargebiet, Zerlegung eines be- | 
liebigen Integrationsgebietes in -e bei, 
n-fachen Integralen 104. | 

Elementarkegel in der Theorie nicht- | | 
linearer partieller Diff.-Gl. 1. Ord. mit 
einer Unbekannten 347. 

Elementarlösungen part. Diff.-Glei- 
chungen 1178, 1185, 1186 ff. 

Elementarteiler, — einer symmetri- 
schen Determinante 224; Weierstraß- | 
sche Theorie der — der bilinearen 
Formen 777. 

Elimination, — säkularer (sehr lang 
periodischer) Störungen aus dem Gang 
einer periodischen Naturerscheinung | 
664; — beliebiger anderer Störungen | 
666. | 

ellipsoidal harmonic 733”(Lamesche 
Funktion mit 2 Parametern). | 

elliptisch,-eIntegrale, durch welche, 

sich die I* Fanktion in speziellen Fäl- 
len ausdrückt 170, -e Integrale, durch. 
welche sich die Koeffizienten der trig. 
Entwicklung der gesamten einem Ort 
in einem bestimmten Moment von der 
Sonne zugeführten Wärmemenge aus- | 
drückt 1085; Theorie der -en Integrale 
zur Untersuchung der Koeffizienten in 
der trig. Entwicklung der Potenzen der, 
wahren Distanz zweier Punkte 883, 
884; trigonometrische Entwicklungen 
aus der Theorie der -en Bewegung 
891; -e Funktionen in der Störungs- 
theorie 1081; -e partielle Differen- 
tialgleichungen 2.Ord. und Formu- | 
lierung der Randwertaufgaben 511; -e 
partielle Differentialgleichung von hö- 
herer als 2. Ord. mit mehr als 2 unab- 
hängigen Variablen 567; allgemeine 
lineare -e partielle Diff.-Gl. 4. Ord. mit 
konstanten Koeffizienten 569. 

endlich, im Intervalle -e Funktion f(«) 
12, 12, 18; für jede einzelne Stelle des 
Intervalls -e Funkt. f(x) ıs. 

Endverlauf, — einer Funktion f@) | 
für die bei © = --00 verschiedene | 
Unbestimmtheitsgrenzen existieren 17; 
Ableitung des -s der Lösung einer part. 
Diff-Gl. aus den Reihenentwicklungen | 

1242 (zwei unabh. Var.), aus der In- 

Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 











Diff.-Gl. oder Systemen derselben, bei 
gewöhnlichen und außergew. singu- 
lären Anfangsbedingungen 206 ff., 
215 fl.; — der Potentialtheorie 546; 
— nach ausgezeichneten Lösungen 
444; — nach trigonometrischen Funk- 
tionen siehetrigonometrischeEnt- 
wicklung; — einer Funktion zweier 
Variablen nach Kugelfunktionen 
715, 717; C. Neumanns — auf Grund 
gegebener Beobachtungen 718; — einer 
Funktion nach Legendreschen Poly- 
nomen als Spezialfall allgemeiner 
Entwicklungen, nämlich nach Poly- 
nomen &,(x2), die einer linearen Re- 
kursionsformel mit in x linearen Ko- 
effizienten genügen 807; Spezialfall 
auch nach Besselschen Funktionen 807; 
— des Produkts zweier Kugelfunk- 
tionen nach Kugelfunktionen 707; — 
von (sinn®#), cos (n®) nach Kugelfunk- 
tionen 707; — einer Funktion nach 
Kegelfunktionen 729, nach Lamäschen 
Produkten 737; — einer Funktion nach 
Besselschen Funktionen 753, 755, für 
Probleme der mathematischen Physik 
754, 755, nach Quadraten und Pro- 
dukten von Besselschen Funktionen 753; 
— von(1— 2«x-+- «?)’ nach Potenzen 
von & 730; — der Kugelfunktion Pr, 
und der Zugeordneten Q7,, nach stei- 
genden Potenzen von & 722; — einer 
beliebigen Funktion nach „Funktionen 
derselben Art“ 906; — (nicht trigono- 
metrische), die in verschiedenen Teilen 
ihres Konvergenzintervalles verschie- 
denen analytischen Funktionen gleich 
sind 965; — des Wertes eines Inte- 
grals nach Potenzen eines Parameters 
an der Grenze der Konvergenz 980; 
— der Störungsfunktion nach von den 
Kreisfunktionen verschiedenen Funk- 
tionen 1082; — einer willkürlichen 
Funktion nach Eigenfunktionen 1063; 
— einer beliebigen Funktion f(x, r) 
für einen allgemeinen Wert des Para- 
meters r nach denjenigen speziellen 
Funktionen f(x, e), bei denen der Pa- 
rameter g solche Werte hat, die eine 
gegebene ganze transzendente Funk- 
tion Fe) zu Null machen 1066; — 
89 
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einer Funktion in eine nach Fakto- 
riellen fortschreitende Reihe 783; — 
einer gegeb. Funktion in eine Reihe 
nach gegebenen Funktionen 803. 

Entfernung ab, — der Punkte a und 
b des n-dimensionalen Raumes 44; 
— (in einer n-fachen Mannigfaltigkeit) 
bei der Definition des Integrations- 
gebietes n-facher Integrale 104. 

Enveloppe, -ntheorie bei gew. Diff.-Gl. 
1. Ord. 210, 211, 212, 213; Ausdeh- 
nung dieser -ntheorie auf gewöhnliche 
Diff.-Gl. beliebiger Ord. 214; Goursat- 
sche Verknüpfung der Theorie der -n 
dieser Diff.-Gl. mit der Theorie der 
singulären Integrale 214 (mit Hilfe 
algebraischer Kongruenzen von Raum- 
kurven); Unbestimmtheits-n 17; — von 
Extremalenscharen 630, 632. 

Epizyklen, Darstellung allgemeiner 
Bewegungen durch -- und trigon. 
Reihen 890. 

Epoche, — (des Maximums) einer ein- 
fach harmonischen Schwingung 643. 

Erkaltung, s. Abkühlung. 

'Erregungspunkte 540; einfache und 
Doppel-Belegung von -n bei Rand- 
wertaufgaben der Diff.-Gl.Au+k’u=0 
541. 

erstes Integral, — eines Systems von 
n gew. Diff.-G1. 196, 246; Methode der 
Aufsuchung -r -e eines Differential- 
systems n-!*" Ord. oder einer line- 
aren homogenen partiellen Differen- 
tialgleichung 1. Ord. 205; Systeme von 
gew.Diff.-Gl. höherer Ord., welche Fun- 
damentalsysteme -r -e zulassen 278; 
— bei der Integration einer gew. Diff.- 
Gl. 1.Ord. durch Berührungstransfor- 
mationen 243. 

erweitert, -e Substitutionen 420. 

Erweiterung, Erste und zweite — 
einer Gruppe 420; (n — 1)-malige — 
einer Berührungstransformation des 
Raumes R„41(% &, - - + 2) 311. 

erzwungene Schwingung. Laplace- 
scher Satz über die — eines Systems 
663. 

etat varide (ÖOperationssymbol) 769. 

Euler,-scherFunktionsbegriff4, Er- 
weiterung und Einschränkung dessel- 
ben 6, 7;-sche Funktionsbezeichnungen 
4; -scher Funktionsbegriff und stetige 








Entfernung — Existenz 


Funktion 20; -sches Integral 1. Art 
141, 176 (siehe Betafunktion), 2. Art 
141, 157 (siehe Gammafunktion); 
-sche Konstante y 162 (bei der Entwick- 
lung von log I’); historische Darstellung 
und Entwicklungen der -schen Kon- 
stante mit Hilfe der Bernoullischen Zah- 
len 171ff.; Bezeichn. der -schen Konst. 
171; -sche Konst. bei der Reihenentw. 
des Integrallogarithmus 175, bei der 
Darstellung der Besselschen Funktion 
2. Art 745; Integraldarst. der -schen 
Konst. 174; -sche Formeln in der Theorie 
der I-Funktionen 161; — Maclaurinsche 
Summenformel 167,769; -scheZah- 
len 183; — und Bernoullische Zahlen 
184, Darstellung in Determinantenform 
184; -sche Differentialgleichung 
240; -scher Multiplikator einer 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 196, 233, 237, 
für Diff.-Gl. nter Ord. 234, 255 (Verall- 
gemeinerung des -s), Verallgemeine- 
rung zur Integration von Systemen 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 246 (Multipli- 
katorensysteme), von Systemen gew. 
Diff.-Gl. n® Ord. 256; geometrische 
Interpretation des -schen Multipl. 239; 
-sche Variationsrechnung 573; 
-sche allgemeine Variationsformel 575; 
in der Variationsrechnung 579; -s Ver- 
fahren zur Auffindung der Summe tri- 
gonometrischer Reihen 826. 
&vodique, fonction — 1022. 
Evolventen, sukzessive — ebener Kur- 
ven 1353. 
exakt, System -er gew. Diff.-Gl. 246; 
-e totale Diff.-Gl. 318; — totale Diff.- 
Gl. A=0 (A ist ein Pfaffscher Aus- 
druck) 324; nicht -e tot. Diff.-Gl. 
A=0 322; siehe Differential. 
Existenz, der Derivierten einer 
Funktion 21, 63; notwendige Bedin- 
gung für die — einer Derivierten 
von f(x) 61, hinreichende Bedingung 
63; -theorem über die durch Glei- 
chungen f;(& »- : An Y + m) 
j—=1,...m definierten Funktionen 
Yır = : Ym und ihrer Ableitungen 72, 
74; — der Funktionen y,= f; (@;), die 
durch ein System impliziter Funk- 
tionen definiert sind 72, 203; — des 
Integrals einer Funktion f(x) 94; — des 
bestimmten Integrals nach Riemann %6, 
— des mehrf. Integrals 104; — eines 


Existenz 


Integrals eines Systems gewöhnlicher 
Diff.-Gl., das gewissen Anfangsbedin- 
gungen genügt nach Cauchy-Lipschitz 
193, 195 oder der Integrale der zu 
dem Systemen adjungierten linearen 
homogen partiellen Diff.-Gl. 1. Ord. 
196 ff., 206; — holomorpber und ana- 
lytisch regulärer Lösungen eines ana- 
lytischen Diff.-Systems 196, 197, nach 
der Methode der Variation der Kon- 
stanten (von Cauchy) 205, nach der 
Methode der sukzessiven Annäherungen 
199, nach der Methode des calcul des 
limites 201, 203; — eines gewissen 
Anfangsbedingungen genügenden Inte- 
grals einer linearen homogenen Diff.- 
Gl. 2. Ord. nach der Methode der 
sukzessiven Annäherungen 198; Be- | 
nutzung des Existenzbeweises der In- 
tegrale der linearen homogenen par- | 
tiellen Diff.-Gl. 1. Ord. zur Aufstellung | 
einer Methode der Lösung eines Sy-| 
stems gew. Diff.-Gl. 1. Ord. (von Cau- 
chy) 205; — von Integralen eines 
Systems gewöhnlicher Differential- | 
gleichungen 1. Ord. bei gewöhnlichen. 
Anfangsbedingungen, für welche a) ei- 
nige der Differentialkoeffizienten me- | 
romorph und unendlich sind 206, (An- 
wendung auf eine Gl. 1. Ord.) 209, 
b) algebraisch und verzweigt sind 206, 
(Anwendung auf eine Gl. 1. Ord.) 209, 
ce) die Differentialkoeffizienten alge- 
braisch sind 208, rational 209, (An- 
wendung auf eine algebraische Glei- 
chung 1. Ord.) 210; — von Integralen | 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord., welche außer- 
gewöhnliche Anfangsbedingungen für 
die in der Diff.-G]. auftretenden Funk- 
tionen befriedigen 215ff.; — von 
Integralen eines beliebigen Systems 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord., deren Diff.-. 
Koeffizienten für die gegebenen Anf.- 
Werte die Form 2% haben 223, 227; 
— asymptotischer reeller zuee| | 
von gew. Differentialsystemen 228; 

— von Lösungen eines Systems von 
n-partiellen Diff.-Gl., das in bestimm- | 
ter Form auflösbar ist 298, von Lö-| 
sungen eines Systems von Diff.-Gl. 
mit bel. vielen abh. und unabh. Var. 
299; -theoreme bei Randwert- 
aufgaben der Potentialtheorie; 
— der harmonischen (Greenschen) 
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Funktion eines begrenzten Bereichs 
487; Greenscher Ansatz zum Beweis 
des -theorems 488; Gaußscher Ver- 
such das -theorem zu beweisen 492; 
Thomson-Dirichletsches Prinzip zum 
Beweis des -theorems 4935 — der 
Greenschen Funktion für einen ebenen 
Bereich nach der Methode der Appro- 
ximation durch Polygone bzw. Poly- 
eder 495; — der Greenschen Funktion 
für einen beliebigen Bereich nach der 
Neumannschen Methode des arithme- 
tischen Mittels 496; — nach kombina- 
torischen Methoden für kompliziertere 
Bereiche 499 (‚Methode des Grenzüber- 
ganges durch alternierendes Verfah- 
ren‘ 500); — für durch analytische Rand- 
kurven begrenzte ebene Bereiche nach 
einer speziellen Methode 501; nach 
der Poincareschen Balayagemethode 
502; -theorem bei Randwertauf- 
gaben in der Theorie partieller 
Diff.-Gl.: — der Lösungen partieller 
Diff.-Gl. 298, 299, 507; — der Lösungen 
bei Differentialgleichungen des ellip- 
tischen Typus für hinreichend kleine 
Gebiete 523 (Methode der sukzessiven 
Approximationen), für beliebige Ge- 
biete 526, nach der Methode des alter- 
nierenden Verfahrens 527, nach der 
Meth. der ringförmigen Gebietserwei- 
terung 527, nach der Poincareschen 
Auskehrungsmethode 528; — der Lö- 
sungen von Diff.-Gleichungen 
des hyperbolischen Typus: nach 
der Methode der sukzessiven Annähe- 
rungen innerhalb des einem hinreichend 
kleinen Kurvenstücke umschriebenen 
Charakteristikenrechteckes 531, 532; 
Existenz der Lös. bei besonde- 
ren part. Diff.-Gl.: — ausgezeich- 
neter Lösungen (harmonischer Funk- 
tionen oder Fundamentalschwingun- 
gen) bei der Differentialgleichung Au 
+ k?u=0, 544; bei der Differential- 
EN ng } 
u, ou 
Jar a yJu=0 
546 {von Schwarz) 548 (von Poincare); 
— einer Lösung der Diff.-Gl. Aw + k?w 
—= (0, welche im Innern eines Gebietes 
stetig ist und auf der Oberfläche des- 
selben vorgegebene Werte annimmt 
(allgemeine Randwertaufgabe) 550; 
89” 
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— ausgezeichneter Lösungen der Diffe- 
rential-Gleichung Au —k?u= 0 551; 
— einer und nur einer Lösung bei vor- 
gegebenen Randwerten 532; — von 
Lösungen in einem Gebiete bei vor- 
geschriebenen Randwerten bei der 
Dif£.-Gl. Au=k-e* k>0 553, 554, 
555, 641; — der Greenschen Funktion 
bei Verallgemeinerungen derGleichung 
der schwingenden Saite 561; — der 
Lös. bei einer hyperbolisch -paraboli- 
schen partiellen Diff.-Gl. 567; — des 
Grundtones und der Obertöue einer 
Membran 548; -fragen in der Varia- 


tionsrechnung 638; — einer Kurve 
oder Fläche von größtem oder klein- 
stem Integralwert 638; — einer auf 


der Riemannschen Fläche regulären 
Potentialfunktion «(&, y) welche ent- 
lang einer geschlossenen Kurve C den 
Sprung 1 erleidet 639; — der kürzesten 
Linien auf Flächen 639; — erster De- 
rivierter der Minimalfunktion 640; — 
von Lösungen einer gewissen Funk- 
tionalgleichung 795. 

explizit, Begriff der -en Funkt. bei 
Euler 4. 

Exponentialfunktionen, trigonome- 
trische Entwickiungen von — 911. 
exponentielle Darstellung einer 

Funktion 784. 

expression imaginäre 1009 (bei 
Cauchy). 

Extinktionsrichtungen bei der vek- 
toriellen Interpretation der Funktio- 
naloperationen in einem Raume von 
n-Dimensionen 776. 

Extrapolation beiFormeln für den Ver- 
lauf von Naturerscheinungen 655. 

Extremale, Begriff der -n in der Va- 
riationsrechnung 597, 600; -nfeld 626; 
räumliches -nfeld 632. 

Extrem (einerFunktion vonn-Variablen), 
absolutes — 80; relative -e 81; -e mit 


Nebenbedingungen (bedingte —) 81, | 


85; eigentliche und uneigentliche -e 
81; gewöhnliche und außergewöhnliche 
-e 81; notwendige und hinreichende 
Bedingung für ein — einer F. von einer 
Variablen 82; Bedingungen für das 
Auftreten eines -s bei Funktionen 


mehrerer Variablen 82; — einer se- 


midefiniten quadratischen Form von 
3 Variabeln 83; Untersuchungen über 











explizit — Extrem 


die Existenz von -en einer Funktion 
zweier Variablen von Scheeffer, Dant- 
scher 84, von Stolz bei Funktionen 
von 3 Variablen 84; Untersuchungen 
der -e mittels der Diff,-Rechnung 81; 
Aufstellung von trig. Interpolations- 
formeln einer periodischen Natur- 
erscheinung mit Benutzung von -n 
derselben 656; Ableitung der -e aus 
der Interpolationsformel 657; Bestim- 
mung der Komponenten periodischer 
Naturerscheinungen aus Beobachtun- 
gen der -e 669, 672; Berechnung der 
-e aus Gezeitenformeln 671; — in der 
Variationsrechnung; Begriffd.-sin 
der Variationsrechnung 603, weiterer 
und engerer Begriff 604; notwendige 
Beding. (auf konjugierte Punkte bezüg- 
b 


lich) ‚des -ums von J,— fi fi, y,y')ds 


177 
599; hinreichende Bedingung für das 
Eintreffen des -s von J, 587, 604, 606; 
— des Integrals 


b 
U, -/ Fa, YırYar--- Ins Yı; Yy.-Yn AR 


[77 
mit den Bedingungs - Gleichungen 
Perla, Yır Yar- + Ynı Yı + Y) = 0 

e=1,2,...m 583, Beispiel 584; 
kritische Untersuchungen über das 
Eintreffen eines-svon.J, oder U„602#., 
bei variablen Grenzen 609, Beispiele 
610; — von Doppelintegralen 615, 616; 
Steiners Sätze über die Figuren -en 
Flächeninhalts 612, Verallgemeinerung 
614; — einerGröße, deren Wert von ver- 
änderlichen funktionalen Verhältnissen 
abhängt 573; notwendige Bedingungen 
für das — von 


d 
J, — [ta Y,...yM)dx 


[77 
577, 578; — des Integrals 


d 
w=/f@, u, YyY,...yM)dz, 


a 
wenn v® durch eine Diff.-Gl. 1.Ord. ge- 
geben ist 579; — des Integrals J,„; 
wenn für ein anderes Integral X, der- 
selben Form ein fester Wert vorge- 
schrieben ist (isoperim. Aufgabe im 
weiteren Sinn) 580, 632; starkes und 
schwaches — in der Extremalentheorie 


extremum inter propinquos — Form 


629, 632; Weierstraßsches und Legen- 
dresches Kriterium für das starke und 
das schwache — 629, 631, 633; — eines 
Minimalflächenstücks 620; -e eines 
Integrals mit mehreren unbekannten 
Funktionen, zwischen denen Bedin- 
gungsdifferentialgleichungen bestehen 
635, 635 (allgemeines isoperimetrisches 
Problem). : 

extremum inter propinquos 81. 

Extremumsaufgaben in der Varia- 
tionsrechnung 620 ff.; siehe isoperi- 
metrische Aufgaben. 


F 

Fäden, Methoden der Variationsrech- 
nung, auf die Statik der biegsamen 
und elastischen — angewandt 622; 
Stabilität des Gleichgewichts schwerer 
hängender — 636. 

Fahrarm der Planimeterrolle 128. 

Fahrstift am Planimeter 128, 130; am 
Integraphen 132. 

Faktor, Dirichletscher — siehe Di- 
richlet; integrierender — siehe Euler- 
scher Multiplikator. 

Faktorielle, Entwicklung einer Funk- 
tion in eine nach -n fortschreitende 
Reihe 733. 


Fakultäten, allgemeine — (Fakto- 
riellen) 160. 
Feder, Gestalt einer elastischen —, 


Extremumsaufgabe 622. 

Fehlerfunktion, erzeugende — im 
Gaußschen Summationsverfahren 124. 

Fehlerquadrat, Summe der -e bei 
Verwendung trigonometrischer Inter- 
polationsformeln 650; das — beim Ab- 
brechen einer trigonometrischen Ent- 
wicklung 1043. 

Fehlschlüsse, — Cauchys bei der 
Vertauschung von Grenzübergängen 
972. 

Feld, Extremalen- in der Variations- 
rechnung, ebenes 626, rüumliches 632; 
-integral ind. Variationsrechnung 628. 

Fermatscher Satz, Beweis des letzten 
-es in Spezialfällen mit Zuhilfenahme 
Bernoullischer Zahlen 186. 

Figuren, — extremen Flächeninhalts 
611. 

Flächen, charakteristische — bei part. 
Diff.-Gl. mit 3 unabh. Var. 569. 


Flächenelement, — n'® Ordnung des 
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Raumes R„4, (4% :-:%,) 308; — 
erster Ordnung 2,8, ...2, Pr: -Pmm 
308; singuläres oder nichtsinguläres 
— eines Systems partieller Differential- 
gleichungen 1. Ord. 309; — bei einer 
part. Diff.-Gl. 1. Ord. 349; Beziehung 
zwischen den -en zweier Involutions- 
systeme n‘® Ordnung mit einer Un- 
bekannten 311; Lies Begriff des -s bei 
Systemen partieller Diff.-Gl. mit meh- 
reren Unbekannten 310, bei einer par- 
tiellen Diff.-Gl. in homogenen Element- 
koordinaten 353; vereinigt liegende 
-e 308, 310, 353, 308, bei einer part. 
Diff.-Gl. in homogenen Elementkoor- 
dinaten 353. 

Flächenfunktion, zweiachsige har- 
monische — 713. 

Flächenpotential 470. 

Flächentransformation, Bäcklund- 
sche — in der Theorie der Transfor- 
mation von Systemen partieller Diff.- 
Gl. 311. 

fluetuation, principle of — 1038. 

Fluxionsmethode von Newton 58. 

fonetion, — & oscillation limitee 40; 
— & variation bornee 40; — majorante 
201, 218; zur Methode der -s majo- 
rantes analoge Methode in der Theorie 
der Funktionalgleichungen 795; — 
generatrice, — determinante (bei der 
Laplaceschen Transformation) 781; — 
ordinaire 968; — discontinue 961; — 
discontigüe 961, 968; — separde ou 
partie de fonction 962. 


x 0 © 
Form, unbestimmte — — , — etc. 24; 
0’ 


definite, semi-definite, indefinite homo- 
gene -en 86; Darstellung der definiten 
(positiven) binären und biquadratischen 
ternären — durch eineSumme von Qua- 
draten 86, s6; Lame&sche — 742; Trans- 
formation einer quaternären quadra- 
tischen — auf eine Summe von Qua- 
draten bei der Reduktion von Doppel- 
integralen bestimmter Art 1072; ortho- 
gonale Transformation einer ternären 
bilinearen — 1072; Methode der -enbil- 
dung bei der Aronholdschen Integra- 
tionsmethode 93; charakteristische — 
einer partiellen Diff.-Gl. n‘" Ord. mit 
m unabhängigen Veränderlichen 389; 
verschiedene -en eines allgemeinsten 
Systems partieller Diff.-Gl. 306; regu- 


formal, 
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läre — einer Gruppe 416; kanonische | 
(harmonische, orthonome) — eines Sy- | 
stems partieller Diff.-Gl. 299, 299; pri- 
märe — für die Integration der Glei- | 
chung der Saitenschwingung 1180. | 
-e Entwicklung der Diff.-Gl. 

in der Variationsrechnung 584; Prin- 


formal — Fundamentalsatz 


1085; komplexe Form des -n -s 1088; 
Umgestaltung desselben für den Fall 
von Unstetigkeiten der darzustellenden 
Funktion 1097; Modifikation des — 
1091; Konvergenzbeweise für das — 
1092, 1094; das mehrfache — als 
Grenzformel 1165. 


zip der Erhaltung der -en Gesetze i im ‚foyer, singulärer Punkt eines speziel- 


Operationskalkül 766; 
der Algebra 835. 
Formentheorie, Anwendung des Rech- 
nens mit Symbolen auf — 774. 


-e Auffassung. | 


len Systems gew. Diff.-Gl. 1. Ord. mit 
reellen Koeffizienten 227; — ordinaire, 
— en pointe, — en talon in der Ex- 
tremalentheorie 630. 


Formulierung, verschiedene -en des Fredholm, -sche Lösungsmethode von 


allgemeinsten Differential - Problems | 


Integralgleichungen 2. Ord. 811. 


(bei Systemen partieller Diff.-Gl.) 306. frei, in einem Intervalle — veränder- 


Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 


liches & 11. 


linksseitige oder rechtsseitige — der Frobeniussche Theorie beim Pfaff- 


Störung einer Saite 538; — in der 
Theorie der Randwertaufgaben bei, 


schen Problem, Verallgemeinerung der 
-schen Theorie 335. 


einer linearen hyperbolischen ellipti- | Fuchssche Klasse von Differentialglei- 


schen oder parabolischen Diff. - Gl. 
(wo die eine der unabhängigen Va-| 


chungen. Anwendung der Heineschen 
Transformation auf die — 784. 


riablen die Zeit, die andere eine Maß- Fundamental, -invarianten von Diff.- 


einheit bedeutet) 539. 

Fortsetzung, — einer Funktion wit! 

zunächst beschränktem Definitionsge- | 
biet 7; -sbegriff einer nach Cauchy- 
Riemann definierten Funktion 8; -sbe- 
griff der analytischen Funktion bei 
Cauchy 1014; analytische — der New- 
tonschen Potentialfunktionen 475; Me- 
thode der analytischen — zur Ver- 
mittlung des Überganges von einer 
elliptischen partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. 
zu einer andern 529. 

Fourier, -scher Lehrsatz bei Entwick- 
lungen nach Kugelfunktionen 754; — 
-Besselsche Funktion 743; -sches 
Problem der Wärmeleitung 565; 
-scher Satz für Paare komplexer 
Wurzeln algebraischer oder ganzer 
transzendenter Gleichungen bezüglich 
desgleichzeiti genVerschwindens zweier | 





Fundamentallösungen, 


Systemen gew. Diff.-Gl. von bestimm- 
ter Klasse gegenüber Transformations- 
gruppen 283; -funktion (harmonische 
Funktion) 468; -schwingungen (harmo- 
nische Funktionen oder ausgezeich- 
nete Lösungen) der Difl.-Gl. Au+ 
k?u=0, 542. 


Fundamentalgleichung, — bei der 


vektoriellen Integration der Funktio- 
naloperationen im Raum von n-Di- 
mensionen 777. 

allgemein- 
ste Systeme gew. Diff.-Gl. mit — 276; 
Erweiterung des Begriffes der Diffe- 
rentialsysteme mit — 278; Systeme 
partieller Diff.-Gl. mit — 279; Diffe- 
rentialprobleme mit einem System von 
—, mittels deren sich das allgemeine 
Integral durch eine Transformations- 
gruppe ergibt 388. 


Zeichenwechsel in der Folge der Ab- Fundamentalsatz (-theorem), — der 


leitungen der Funktion 1062, 1062; -sche | 
Reihen 927; Entwieklung willkür- 
licher Funktionen in eine -sche Reihe 
bei — 957; -scher Konvergenzbeweis 
trig. Reihen 1036; Darstellung einer 
Linear-Operation durch eine-sche Reihe 
780. 8. auch trigonom. Reihe. 

Fouriersches Integral 1086, 1037; Um- 
kehrung des -n -s 804; Übergang von 
der trigonometrischen Reihe zum — 





Differentialrechnung (Mittelwertsatz) 
65; — der zweiten partiellen Derivier- 
ten 73, 106, 111; — der Integralrech- 
nung (Gewinnung des unbestimmten 
Integrals mit Hilfe des bestimmten) 
100; Graßmanns — bezüglich der Nor- 
malform des Pfaffschen Ausdrucks A 
325, 331; Lies — (über ein Involutions- 
system von bestimmter Form) 361; — 
der Integralgleichungen 2. Art 813; 


Fundamentalsystem — Funktionen 


erster — der Theorie kontinuierlicher 
Transformationsgruppen 406, Umkeh- 

- rung desselben 407; zweiter — usw. 
410, Umkehrung 410; dritter — usw. 
411, Umkehrung aıı. 

Fundamentalsystem, — von Lösun- 
gen einer linearen homogenen par- 
tiellen Diff.-Gl. 1. Ord. mit n unab- 
hängigen Variablen 232; — von Lö- 
sungen einer gew. linearen homogenen 
Diff.-Gl. n‘e Ord. 261; lineare gew. 
Diff,-Gl. nt Ord. mit einem gegebenen 
— von Lösungen 266; -e von Lös. eines 
Systems homog. partieller Diff.-Gl. 1. 
Ord. 272; Systeme gew.Diff.-G]. höherer 
Ordnung mit -en erster Integrale 278. 

Funktion, willkürliche — 5; Entwick- 
lungsgeschichte des Begriffs einer 
willkürlichen — 958 ff.; — von z bei 
Cauchy 1022; -entheorie 8; allgemeine 
-enlehre 8; -enlehre; Eulers elemen- 
tare — 4; Gegenstand der allgemeinen 
— 8; -entheorie Gegenstand der — 
8; -sbegriff 3; Bernoullischer — 3; 
Eulerscher — 4; Dirichletscher — 7; 
Cauchy-Riemannscher — 7; Lagrange- 
Weierstraßscher — (analytische F.) 7; 
Erweiterung des Eulerschen — 6; 
Einschränkung des Eulerschen — 7; 
— (bei komplexen Variablen) von La- 
marle — 1015, von Björling 1017, von 
Cauchy (Funktionszweige) 1016. S.auch 
Funktionen. 

Funktion einer Veränderlichen, 
Bezeichnungen einer — 4; explizite 
— 4; implizite — 4; algebraische — 
4, 4, 5; transzendente — 4, 4; elemen- 
tare -—, eindeutige und mehrdeutige 
— 4; rationale — 4, 5; rationale ganze 
und rationale gebrochene — 4; mono- 
gene — 7; — (einer komplexen Ver- 
änderlichen) 7, 1004; gewöhnliche — 
23; elementare — 968, 970; — (all- 
gemeinste eindeutige 'F. einer 
reellen Var.) 11; differenzierbare — 
21; unbeschränkt differenzierbare — 
23 und gewöhnliche — 23, 61 und ana- 
lytische — 24, 24; stetige (kontinuier- 
liche) — 17, 961, 969, 960, 970; diskonti- 
nuierliche — 960, 961; derivierte — 61; 
stetige nicht differenzierbare — 63; in- 
verse — 63, 63; analytische — einer 
reellen Variablen 80; integrable (inte- 


grierbare) — 96; punktiert unstetige | 
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— 96; total unstetige — 97; geome- 
trisch nicht anschauliche — mit steti- 
gen Derivierten 43; komplementäre — 
(bei der Differentiation zu allgemeinem 
Index) 117; primitive — zu f(x) 89, 
zu f(x, y) 103. 

Funktion mehrerer Veränderli- 
chen 44; eindeutige — 47; in einem 
Punkt «a stetige — 48; gleichmäßig 
stetige — 48; ganze rationale definite, 
semidefinite, indefinite — 86; impli- 
zite — 72. 

Funktional, -konvergenzbereich einer 
Funktionalreihe 779;-ableitungen einer 
Operation 779; analytische -transfor- 
mation von Mittag-Leffler 783. 

Funktionalgleichung,-en 788 ff. ; all- 
gemeine und partikuläre Lösungen von 
-en 789; Abelsche — 803; — von Abel 
791; Schroedersche — 791: verschie- 
dene — 797 ff.; — der T-Funktion 


802, 160, 161; — der periodischen 
Funktionen 799, 801, 800; — der Kreis- 
funktionen 800; — zur analytischen 


Fortsetzung einer Funktion 801; — 
transzendental-transzendenter Funk- 
tionen 802; Systeme von -en 801; — 
mit konstanten Koeffizienten 772; An- 
wendung von -en 801; Auflösung spe- 
zieller -en 1351. 

Funktionaloperationen 763 ff; durch 
bestimmte Integrale darstellbare — 
780, 784, 785. 

Funktionalraum $ der Potenzreihen 
einer Variablen 777. 

Funktionalrechnung 764; — von 
Leibniz bis Lagrange 764; — bis auf 
Servois 764; Prinzip der — 766; An- 
wendungen der — auf Differential- 
gleichungen 773, auf Formen- und 
Zahlentheorie 774. 

Funktionen, — von Jac. Bernoulli 185, 
866 (siehe Bernoullische Funktionen 
usw.);vollständige harmonische — eines 
Gebietes 468 (auch Fundamentalfunk- 
tion 468); zu U konjugierte harmo- 
nische — V 474; harmonische — im 
Innern eines Gebietes 479; — des 
elliptischen Zylinders 758, des para- 
bolischen Zylinders 759; Kugel- usw. 
siehe dort; — des elliptischen Kegels 
742; — von Königs B(x) 794; — von 
Linien 787; Entwicklung von — nach 
„— derselben Art“ 906; — der großen 
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Achsen 876; ausgezeichnete — siehe 
ausgezeichnet; — großer Zahlen 
1343, 856, 901, 902. 

Funktion und Operation 766, 817. 

Funktionengruppen in der Theorie 
der partiellen Diff.-Gl. 361; ausge- 
zeichnete Funktionen von — 362. 

functiones inexplicabiles 164. 

Funktionsstreifen 22 (verzeichnete 
Kurve). 

Funktionswert, uneigentlicher — 25; 
singulärer — 25; indirekter — 25. 

Funktionszweig 1016. 


6 


Galois, der -schen Gleichungstheorie 
nachgebildete Integrationstheorien 288. 

Gamma-Funktion I'a). Definitionen 
der — durch bestimmte Integrale 157, 
158, 159 (Schleifenintegral), 160, durch 
unendliche Reihen (unvollständige —) 
158, durch einen Grenzwert 158, durch 
Produktdarstellung 165; Bezeichnun- 
gen der — 157; Funktionalgleichung 
der — 160, 802; Fundamentaleigen- 
schaften der — 160; Entwicklungen 
von lg (aI'a) 159, von 1/I'(a), I'(a) 171, 
von 1g I’162, dlg I‘(a)/da= (a) 162; 
asymptotische Darstellungen der — 166; 
mit der — verwandte Funktionen %(«) 
162, x (a) 164, © (a) 167, 168, 169, 169,u (a) 
167; Integrale, welche auf -en zurück- 
führbar sind 177 ff.; Berechnung der 
— 169; Zerlegung der — in ein Pro- 
dukt von Primfaktoren 165, 165, 177; 
Auswertung vielfacher Integrale durch 
— 179; Maxima und Minima der — 
170; „relation des compl&ments“, zweite 
Fundamentaleigenschaft der — 161; 
Definition der — für negative Argu- 
mente 1111; Darstellung der — nega- 
tiren Arguments durch außerordent- 
liche Integrale 1138; Laplacesche Be- 
handlung der — negativen Arguments 
1138; Darstellung gewisser trigono- 
metrischer Integrale durch unvollstän- 
dige -en 1150. 

Gaußsche Definitionsformel für die T- 
Funktion 158, 161; -sche Relation in 
der Theorie der I'-Funktionen (Pro- 
duktformel) 161, 166; -sche Summen 
187; mehrfache -sche Summen 188; 
-sche allgemeine Lehrsätze in der 
Potentialtheorie 479; -scher Satz des 


Funktion — 





Gewicht 


arithmetischen Mittels 480; -sches 
Theorem zur Transformation von Dif- 
ferentialausdrücken 116; -sche Qua- 
draturformel 121; Verallgemeinerung 
des -schen Orthogonalitätssatzes über 
geodätische Linien in der Variations- 
rechnung 627; -sches arithmetisch geo- 
metrisches Mittel bei der Berechnung 
der Koeffizienten der Entwicklung der 
Potenzen der wahren Distanz zweier 
Punkte 884. 

Gebiet, — (x) von n Veränderlichen 44; 
-sstetigkeit (gleichmäßige Stetigkeit 
im Bereiche (x)) 49; hinreichend klei- 
nes — 526 (bei Existenztheoremen von 
Lösungen der Randwertaufgaben); 
-seinteilung bei der Berechnung mehr- 
facher Integrale 707; Methode der ring- 
förmigen -serweiterung zum Beweis 
der Existenz der Lösungen von Diff.- 
Gl. des elliptischen Typus 527. 

gemeinsam, -e Lösung zweier gew. 
linearer Diff.-Gl. 265. 

Generalisationsrechnung von Ol- 
tramare 781. 

geodätische Linien auf Integral- 
flächen als Charakteristiken nicht- 
linearer partieller Diff.-Gl. mit einer 
abh. Var. 348; — in der Variations- 
rechnung 622, 623; — auf einer Ring- 
fläche 636, 637; Verallgemeinerung des 
Gaußschen Orthogonalitätssatzes über 
— in der Variat.-Rechnung 627. 

Geometrien siehe Maßbestimmun- 
gen. 

geometrisch, — nicht anschauliche 
Funktion f(x) mit stetiger Derivierten 
43; -e Darstellung der komplexen 
Zahlen durch die Punkte einer Ebene 
1014; -es Bild der durch eine trigono- 
metrische Reihe dargestellten Funk- 
tion 1049; -e Interpretationen siehe 
Interpretation. 

geradlinige Integrale 1018, 1019. 

geschlossen, in sich -er Bereich 45; 
-er Kern 815. 

Geschwindigkeitspotential einer 
einfachen und einer Doppelbelegung 
von Erregungspunkten 541. 

Gestalt der Integralkurven gew. Diff.- 
Gl. 232. 

gestörtes dynamisches Problem 345. 

Gewicht der Invarianten der gew. linea- 
ren Diff.-Gl. 284. 


gewöhnlich — Greenscher Integralsatz 1379 


gewöhnlich, -e Kurve 22; -e Funk- 
tion 23, 61; -e Differentialgleichungen 
189 ff. 

Gezeiten, harmonische Analyse der — 
668, 670, 672. 

Gleichgewichts, -untersuchungen in 
der Variationsrechnung 623, (siehe 
auch Stabilität); -figuren einer un- 
homogenen Saite bei Vernachlässigung 
der Schwere 439. 

Gleichheit zweier Symbole 766. 

Gleichheitszeichen, erweiterte Be- 
deutung des -s bei der formalen Auf- 
fassung der Algebra 336. 

gleichmäßig, — stetige Funktion in 
einem Intervall 18, ı8, 19; im kom- 
plexen Sinne — differenzierbare Funk- 
tion 80. 

gleichmäßige Konvergenz, — von 
Funktionenfolgen 833; rechts- und 
linksseitige — 34; — unendlicher 
Reihen 34; — bei der gliedweisen 
Integration unendlicher Reihen 144; 
— und bedingte bzw. unbedingte Kon- 
vergenz unendlicher Reihen 34; Ste- 
tigkeit und — einer Reihensumme 
35 (siehe auch Konvergenz); Begriff 
der — gegen eine Grenzfunktion bei der | 
Frage nach der Differentiation eines, 
Integrals nach einem Parameter 102; 
— eines bestimmten Integrals in einem 
endlichen Intervall, in einem will- | 
kürlichen Intervall, in einem unbe- 
grenzten Intervall 145; — „im allge- 
meinen“, — eines bestimmten Integrals 
145; historische Entwicklung des Be- 
griffs der — (gleichförmigen K.) 983. 

Gleichungen, Differential- siehe, 
dort; symbolische — 817; determi-| 
nierende — und charakteristi-| 
sche — siehe dort; transzendente — 
zur Bestimmung der ausgezeichneten 
Parameterwerte beim Oszillationstheo- 
rem mit 1 Parameter 444, 445. 

Gleichungssystem, welches eine, 
Gruppe @ gestattet (invariantiv gegen- 
über der Gruppe @) 419; — mit unend- 
lich vielen Unbekannten bei Gelegen- 
heit der Darstellung der Koeffizienten 
trig. Reihen durch unendliche Reihen 
920, 92'!; — in der Theorie der Inte- 
gralgleichungen 1. Art 805. 

Gleitbewegung, Planimeter ohne — 
128. 





gliedweise, — Differentiation und In- 
tegration von Reihen 94, 144, 155, 
973, 974, 980, 981, von trigonometri- 
schen Reihen 1044. 

Goursatsche lineare Differentialglei- 
chung 785 (und Heinesche Transfor- 
mation). 

Graderniedrigung, — der Allgemein- 
heit der Lösungen gewisser part. Diff.- 
Gl. 1208; — spezieller gew. Diff.-Gl. 
nt Ord, 257. 

graphisch, — gegebene Abhängigkeit 
zur Definition einer Funktion 10, 10, 
959, 967; — gegebene Funktion 5; 
Einführung — gegebener Abhängig- 
keiten in die Lösungen einer gew. 
partiellen Diff.-Gl. 5; -e Integrations- 
methoden 134; -e Methoden zur Aus- 
wertung der Koeffizienten trig. Ent- 
wicklungen 688. 

Greensche Funktion, Theorie der 
eindimensionalen — bei Randwertauf- 
gaben bei gew. Diff.-Gl. 459; — eines 
Bereiches in der Theorie der Randwert- 
aufgaben der Potentialtheorie 488; 
Existenzbeweise für die — eines Be- 
reiches 492, 495, 496, 500, 501, 502; 
Riemanns Definition der — für eine 
beliebige lineare Diff.-Gl. vom ellip- 
tischen Typus und für ein beliebiges 
Gebiet 516; desgl. für den hyper- 
bolischen Typus 518; — bei der Wärme- 
leitungsgleichung 564; — bei einer hy- 
perbolisch-parabolischen part. Diff.-Gl. 
n®"Ord mit 2 Unabhängigen 567. Siehe 
auch Existenz. ‘ 

Greenscher Integralsatz in der 
Ebene 113,478,513; — zur Transforma- 
tion mehrfacher Integrale 108; — bei 
der Integration totaler Differentiale 
111; spezieller — im Raume 115; ana- 
lytische Anwendungen des -es auf 
die Transformation von Differential- 
ausdrücken 116; kinematische Deu- 
tung des -es in der Ebene 128; modi- 
fizierter — (Greensche Formel) in der 
Potentialtheorie 479; Verallgemeine- 
rung des -es der Potentialtheorie in 
der Theorie der linearen partiellen 
Differentialgleichungen 514; — zur 
Koeffizientenbestimmung Lamöscher 
mehrfacher trigonometrischer Reihen 
1069; — bei der Variation von Dop- 
pelintegralen 614; —, auf Lösungen 
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der Diff.-Gl. Au+k*?u= 0 angewandt 
542. 

Greensche Belegung 488; -sches Pro- 
blem 487. 

Grenzbedingungen, — für Randwert- 
aufgaben bei gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen 438; variable Koeffi- 
zienten in den — bei part. Diff.-Gl. 
1251. 

Grenze, obere und untere — der Va- 
riablen eines Bereiches 9, 9; obere 
und untere — einer Funktion 12, 81 
(hier bei der Definition eines Extrems); 
obere und untere — der Funktions- 
werte einer Funktion von n Variablen 
49, 50; Unbestimmtheits- 12, 14, (siehe 
auch unbestimmt); spontane -n der 
Integraloberflächen==Charakteristiken 
512; Bezeichnung der -n des bestimm- 
ten Integrals 39. 

Grenzflächen, mit der Zeit variable 
— bei part. Diff.-Gl. 1252. 

Grenzgleichung, Fouriersches Inte- 
gral, als — eines Integrals mit Kon- 
vergenzfaktor aufgefaßt 1083; Anwen- 
dung der Poissonschen Methode zum 
Beweise des als — aufgefaßten Fourier- 
schen Integralsatzes auf einen spe- 
ziellen Fall 1133. 

Grenzglieder bei der ersten Variation 
0I 627. 

Grenzkurve K im Extremalenfeld 630. 

Grenzprozesse bei der Darstellung 
von Funktionen mit unendlich vielen 
Singularitäten 32. 

Grenzpunkt einer unendlichen Menge 
bei einer Veränderlichen 9, bei meh- 
reren Veränderlichen 45. 

Grenzübergang, Ableitung der Bes- 
selschen Funktionen 2. Art, aus denen 
1. Art durch — 745; Ableitung der 
Besselschen Funktionen durch — aus 
den Mehlerschen Kegelfunktionen 746, 
durch — aus den Riemannschen P- 
Funktionen 747; — von Interpola- 
tionsformeln zur Fourierschen Reihe 
995, 956, 959; — von der trigonometri- 
schen Reihe zum Fourierschen Inte- 
gral 1085, 1086, Anwendung dieses 
Grenzüberganges zur Auswertung be- 
stimmter Integrale 1108, 1124; — von 
einer Differenzengleichung zu einer 
Differentialgleichung 954; — von der 


Binomial- zur Exponentialreihe 979; 


Green — Gruppe 


— von der Vorstellung diskreter Mas- 
senteilchen zu der eines kontinuier- 
lichen Körpers 995 (beim Wärmelei- 
tungsproblem), bei den Hauptschwin- 
gungen eines Massensystems 953. 

Grenzübergänge, simultane und suk- 
zessive — bei Funktionen mehrerer 
Variablen 49, 50; Vertauschung der 
Reihenfolge zweier — 102; —, histo- 
risch dargestellt 971 ff. 

Grenzwert (Limes), — einer Funktion in 
einem Bereich («) mit der Häufungstelle 
a, rechtsseitiger (rechter, vorwärts ge- 
bildeter) 13, 13; linksseitiger (linker 
rückwärts gebildeter) — 15; vorderer 
(hinterer) — 13; — von n Variablen 
49; innere — bei Funktionen mehrerer 
Veränderlichen 51; -e bei Funktionen 
zweier Veränderl. 50; Definition von 
Funktionen durch -e 32; -formen 50; 
Hauptsatz für das Rechnen mit -en 15. 

Größe, Begriff der veränderlichen — 8; 
kritische -n, welche ein Gebieterreichen 
kann 526; algebraische -n 765; unend- 
lich kleine -n 70. 

Größenordnung, — der Koeffizienten 
trigonometrischer Reihen 1040, 1042; 
— des Integrals [f(x) cosAxdx in be- 
zug auf A, 1064. 

Grundintegral J der Variationsrech- 


nung 628. 
Grundton, Existenz des -es einer Mem- 
bran 548; — einer zusammengesetzten 


Schwingung 644. 

Gruppe, in der Theorie gew. Dif- 
ferentialgleichungen. Bestim- 
mung aller gew. Diff.-Gl. 1. Ord., die 
eine gegebene eingliedrige — zulassen 
239; Ableitung des allgemeinsten Fun- 
damentalsystems einer gewöhnlichen 
Diff.-Gl. n‘® Ord. aus einem speziellen 
durch die Gleichungen der allgemeinen 
homogenen linearen — I’ 268; — G 
einer Differentialfunktion, die rational 
aus einem speziellen System von Fun- 
damentallösungen obiger Diff.-Gl.,ihren 
Ableitungen und der Variablen x ge- 
bildet ist (Untergruppe von I’) 268, 
eine einem Lieschen System gew. Diff.- 
Gl. assoziierte — @ 275, endliche 
Gleichungen derselben 277, erste Pa- 
rametergruppe dieser — @ 277, adjun- 





gierte Gruppe von @ 277; allgemeine 
Lösung eines Systems partieller Diff.- 


Gruppe — 


Gl. mit Fundamentallösungen aus 
einer partikulären durch Transfor- 
mation einer dem System assoziierten 
endlichen oder unendlichen — @ 
280; Transformations -n beim Äqui- 
valenzproblem 282ff.; Einführung der 
erweiterten — beim Äquivalenzpro- 
blem 282; -n von Punkt- und Berüh- 
rungstransformationen, welche ver- 
schiedene Klassen von gew. Diff.-Gl. 
invariant lassen 284, 285, 286, 287; 
Transformations- oder Rationalitäts- 
einer gew. linearen Diff.-Gl. 290, Re- 
duktion dieser — durch vollständige 
Integration einer rationalen Hilfsglei- 
chung 291; Integrationsmöglichkeit 
einer gew. linearen Diff.-Gl durch Qua- 
draturen, wenn ihre Rationalitäts- eine 
integrable — ist 291, ebenso Bedingung 
für die algebraische Integrierbarkeit 
‚ 291; einem Lieschen Systeme gew. 
Diff.-Gl. zugehörige, einfach transitive 
— und die zu ihr reziproke einfach 
transitive — 292; — aller Punkttrans- 
formationen bei der Drachschen ratio- 
nellen Theorie der Integration allge- 
meiner Systeme gew. Diff.-Gl. 292; 
Rationalitäts- eines speziellen Systems 
von gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 293. 

Gruppe, kontinuierliche Trans- 
formationsgruppe. Begriff einer 
— von Operationen 402; endliche dis- 
krete -en von Bewegungen 402; un- 
endliche diskrete — 408; r-gliedrige 
— 405; — der Ordnung r 405; De- 
finitionsgleichungen einer endlichen — 
405;.System von Diff.-Gl., das eine r- 
gliedrige — definiert 406, 408; Erzeu- 
gung einer — durch infinitesimale 
Transformationen 409; Zusammenset- 
zung einer — 411; Unter- und inva- 
riante Unter- einer — @ 411; Haupt- 
unter- oder Derivierte einer — @ 412; 
gleich zusammengesetzte oder holoe- 
drisch isomorphe -n 412; zu einer — 
meriedrisch isomorphe — 412; ähn- 
liche -n 413; vertauschbare -n 415; mit 
einer — vertauschbare Transformation 
414; reziproke -n 415; transitive — 
416; primitive und imprimitive — 418; 
intransitive — 418; asystatische — 418; 
Parameter- 422; reziproke Parameter- 
423; transitive -n 424; erste und 
zweite Parameter- 423; zu einer — 
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adjungierte — 424; aristokratische — 
424; demokratische — 424; Übersicht 
über die überhaupt möglichen -n 425 ff. ; 
-n linearer Transformation 425; primi- 
tive — des Raumes 426; einfache -n 
427; zusammengesetzte -n 427; inte- 
grable — von der Ordnung r 427; auf- 
lösbare endliche — 427; Kegelschnitts- 
427; halb einfache — 428; -n von ge- 
gebener Zusammensetzung 429; Typen 
einfach transitiver -n 429, intransitiver 
-n 432; lineare -n 433, 333. Beson- 
dere Arten von endlichen kon- 
tinuierlichen Gruppen 433, 434, 
402; gemischte -n (komplexe -n) 435; 
unendliche kontinuierliche -n 435. 

Gruppen, — distributiver Operationen 
777, 799. 

Gruppenbegriff, Verwertung des -s 
für partielle Diff.-Gl. 387. 


H 

Häufungsstelle, — einer unendlichen 
Menge 9,9; Weierstraßscher Satz über 
die — eines Bereiches von n Variablen 
45. 

Hamilton, -sches kanonisches System 
partieller Diff.-Gl. 249 343, 345, 355; 
-sche partielle Diff.-Gl. 343, 355; -sche 
Funktion des dynamischen Problems 
345; — Jacobische Theorie der Dyna- 
mik 343, in der Variationsrechnung 
(Anwendung auf das Problem 8J, =, 
öU„= 0) 585, 586; -sches Prinzip und 
Integral vom Standpunkt der Varia- 
tionsrechnung aus (zweite Variation 
des Integrals) 624; -scher Konvergenz- 
beweis trigonometrischer Reihen 1038; 
-scher Beweisversuch der Fourierschen 
Integralrelation 1092. 

harmonisch, -e Reihe 171; -e kanoni- 
sche Form eines Systems partieller Diff.- 
Gl. 2399; in der Potentialtheorie: 
vollständige -e Funktion eines Gebie- 
tes 468; zu einer -en Funktion kon- 
jugierte -e Funktion 474; -e Funktionen 
(ausgezeichnete Lösungen der Diff.- 
Gl. Au+%k?:u= 0) 542, 549; -e Glei- 
chung 560; räumliche -e Kugelfunk- 
tion 700; -e Kugelflächenfunktion 700; 
zweiachsige -e Flächenfunktion 713; 
-e Schwingung 952; Gleichung einer 
einfachen -en Schwingung 643; -e Ana- 





lyse 644; -e Analysatoren 133, 690; -e 
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Analyse der Gezeiten 668, 672; Super- 
position einfacher -er Schwingungen 
952; -e trigonometrische Reihen (als 
Lösungen partieller Diff,-Gl. der Phy- 
sik, nach der Methode der ausgezeich- 
neten Lösungen erhalten) 1050; mehr- 
fache -e trig. Reihen 1069. 

Haupt, -fall beim allgemeinen isoperi- 
metrischen Problem 634; -glied der 
Störungsfunktion 1078, 1079; -index 
einer zugeordneten Kugelfunktion 724; 
-integral einer hyperbolischen partiel- 
len linearen Diff -Gl. 2. Ord. 518; -in- 
tegrale der Gleichung Xf=0, 313, 
eines vollständigen Systems linearer 
partieller Diff.-Gl. 320; Auffassung 
einer partiellen Diff.-Gl. 1. Ord. als 
-koinzidenz eines Raumkonnexes 351; 
-lösung von Diff.-Gl. (F. Klein) 1212, 
1213, 1214, 1224; -schwingungen eines 
Massensystems 952; Entwicklung des 
-teiles der Störungsfunktion 1071; 
-theorem der Difl.-Gl. Au+ k?u=0, 
542; -untergruppen 412; Cauchyscher 
-wert eines bestimmten Integrals 138, 
139, (bei Auflösungsformeln in .der 
Theorie der Integralgleichungen) 816, 
1003; Differentiation von -werten diver- 
genter bestimmter Integrale 973 (siehe 
Cauchy); Definition des -wertes einer 
mehrdeutigen Funktion bei Cauchy 1004, 
1017, einer Summe von Residuen 1008. 

hebbar, -e Diskontinuität 29, 29, 30, 
971; -e Unstetigkeiten einer punktiert 
unstetigen Funktion 44. 

Heinesche Summationsformel 125. 

Henricischer Analysator 134. 

Herschel, — (Laplace)sches Prinzip der 
Mechanik 550. 

Hilfsmittel, instrumentelle — zur Auf- 
stellung trigonometrischer Interpola- 
tionsformeln 689. 

Hilfssystem, -e, auf die man Diff.- 
Systeme nt" Ord. zurückführt 234; 
Liesche -e 277; zu einem Differential- 
system n‘“ Ordnung gehöriges — par- 
tieller linearer Differentialgleichungen 
n‘® Ordnung 303; -e bei der Integra- 
tion von Differentialsystemen mit be- 
kannten Transformationsgruppen 251. 

Hillsche Funktion DS 872. 

holoedrisch isomorphe Gruppe 412. 

Holomorphiestern 204. 





Haupt — hypergeometrisch 


homalographisch, Problem der -en 
Projektion 902. 

homogen, Einführung -er Koordinaten 
zur Untersuchung ganzer transzenden- 
ter Funktionen 93, bei der Aronhold- 
schen Gestalt algebraischer Integrale 
93; Gebrauch -er Koor. bei gew. Diff.-G]. 
1. Ord. 244; -e gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 
237; -es System gew. linearer Diff.-Gl. 
246, 272; lineare -e partielle Diff.-Gl. 
1. Ord. 312; nichtlineare -e partielle 
Diff.-Gl. 1. Ord. 313; -e Funktions- 
gruppe in der Theorie der partiellen 
Diff.-Gl. 363; -e Berührungstransfor- 
mation des Raumes R,+1(2, & ».. 2%) 
353; Zerlegung einer ganzen -en Funk- 
tion in Kugelfunktionen 715. 

Hornsteinsches Verfahren zur Ermitt- 
lung versteckter Periodizitäten 679. 

Hüllkurven und Hüllflächen beim 
geometrischen Beweis des Kleinschen 
Oszillationstheorems 451. 

Huyghens, mathematische Formulie- 
zung des -schen Prinzips 1301 ff. 

hyperabelsche Funktionen 800. 

hyperbolisch, -e partielle Diff.-Gl. 
2.Ord. 510, 511, Normalform derselben 
517, 560, von höherer Ordnung als 2te 
567; trig. Entwicklung -er Funktionen 
904, 909. 

hyperbolisch -parabolische part. 
Dif.-Gl. 576. 

hyperfuchsische Funktionen von 
Picard, Definition der — durch Funk- 
tionalgleichungen 800. 

hypergeometrisch, Integration der 
Gaußschen -en Diff.-Gl. durch Quadra- 
turen 784, der verallgemeinerten durch 
bestimmte Integrale 785; -e Reihen, als 
trigonometrische Entwicklungen ele- 
mentarer Funktionen 918, 939; Darstel- 
lung bestimmter trig. Integrale durch 
Grenzfälle-er Reihen 1141; -eReihenals 
Koeffizienten trig. Reihen 857; lineare 
Transformation -er Funktionen bei der 
Umformung einer trig. Reihe in die 
Summe zweier anderen 918; -e Funkt. 
als Koeffizienten in trigonometrischen 
Entwicklungen 857, 876; Transforma- 
tion der -en Funktionen zur Darstellung 
der Koeffizienten bei der trig. Entwick- 
lung der Potenzen der wahren Distanz 
zweier Punkte 877, 877, 878; Darstel- 
lung der Koeffizienten der Entwick- 


. 


Hyperlogarithmus — Integral 


lung der Potenzen der wahren Distanz 
zweier Punkte durch -e Integrale 881; 
B-Funktion als einfachster Fall eines 
-en Integrals 177; Darstellung der Koef- 
fizienten trig. Entwicklungen in der 
Form -er Integrale 926. 
Hyperlogarithmus 174. 
hypersphärische Funktionen 732. 


I 
Jacobi, -sche Determinante 
Diz,». .%) 


AT Di 
108 (bei der Transf. mehrf. Integr.), 
203; -sche Diff.-Gl. erster Ord. 
240, 244; (Euler)-scher Multiplikator, 
Methode des -schen Multiplikators zur 
Integration eines gew. Diff.-Systems 
n'® Ordnung 234, bei der Integration 
einer gew. Diff.-Gl. 1.Ord. durch Diffe- 
rentiation 243; -sche Relation, welcher 
ein Multiplikator u einer Diff.-Gl. 1. 
Ord. genügt 245; Methode der -schen 
Multiplikatorensysteme zur Integration 
von Differentialsystemen 246; -scher 
Multiplikator eines Systems gew. Diff.- 
Gl. 1. Ord. 248; -sches System linearer 
partieller Diff.-Gl. 1. Ord. 315, 354, 316, 
355; -s zweite Methode der Integra- 
tion einer partiellen Ditf.-Gl. 354, Lies 
Verallgemeinerung derselben 356 ;-sche 
Identität beim Pfaffschen Problem 335; 
-sche Summationsformel 123; -sche In- 
tegralformel 187; -sche Identität in der 
Theorie der kontinuierlichen Trans- 
formationsgruppen 410; -sches Krite- 
rium konjugierter Punkte in der Va- 
riationsrechnung 598, 629, 634, 635, 
Ergänzung dazu 637; -sches Aktions- 
integral 624; -sche Transformation von 
ö°J, 588; Anwendung der -Hamil- 
tonschen Methode auf das Problem 
oJ, =0, 585, $U,„—=0, 586; -sches 
Lemma 588. 
identische Operation 767. 
Identität, Jacobische und Mayersche 
— beim Pfaffschen Problem 335. 
implizit, Begr. der -en Funkt. bei Euler 
4; Sätze über -e Funktionen 72, 74; 
Existenz der -en Funktionen „;(x) 
des Systems H,(&,Y, - - - %,) = 0, 203. 
imprimitive Gruppen 418. 
indefinit, homogene quadratische -e 
Form 86. 
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independente Darstellung höherer De- 
rivierter 87. 

Index, — einer Invariante einer gew. 
linearen Diff.-Gl. n‘ " Ord. 284; Haupt- 
n und Neben- » der Kugelfunktionen 
0% 724; Rechnen mit Ableitungen zu 
beliebigem — 770; Differentiation 
zu allgemeinem — siehe dort. 

indirekter Funktionswert 25. 

Indizes, Gesetz der — im Üperations- 
kalkül 767. 

infinitesimale Transformation; 
einem System totaler Diff.-Gl. adjun- 
gierte Schar -r -en 318; — Af, welche 
ein vollständiges System partieller 
Diff.-Gleichungen gestattet 317; — Xf, 
welche der Pfaffsche Differentialaus- 
druck A bzw. die Gleichung A=0 
gestattet 318; Beziehung zwischen 
Pfaffschen Ausdrücken und -n -en 336; 
— einer Gruppe 409, 410; ausgezeich- 
nete — einer Gruppe 424; Erzeugung 
einer Gruppe durch — -en 409; aus- 
gezeichnete und invariante -en 424. 

Inhalt, -— eines ebenen oder krammen 
Flächenstücks. 

integrabel (integrierbar), -e Funk- 
tion 96; -es System partieller Diff.-Gl. 
297 ; unbeschränkt -es System partieller 
Diff.-Gl. 305, totaler Diff.-Gl. 318; -e 
Transformationsgruppe der Ordnung 
r 427; Typen -er gew. Diff.-Gl. nt* 
Ordn. 259. _ 

Integrabilität, — der Differential- 
ausdrücke f(z,y,%y',...) 112, 578 (hier 
in der Var.-Rechng.); -sbedingungen 
für die Diff.-Gleichungen einer konti- 
nuierlichenTransformationsgruppe410. 

Integral, unbestimmtes — von f(x) 
89; bestimmtes — siehe dort; abge- 
grenztes — 90; —, erstreckt über eine 
Kurve vom Geschlecht 0, 93; Existenz 
des -s 94; mehrfaches und Doppel- 
siehe dort; -zeichen 89, 90; oberes und 
unteres —, — par exces und — par 
defaut 96, Ausdehnung dieser Begriffe 
von Jordan auf mehrf. Int. 147; Dirich- 
letsches — siehe dort; trigonome- 
trische -e siehe dort; -e rationaler 
Funktionen 90; -e transzendenter Funk- 
tionen 92; -e algebraischer Funktionen 
vom Geschlecht Null 92; -e irrationaler 
Funktionen 92; außerordentliches — 
(von Cauchy) 1153, 1116, 9753; singu- 
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läres — siehe dort; — eines Systems 
von gew. Diff.-Gl. 1. Ord., erstes 
- 196, 232, allgemeines — 192, 232; — 
einer gew. Differentialgleichung n** 
Ord. 233; — eines Systems gew. Diffe- 
rentialgleichungen 312; eindeutige Be- 
stimmung der -e durch die Anfangs- 
bedingungen 203; Methode der Auf- 
suchung erster -n 205; Existenz von 
-en eines solchen Systems, welche An- 
fangsbedingungen genügen, für die die 
Koeffizienten des Systems bestimmte 
Formen annehmen, siehe unter Exi- 
stenz; erstes — eines speziellen Sy- 
stems gew. Diff.-Gl., das bei der Inte- 
gration durch Differentiation der Diff.- 
Gl. f(@,y,y)=0 gewonnen wird 243, 
allgemeines — dieser Diff.-Gl. 244; -e 
bei gewöhnlichen singulären Anfangs- 
bedingungen 206ff., bei außergew. 
Anfangsbedingungen 223ff.; singuläre 
-e eines Systems gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 
207, 192; -kurven eines simultanen 
Systems gew. Diff.-Gl. 313; holomor- 
phes und analytisch-reguläres — eines 
analytischen Diff.-Systems bei Ver- 
wendung komplexer Größen 196, 197; 
-kurven der Diff.-Gl. y’ = f(x, y) 209; 
Theorie der singulären -e der Diff.-Gl. 
y—=f(x, y) 209, 210, 245 (hier syn- 
thetische Entwicklung); -kurven, sin- 
guläre -kurven, Enveloppen von gew. 
Diff. 1. Ord. 209ff., beliebiger Ordnung 
214; Integrale bei gewöhnlichen sin- 
gulären Anfangsbedingungen 209 ff.; 
Verhalten der Integrale linearer Diff.- 
Gl. 2.Ord. im reellen Gebiet 272, 437 ff.; 
Nullstellen der -e linearer Diff.-Gl. und 
Liouvilles asymptotische Darstellung 
dieser Integrale 1063; algebraische -e 
gew. Diff.-Gl. 240, 241; — eines Sy- 
stems partieller Diff.-Gl. 297; all- 
gemeines — eines solchen Systems 301, 
302; allgemeines und vollständiges — 
305; partikuläres — 8302; singuläres 

— 303; einfach, zweifach, mehrfach 
 singuläres — 303; verschiedene Defi- 
nitionen 307; Zwischen- 304 (inter- 
mediäres); allgemeines intermediäres 
304; vollständiges — 305, 310; Haupt- 
eines vollständigen Systems linearer 
part. Diff.-Gl. 820; vollständiges — 
eines Involutionssystems 357; singu- 
läres — eines Involutionssystems 359; 





Integraläquivalent — Integraldarstellung 


Verallgemeinerung des-begriffs 
nach Lie 307; -fläche 309, — M,, 
-gebilde, -mannigfaltigkeit, -verein 309, 
—, vollständiges — 310, auch bei Sy- 
stemen part. Diff.-Gl. mit mehreren 
Unbekannten; allgemeinste -fläche ei- 
nes Systems linearer partieller Diff.- 
Gl. n** Ord. 316, — eines Systems 
totaler Diff.-Gl. 318; allgemeines — 
einer linearen homogenen partiellen 
Diff.-Gl. 1. Ord. 318; Haupt- der part. 
Diff.-Gl Xf=0, 312; vollständiges — 
vom Range %k einer part. Diff.-Gl. n!* 
Ord. 305; (n — »)*® — einer part. Diff.- 
Gl. n*" Ord. 304; allgemeines — der 
nicht homogenen linearen partiellen 
Diff.-Gl. nach Lagrange 313; singu- 
läres — einer part. Diff.-Gl. 1. Ord. 
mit einer Unbekannten 348; voll- 
ständiges — dieser Diff.-Gl. 351, 
bei Einführung homogener Element- 
koordinaten 353, 354; — oder -M 
einer part. Diff.-Gl. 1. Ord. (nach Lie) 
349; erste -e, allgemeines — einer 
partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. mit 2 Un- 
bekannten 869; -M,, -M, einer part. 
Diff.-Gl. mit einer Unbekannten und 
m Unabhängigen 309, bei part. Diff.- 
Gl. 1. Ord. 349, 2 Ord. 363; willkür- 
liche Funktionen im allgemeinen — 
einer part. Diff.-Gl. n‘* Ord. 960; -e 
spezieller partieller Diff.-Gleichungen 
und der partiellen Diff.-Gl. der Physik 
vgl. die Seiten 1173—1305, insbeson- 
dere die unter Differentialglei- 
chungen angegebenen Nummern. 
Integraläquivalent, — eines Systems 
linear unabhängiger totaler Diff.-Gl. 
307; allgemeinstes — einer Pfaffschen 
Gleichung A = 0 326; singuläre -e 
einer Pfaffschen Gleichung 326, 327. 
Integralbegriff, Leibnizscher — 95; 
Cauchyscher — 95, 94; Darbouxscher 
— 96; Riemannscher — 63, 96, 100, 
101 (bei der partiellen Integration); 
Bernoullischer — 100; Ausdehnung des 
Riemannschen -s auf ein Integral der 
Gl. y =f(&,y) 198. 
Integraldarstellung, elementare -en 
89; — der [Funktion 157, 159, 160; — 
der Funktion (a) 164; — von log I'(a) 
164; — der Funktion ®(a) 167, 168; 
— von y 174; — einer Funktionalopera- 
tion 780, 784; — der Besselschen Funk- 


Integralcosinus 


tion 1. Art 744, 2. Art 745, 747; C. Neu- 
mannsche — einer Funktion mittels 
Zylinderfunktionen 756; — der Koeffi-. 
zienten trigonometrischer Reihen 922, 
927; — der Koeffizienten von Entwick- 
lungen der elliptischen Bewegung 896; 
— der Koeffizienten trigonom. und Po- 
tenzreihen 1009, 1010, 1024, 1027, 1305; 
— von Lösungen partieller Diff,-Gl. 
1193 ff. bis 1305; — der Wurzeln von 
Gleichungen 1307. 
Integralcosinus 1144. 
integrales definies gen6ralisdes 137 (un- | 
eigentliche Integrale). | 
Integralformel, — von Legendre- 
Stieltjes 186; — von Jacobi 187; 
von Kummer 187; — von Poisson 1162, | | 
Verallgemeinerung von Catalan 1171; 
— von Nanson, von Tschebyscheff 1171, 
von Cauchy 1172, von Fourier siehe 
dort. 
Integralgleichungen, die allgemei-. 
nen — eines Systems partieller Diff.- 
Gl. 302; — 1. Art 803, 803; — 2. Art 
809; — 2. Art mit mehreren Variablen 
817; Auflösung von — mit trig. Ent- 
wicklungen 1350. | 
integrali improprii 103. 
Integralinvarianten, einer zu | 
einem System gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 
assoziierten part. Diff.-Gl. 253; Inte- 
gration eines, solchen Systems, von | 
welchem man — kennt 253; k-fache 
— n'® ÖOrd. eines solchen Systems | 
253; — einer Gruppe 422. (Vgl. I n-| 
varianten. ) | 
Integralkonoid 347. | 
Integralkurven, — von gew. Diff.-Gl. 
1. Ord. 209 ff.; — eines Systems gew. 
Diff.-Gl. 1. Ord. 227 ff.; Familie von 
00” ebenen — (allgemeines Integral 
eines gew. Diff.-Systems nter Ord.) 233; 
— einer linearen homogenen part. 
Diff.-Gl. 1. Ord, welche ein System 
gew. Diff.-Gl. 1.  Ord. ersetzt 313 (vgl. 
Charakteristiken); — als geome- 
trisches Bild eines Fundamentalsystems | 
von Lösungen der linearen Gleichung. 
Py)=o, m. | | 
Integrallogsrithmus, Darstellung, 
des — 174, 1145, 1146; trig. en | 
die mit dem _ zusammenhängen 1146; 
Tafeln für den — 174. 








— Integration 1385 

Integralreehnung 88 ff. Begründung 
der — in den Lehrbüchern 94, 94, 97. 

Integralrelationen zwischen Koefhi- 
zienten trig. Entwicklungen 925, 926. 

Integralsätze, — von Cauchy über 
bestimmte Integrale 97 (sieheCauchy); 
— der Kugelfunktion P* 706; — der 
zugeordneten Kugelfunktionen 710, der 
allgemeineren Kugelfunktionen 714. 
Vgl. Integralformel. 


Integralsatz, Cauchyscher — vgl. 
Cauchy. 
Integraltheoreme, — bei unharmo- 


nischen trig. Reihen 1052, 1053, 1056, 
1058; vgl. Integralformel, Inte- 
gralsätze. 

‚Integralsinus 1144, — in Koeffizien- 
ten trig. Entwicklungen 919. 

Integraltafeln, s. Tafeln. 

Integralzeichen ss, 95. 

‚Integraphen 131. 

‚Integration, unbestimmte — von f(x) 
88; — rationaler Funktionen 90; 
transzendenter Funktionen 92; — ra- 
tionaler Funktionen von goniometri- 
schen und Exponentialfunktionen 92; 
— algebraischer Funktionen vom Ge- 
schlecht Null 92; — von f(«, y), falls 
zwischen x und y eine allgemeine 
Gleichung 2. Grades besteht 93; an- 
genäherte — durch Reihenentwick- 
lung oder Summation 94 (mechanische 
— siehe dort.); — durch Reihenent- 
wicklung 155; partielle — 101; suk- 
zessive — eines 2- oder mehrfachen 
Integrals 103, 104; „unter dem 
Zeichen“ — (eines Integrals nach 
einem Parameter) 101, 144; — zur Ab- 
leitung bestimmter Integrale aus an- 
deren 1118, 1138; gliedweise — un- 
endlicher Reihen 144, trig. Reihen 
1044; siehe gliedweise; — totaler 
Differentiale 110; — rationaler Brüche 
zwischen den Grenzen — oo u.-+ 
156; -sbereich bei n-fachem Integral 
104; n-fache — einer integrablen 
Funktion über einen meßbaren Be- 
reich 147. 

Integration einer gew. Diff.-GL, — 
durch bestimmte Integrale 232, 1193, 
1197; algebraische — 232; — einer 
gew.Diff.-G1. 1.Ord.; — durch Tren- 
nung der Variablen 233, 236; — durch 
Quadraturen 233; — durch die Me- 
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thode des integrierenden Faktors 233, 
237; — durch die Liesche Methode 
238; algebraische — 240; — der (un- 
aufgelösten) Gleichung durch Differen- 
zieren 242; — der Diff.-Gl. F(«, y, y') 
—=(, wo F=0 d. Gl. einer rationalen 
Fläche darstellt 243; — durch Be- 
rührungstransformationen 243;—durch 
Ersetzen durch ein System der Diff.- 
Gl. 1. Ord. 244; — von Diff.-Gl. höh. 
Ord. 255 ff; — nach der Methode des 
Eulerschen Multiplikators 255; — bei 
speziellen Fällen durch Graderniedri- 
gung 257; — nach der Lieschen 
Theorie 258; — der unaufgelösten 
Diff.-Gl. höherer Ord. 259; — von 
Typen integrabler Gleichungen 260; 
— der linearen Diff. Gl. 260; — mit 
konst. Koeffizienten nach d’Alembert 
262; — mit zweitem Glied 263 (nach 
der Methode der Variation der Kon- 
stanten) durch Ordnungserniedrigung 
265; — durch symbolische Methoden 
bei Gleichungen mit gegeb. Funda- 
mentalsystem 266 ;— durch Aufstellung 
von Resolventen 267 und Assoziierten 
269; — der linearen Diff.-Gl. 2. Ord. 
271; — durch Untersuchung der In- 
varianten 284 ff.; — durch rationelle 
Integrationstheorien 288 ff. 


Integration eines Systems gew.| 


Diff.-Gl., klassische -stheorien 233, 
234, 245; — von Systemen mit bekann- 
ten Transformationsgruppen 234, 245, 
249; — mit bekannten Differential- 
oder Integralinvarianten 253; — durch 
Einführung neuer Variabler (Trans- 
formation der Diff.-Systeme) 235; — 
von Lieschen Systemen 275 ff.; — durch 
Aufstellung von Äquivalenzproblemen 
und Einführung von Differentialinva- 
rianten 282; — durch rationelle Inte- 
grationstheorie bei Lieschen Systemen 
292, 235; logische — 3235. 

Integration eines Systems par- 
tieller Diff.-G1.297; — logique eines 
algebraischen Systems 293; — eines 
vollständigen Systems nach Jacobi 
319; — eines g-gliedrigen Involutions- 
systems 363; — eines Involutions- 
systems bei Verwendung von infinite- 
simalen Berührungs- bzw. Punkttrans- 





formationen, welche dasselbe gestattet | 


365, 366. 


| 
1 
ı 


Integration — Integrationstheorien 


Integration der nicht linearen 
partiellen Diff.-Gl. 1. Ord. mit 
einer Unbek. nach Lagrange und Pfaff 
337, — nach Cauchy 339, nach Jacobis 
erster Methode 340, nach Jacobiszweiter 
Methode 354, nach Lagrange 346; Inter- 
pretation der — bei homogenen Ele- 
mentkoordinaten 353; — nach der 
Verallgemeinerung der Cauchyschen 
Methode mit Zuhilfenahme der Lie- 
schen Flächenelementbegriffe 349. 


Integration einer exakten totalen 
Diff.-G]. durch die eines Systems gew. 
Diff.-Gl. 321. 


Integration der part. Diff.-Gl. mit 
2 unabhängigen Veränderlichen 
1173 bis 1254, durch Reihen, die nach 
den sukzessiven Ableitungen willk. 
Funktionen fortschreiten 1173, durch 
Reihen von Elementarlösungen 1177; 
— part. Diff.-Gl. durch best. In- 
tegrale: von gew. Reihenentwickl. 
aus 1192, durch Integ. des Produkts 
der Elementarlös. mit einer willkür- 
lichen Funktion ihres Parameters nach 
diesem 1194, in Übertragung der bei 
gew. Diff.-Gl. angewandten Methode 
1197, — vermöge der Darstellung der 
numer. Koeffiz. ihrer Reihenentw. 
durch solche Integrale 1198; — von 
der Lösung durch eine trig. Reihe 
ausgehend 1205, durch trigonometri- 
sche Integrale 1219; — mittels einf. 
Integrale auf dem Wege über trigon. 
Integrale 1225; — part. Diff.-Gl. 
mit mehr als zweiunabhängigen 
Veränderlichen 1254 bis 1305. 

Integrationsprobleme, die drei — 
der Bestimmung aller Gruppen von ge- 


gegebener Variablen- und Parameter- 
zahl 425. 


Integrationsreihenfolge, — und 
Schreibweise von mehrfachen Inte- 
gralen 1087; Vertauschung der — in 


einem Doppelintegral 146 (Zulässig- 
keit); Ableitung bestimmter Integrale 
durch Vertauschung der — in einem 
Doppelintegral 1100, 1105, 1109, 1110, 
1114, 1119, 1120, 1128, 1139, 1154, 
1142, 1144, 1147, 1149. 
Integrationstheorien bei Systemen 
gew. Diff.-Gl.; formelle — 234; klas- 
sische — 234; rationelle — 235, 288. 


Integratoren — Involutionssystem 


Integratoren 128; -—— für Flächen- 
und Trägheitsmomente 131; — für 
linearen Differentialgleichungen 134. 

integrierbar (siehe integrabel). 

Integrierrolle, des Planimeters 128. 

Intensität einer einfach harmonischen 
Schwingung 643. 

intermediär, -es und allgemeines -es 
Integral eines Systems partieller Diff.- 
Gl. 304; -es Symbol im Operations- 
kalkül 768. 

interpolateur ä cadran 689. 

Interpolation (trigonometrische) 642 ff. 
(Begründung der) — für äquidistante 
Argumente durch Bessel 648 f.; — für 
beliebige Argumente 651; — für sehr 
zahlreiche 652; — bei ausgefallenen 
Beobachtungen 656, 654; — von Funk- 
tionen zweier Argumente 662; „— in 
der Mitte* 688; — der Reihe 1, 2, 
6, 24, 120, 157; parabolische — bei 
der Berechnung einzelner Beobach- 
tungen aus Mittelwerten für längere 
Zeitdauer 658. 

Interpolationsformel, — von La- 
grange 121; Benutzung der trigono- 
metrischen -n zum Konvergenzbeweis 
trig. Reihen 995; trigon. -n in komplexer 
Gestalt 651; trigon. -n, in denen nur un- 
gerade Vielfache des Arguments er- 
scheinen 651; Gebrauch trig. -n bei 
Störungsrechnungen ssı. 

Interpolationsfunktionen, Ampere- 
sche — 77. 

interpolatorisch, -e Entwicklung = 
Entwicklung durch mechanische Qua- 
dratur 1080. 

Interpretation, geometrische — einer 
linearen homogenen gew. Diff.-Gl. ne 
Ord., ihrer Assoziierten und Adjun- 
gierten 271; geometrische — von gew. 
Diff.-Gl. 1. Ord. beim Gebrauch homo- 
gener Koordinaten 244, bei der Auf- 
fassung von F(x,y,y’) = 0 als Fläche 
245; geom. — des Eulerschen Multi- 
plikators einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 
239; — der Funktionaloperationen in 
einem Raum von n Dimensionen 776; 
— von oo vielen Dimensionen 777. 

interpolare Operation 785. 

Intervall, im — stetige, im Innern 
des -es stetige Veränderliche 11; Zer- 
legung des Integrations -s zur Aus- 
wertung bestimmter Integrale 138, 154. 

Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 
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intransitiv, -e Gruppe 418; Bestim- 
mung aller Typen von -en Gruppen 
432. 

Invariabilitätszüge, stetige Funk- 
tion mit unendlich vielen -n 42. 

invariant, bei linearer homogener Sub- 
stitution formal oder numerisch -e ra- 
tionale Differentialfunktionen 290; — 
verknüpfte Systeme partieller Diff.-Gl. 
315; -e Verknüpfung eines Systems 
totaler Diff.-Gl. mit seinem adjungier- 
ten System 318; bei einer kontinuier- 
lichen Transformationsgruppe -es In- 
tegral der Form [f(&, y, y') dx 638; in 
bezug auf die Operation S, -e Funk- 
tion o(x) 791. 

Invariante, Liesche Theorie der Diffe- 
rential-n 234,283 ff. ;-n der linearen gew. 
Diff.-Gl. n!* Ord. 284, verschiedener 
Klassen gew. Diff.-Gl. 285; Charakte- 
ristische -e der Transformationsgruppe 
einer gew. linearen Diff.-Gl. 290; -n 
von Differentialausdrücken 116, 284 ff.; 
absolute und relative -n bei der 
Transformation eines Systems gew. 
Dif.-Gl. im Äquivalenzproblem 283; 
-n des Pfaffschen Ausdrucks A bei 
beliebiger Transformation 327; -n der 
partiellen Diff.-Gl. 1. Ord. gegenüber 
allen Punkttransformationen des Rau- 
mes R,,;+ı 353; -n n** Ord. einer par- 
tiellen Diff.-Gl. 2. Ord. 379; Darboux- 
sche -n partieller linearer Diff.-Gl. 
2. Ord. 384; -n eines Systems Pfaff- 
scher Gleichungen 398; -n eines gew. 
Inv.-Systems gegenüber allen homo- 
genen Berührungstransformationen ge- 
wisser Variablen 360; -n einer kont. 
Transformationsgruppe 418; -n mehr- 
facher Punkte gegenüber einer Gruppe 
418; Differential-n einer Gruppe 421; 
Integral-n einer Gruppe 422; -n der 
Operation A(p) in der Theorie der 
Integralgleichungen 813. 

invariantives Gleichungssystem ge- 
genüber einer Gruppe 418. 

Inverse einer Operation 781, 767; In- 
versionsproblem eines bestimmten In- 
tegrals siehe Umkehrung. 

Involution, in — stehende Funktionen 
357. 

Involutionssystem, — partieller Diff.- 
Gl. 299, 310, 357; spezielle -e 360; — 
zweier partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. 375; 

90 
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-e partieller Diff.-Gl. n‘® Ord. mit 1 
unabh. Variablen 378; -e partieller 
Diff.-Gl. nt Ord. mit 1 Unbek. und 
m unabh. Veränderlichen 390; voll- 
ständiges Integral eines -s 357, sin- 
guläres 359. 

involutorisch, -e Funktionen in der 
Theorie der Involutionssysteme 357; 
-e Beziehung zweier reziproker Funk- 
tionen 1098. 

irreduzibel, — oszillierende Funktion 
43; in einem Bereich -e rationale Diff.- 
Gl. 268. 

Irreduzibilitätsbegriff, Übertra-. 
gung des -s der Algebra auf alge- 
braische Systeme part. Diff.-Gl. 298 

irreguläre und reguläre gew. lineare 
Diff.-Gl., Transformation derselben in- 
einander 782. 

isomorph, holoedrisch und meriedrisch 
-e Gruppen 412. 

isoperimetrisch, -es Problem im 
eigentlichen engeren Sinn 581, 608, 
611; -e Aufgaben im weiteren Sinn 
580, 608, 632; Steinersche Behandlung 
-er Aufgaben 611; Sammlung -er Auf- 
gaben 621, 636; -es Integral 632; -e 
Konstante 632; „-es Problem auf einer 
Fläche“ 636; -e Probleme mit Doppel- 
integralen 637; Anwendung der Ha- 
milton-Jacobischen Theorie auf -e 
Probleme 345; allgemeines -es Problem 
633. 

Iteration, Problem der — 793; Problem 
der analytischen — 796 (Beispiele). 
Iterationsrechnung 792 ff.; Anwen- 
dung der — auf die Abelsche Glei- 
chung 794, — auf die näherungsweise 
Berechnung der Wurzeln einer Glei- 

chung 793. 

Iterierte, — Integrale rationaler Funk- 
tionen und trig. Entwicklungen 868; 
n' — einer Funktion 790; — Kerne 
814. 


K 


kanonisch, (Hamiltonsche) -e Systeme 
der Dynamik 234, 343, 249; -e Ele- 
mente des ungestörten dynamischen 
Problems 345, 355; -e Substitution in 
der Hamilton-Jacobischen Theorie 346; 
-e Form eines Systems partieller Diff.- 
Gl. 299, 299; -e Form eines allgemeinen 
Systems gew. Diff.-Gl. beim Äqui- 





involutorisch — Klasse 


valenzproblem 283; -e Formen von 
Funktionengruppen 362, 363; -es Para- 
metersystem 429, 430 (zur Darstellung 
der infinitesimalen Transformationen 
der Parametergruppe); -e Potential- 
funktion 468. 

Kapillarität, Untersuchung von Gauß 
über — 616, 623. 

Kardinalfläche 475. 

Kegelfunktionen, Mehlersche — 728; 
adjungierte — 729; Funktionen des 
elliptischen Kegels 742; Entwicklung 
einer Funktion nach — 730. 

Kegelplanimeter 129. 

Kepler, -sche Gleichung 3893, 894, 894, 
1345; verallgemeinerte — 895. 

Kern, -— einer Integralgleichung 1. Art 
803, 2. Art 872; iterierter — 814; 
geschlossener — 815; zum — gehörige 
Eigenwerte 813; definiter — 815. 

Kette, Problem der frei herabhängen- 
den — 954; Diff.-Gl. der Schwingungen 
einer schweren — 1200. 

Kettenbruch, Entwicklung des Inte- 


grals [02 in einen — 125; Ja- 


cobis — ähnliche Algorithmen zur 
Nutzbarmachung astronomischer Fra- 
gen 1073; Gaußsche -darstellung des 
Quotienten zweier hypergeometrischer 
Reihen zur Berechnung der Koeffizien- 
ten der Entwicklung der Potenzen 
der wahren Distanz zweier Punkte 883. 

Kettenbrüche, Zusammenhang zwi- 
schen -n und Kugelfunktionen 723, und 
Zylinderfunktionen 750 (Entwicklung 
in Kettenbrüche). 

Kettenbrücke, unharmonische Reihen- 
entwicklungen in der Theorie der 
Schwingungen einer — 1052. 

Kettenlinie, — bei Extremumsauf- 
gaben 621. 

Klammerausdruck (Operation), Pois- 
sonscher — in der Theorie der Be- 
rührungstransformationen (als Spezial- 
fall des Pfaffschen Problems) [$/], 
(pf), (f) 243, 243, 333, 3335; — bei der 
Frobeniusschen Methode 331, 332; — 
in der Gruppentheorie 410, 4105; — 
(X, X,) bei vollständigen Systemen 
partieller Diff.-Gl. 315; Verallgemei- 
nerung des -es [F}; F',] für 2 Diff.-Gl. 
beliebiger Ord. 356. 

Klasse, — der analytischen Funktionen 


Klein, -sche Fläche 555; -sches Oszil- 


Koeffizienten, Sekanten- 183; — von 


Klassifikation — kombinatorische 


einer reellen Variablen innerhalb der | 
Klasse der unbeschränkt differenzier- 
baren Funktionen einer reellen Va- 
riablen 80; -n von Systemen gew. 
Diff.-Gl., welche Integrationsmethoden 
zulassen 276; -n von Diff.-Gl. 234, siehe 
speziell; -n von gew. Diff.-Gl. 281; 
-en von gew. Diff.-Gl., die Gruppen von 
Punkttransformationen zulassen 258; 
spezielle -n von Gleichungen und 
Gleichungssystemen 260; „erste“ 
Ampe£resche — partieller Diff.-Gl. 302; 
Liesche -n part. Diff.-Gl. 1. Ord. 353; 
— des Pfaffschen Ausdrucks A 324; 
Darbouxsche Systeme y*" — 378; die 
4 -n Lame&scher Funktionen 734. 
Klassifikation, (Liesche) — der par- 
tiellen Diff.-Gl. 1. Ord. hinsichtlich 
ihrer vollständigen Integrale 352; — 
der partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. hin- 
sichtlich ihrer Charakteristiken 1. Ord. 
367, 508, 510, der part. Diff.-Gl. nt" 
Ord. 567, 569; — der Systeme part. 
Diff.-Gl. bzw. der mit ihnen äquiva- 
lenten Systeme Pfaffscher Gleichungen 
bezüglich des, ‚Charakters‘ derletzteren 
399. 

klassisch, -e Integrationstheorien bei 
gew. Diff.-Gl. 234, 239; -es Verfahren 
zur Integration eines Systemes gew. 
Diff.-Gl. 245; -e Entwicklung der Stö- 
rungsfunktion 1071. 


lationstheorem 451. 


Laplace in der Astronomie 876; 
— P"(cosy) in der Theorie der 
Kugel funktionen 713; Legendre- 
sche — 702; — der Gleichung einer 
einfach harmonischen Schwingung 
643; (Besselsche) — trig. Interpo- 
lationsformeln 649; — bei nicht 
äquidistanten Beobachtungen 652; — 
bei zahlreichen Beobachtungen 653, 
Berechnung aus möglichst wenig Be- 
obachtungen 659, wahrscheinliche 
Fehler 649, angenäherte Werte 651, 
in komplexer Gestalt 651, meteorolo- 
gische und mathematische Auffassung 
derselben 651, Schemata zur Berech- 
nung derselben 686 ff., graphische Me- 
thoden, Tabellen, Schablonen 688; — 
trigonometrischer Reihen, durch 





Grenzübergang aus Interpolations- | 
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formeln erhalten 650, als unendliche 
Reihen 920; — der Entw. einer be- 
liebigen ungeraden Funktion in eine 
Sinusreihe 920; Integralausdrücke der 
— 6, 880, 885, 896, 899, 922 ff., 927, 
929 (bei Benutzung komplexer Größen); 
Integralrelationen zwischen — 925, 
926; — der durch Differentiation aus 
einer trig. Reihe erhaltenen trig. Reihe 
1045, 1046; — mehrfacher trig. Reihen 
1067, 1068 (hier komplexe Form), par- 
tielle Integration 1040, Größenordnung 
und asymptotische Darstellung 1040, 
1042; Natur der — und Unstetigkeiten 
der dargestellten Funktion 1042; — 
von Reihen, die nach den trig. Funk- 
tionen ungerader Vielfacher des Argu- 
ments fortschreiten 942; —, welche 
gewissen Diff.-Gl. genügen 921, 921, 
922, 871, 977, 898, 913; — der trig. 
Entwicklung von f(cos £) 660; —, wel- 
che als reziproke Werte der Produkte 
von mehreren ganzen Zahlen erscheinen 
914; — By, welche allgemeinere ratio- 
nale g. F. desIndexsind 915 ff.; (Laplace 
sche) — die bei der Entwicklung der 
wahren Distanz zweier Punkte nach 
den Cosinus der Vielfachen der schein- 
baren Distanz auftreten 875, Darstel- 
lung durch gewisse elliptische und 
hypergeometrische Integrale 881, 882, 
883, Rekursionsformeln 882, Berech- 
nung derselben 884, asymptotische 
Darstellungen 885; — der Entwick- 
lungen aus der Theorie der elliptischen 
Bewegung 896 ff.; — der Entwicklung 
der Störungsfunktion 1072, 1073; — 
unharmonischer trigonometrischer Rei- 
hen 1056, 1059; variable — in den 
Grenzbedingungen bei part. Diff.-Gl. 
1251. Differential-, siehe dort. 


Koenigssche Funktion 794; — Funk- 


tion B(x) 795. 


Körper größter Anziehung 485. 
Kollineationen, — als distributive 


Operationen in einem Raume von n 
Dimensionen 776, ausgeartete solche 
— 776; in einem Raume oo vieler 
Dimensionen 778 (ausgeartete — 1. 
und II. Art). 


Kombination, lineare integrable — 


totaler Differentialausdrücke 318. 


kombipatorische Methoden bei der 


Lösung von Randwertaufgaben in der 
90* 
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Theorie der harmonischen Funktionen 
499. 
Komplanation 
1084. 
komplementär, -e Funktion bei der 
Differentiation zu allgemeinem Index 


eines Zylinderhufes 


117; -e Besselsche Funktion 744, 747. 


kompletieren (distributive Operation) 
786. 
Kommensurabilität,theoretischeund 
praktische — (bei der Superposition 
von Schwingungen) 663. 
kommutativ, -e Eigenschaften von 
Operationssymbolen 766; -e Multipli- 
kation von Symbolen 767. 
Komplex, Geraden-, der aus allen 
zu den Erzeugenden des 


bei der Klassifikation der part. Diff.-Gl. 
2. Ord. 367. 

komplex, -e Form des Fourierschen 
Integrals 1088, der Koeffizienten har- 
monischer trig. Reihen 929, mehrfach 
harmonischer trig. Reihen 1068; Funk- 
tion einer -en Veränderlichen 7; Be- 
griff des Rechnens mit -en Größen 
bei Cauchy 1019. 

Komponenten, — einer periodischen 
Funktion (Schwingung) 644; — von 
bestimmter Periode aus einer zu- 
sammengesetzten periodischen Natur- 
erscheinung 667 ff. 

Kondensation, Methoden zur — von 
Singularitäten 36—39; Hankelsches 
-sprinzip 37. 

Kongruenz, Differentialsysatem einer 
algebraischen — von Raumkurven 215. 

konjugiert, -e Punkte in der Varia- 
tionsrechnung bei einfachen Integralen 
598, 624, bei Doppelintegralen 618; Ja- 
cobisches Kriterium der-en Punkte 598, 
629; Bestimmung -er Punkte bei Ex- 
tremumsaufgaben 621; -e Punkte und 
geodätische Linien 622. 

Konnex, Beziehungen von Clebschs 
Theorie der -e zur gew. Diff -Gl. 1. Ord. 
in homogenen Koordinaten 245; 
Clebschs -koordinaten in der Theorie 
der nichtlinearen part. Diff.-Gl. 1. Ord. 
mit einer Unbekannten 351. 

Konoid, Integral- bei nichtlinearen 
part. Diff.-Gl. mit einer Unbekannten 
347, 348. 





Kegels | 
rt— s’—=0 parallelen Linien besteht. 








Komplanation — Konvergenzbeweis 


Konstante der Lösungen eines gew. 
Diff.-Systems 192. 

kontinuierlich, — verteilte Massen 
466; Schwingungen verteilter 
Massensysteme 953; -e und dis-e Funk- 
tionen 961, 961 (als Lös. part. Diff.-Gl.), 
962, 969 ff.; „— im engsten Sinn“ 970; 
dis- siehe dort, siehe auch stetig. 

Kortinuum, n-dimensionales — 45, 46, 
46, 47; homogenes n-dimensionales — 
im n-dimensionalen Raum 46; Semi- 
46. S. auch Bereich. 

konvergent, absolut oder unbedingt, 
bedingt -es bestimmtes Integral 139, 
142, Beispiele 141; bedingt und un- 
bedingt -e Reihen 979; Verwandlung 
schlecht -er trig. Reihen in besser -e 
945. 

Konvergenz, — von x gegen a 11; 
(un)gleichmäßige —, rechts- und links- 
seitige gleichmäßige — von lim f(x) 
in der Umgebung von 2=a 33; im 
Intervall (x,, x) gleichmäßige — von 
lim f,(x) 34; historische Entwicklung 
des Begriffs der gleichmäßigen oder 
gleichförmigen — 983; gleichmäßige 
— einer Funktion mehrerer Variabeln 
gegen eineGrenzfunktion 52; schichten- 
weis gleichmäßige — einer Funktion 
von 3 Variabeln gegen eine Grenz- 
funktion 53; -stetigkeitspunkt, -un- 
stetigkeitspunkt, -grad einer Reihe 


D'p,(@)52; —unendlicherReihen: 


„beliebig langsame“, „unendlich lang- 
same“ — 35, 982, 1123; unendlich ver- 
zögerte — 35; — einer komplexen 
Potenzreihe bei Cauchy u. a. 1014; — 
in gleichem Grade 35; gleichmäßige 
— 34, 52; gleichförmige — 35; stetige — 
35; stetige — im Intervalle 35; einfach 
gleichmäßige, streckenweis gleich- 
mäßige — 36; uniforme — 36; gleich- 
mäßige und unbedingte bzw. bedingte 
— 34; -bereich einer durch Grenzwerte 
definierten Funktion 32; -grenze für 
die Potenzreihenentwicklung einer 
Funktion 1016; — einer unharmoni- 
schen trig. Reihe verglichen mit der 
harmonischen Entwicklung derselben 
Funktion 1065; — imalten Sinne des 
Wortes 833. 

Konvergenzbeweis, — der Entwick- 
lung einer Funktion komplexen Argu- 


Konvergenzbeweis 


ments in eine Potenzreihe 1001; — 
der Entwicklung einer Funktion zweier 
Variabeln nach Kugelfunktion 715 ff. 
Konvergenzbeweis trig. Reihen, 
unvollst. — 991, 992, 994, 995, Def- 
lersscher Ansatz 997, Poissonscher An- 
satz 997, Gaußscher Versuch 999, 
Fourierscher Ansatz 1036, Bonnet 
scher 1001, 1043, Cauchyscher Ansatz 
aus der Residuentheorie 1032, 1034, 
Schlömilchscher Ansatz 1035, Hamilton 
scher 1038; Dirichletscher — 6, 1036; 
Schlömilchsche Vereinfachung des 
Dirichletschen Beweises 1039; Schlö- 
milchsche Darstellung des Hamilton- 
schen Beweises 1039; Poissons — 
durch partielle Integration 1040; 
Dirksens — 1040; Lobatschefskys — 
1041; Navierscher und Diengerscher 
— für spezielle Reihen 1041; Stokes 
— 1042. 
Konvergenzfaktor beim Fourierschen 
Doppelintegral 1089, 1089. 
Konvergenzintervall der Cauchy- 
Lipschitzschen Methode 194, der Me- 
thode der sukzessiven Annäherung 
(bei gew. Diff.-Gl.) 200, der Methode 
des calcul des limites 201, 202, 204. 
Konvergenzkreis, Verhalten einer 
durch eine Potenzreihe dargestellten 
Funktion in einem Punkt des -es, wo 
die Funktion einen endlichen Stetig- 
keitssprung aufweist 1050. 
Konvergenzkriterium, absolutes für 
bestimmte Integrale 140. 
Konvergenzprinzip, allgemeines ı3. 
Konvergenzsätze über Reihen har- 
monischer Funktionen 501. 
Konvergenzverbesserung einer trig. 
Reihe 943. 
konvex, -e Kurvenbögen 22; Volumina 
und Oberflächen -er Körper 637. 
Koordinate, Cartesische -n eines Punk- 
tes 3; -ngeometrie 3; n® — im Be- 
reich von n Veränderlichen 44; Ein- 
teilung mehrdimensionaler Gebilde 
durch krummlinige -n 108 (bei der 
Transformation mehrfacher Integrale); 
-n des Flächenelements n*“ Ord. 308. 
Korkinsche Integrations-Methode eines 
Involutionsystems 359. 
Korrektion, „— des Ausdrucks der 
Zeit‘ 893; — des wahren Ortes durch 
den mittleren s93; Abtrennung eines 
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-sglieds bei der Entwicklung der Stö- 
rungsfunktion 1078. 

korrespondierend, -e Massensysteme, 
-e Punkte in der Theorie der Thom- 
sonschen elektrischen Bilder 485. 

Kotangente, Partialbruchzerlegung der 
— durch eine Funktionalgleichung 800. 

Kowalewskysche Systeme partieller 
Diff.-Gl. 298. 

Kräfte, Problem der Zusammensetzung 
der — (Zurückführung auf die Auf- 
lösung einer Funktionalgleichung)789. 

Kräftefunktion, Hamiltonsche — 466. 

Kraft, -linie, -röhre 476. 

Kreisbogen, Theorie der -polygone 
und das Oszillationstheorem bei meh- 
reren Parametern 450; Auftreten von 
— — Säkulargliedern bei der Methode 
der sukzessiven Approximationen in 
der Theorie der Mondbewegung 892. 

Kreisfunktionen, Additionstheorem 
der — 800. 

Kreiszylinder, Funktionen des -s 742. 

Kriterien, — für absolute Konvergenz 
bestimmter Integrale 140, 142; — für 
die Vertauschbarkeit der Reihenfolge 
in einem Doppelintegral 146. 

Kriterium, Jacobisches — konjugierter 
Punkte 598, 629, 629; Legendresches 
— für ein schwaches Extrem 629, 629, 
587; Weierstraßsches — für ein star- 
kes Extrem 629, 608. 

kritisch, -e Periode der Mathematik 
60; -e Größen eines Gebietes bei Rand- 
wertaufgaben für beliebig vorgeschrie- 
bene Randwertverteilung 526; -er 
Punkt einer Grenzkurve im Extre- 
malenfeld 630 (konjugierter Brenn- 
punkt). 

Krümmung, -slinien auf Integral- 
flächen als Charakteristiken nicht- 
linearer partieller Diff.-Gl. mit 1 Un- 
bekannten 348; kürzeste Raumkurven 
konstanter erster — 622; Diff.-Gl. aus 
der Theorie der Flächen konstanten 
negativen -smaßes 533. 

Kugel, Problem der Abkühlung einer 
— 1051; -rollplanimeter 131. 

Kugelfunktion, allgemeine — n‘“ 
Ord.(harmonischeKugelflächen- 
funktion) Y,„(®, 9), Definitionen 699, 
481, spherical surface harmonie bei 
Maxwell u. Thomson und Tait 712 (s. 
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Laplacesche Funktion). Integral- 
sätze der -en 714; C. Neumanns Ent- | 


Kugelfunktionen — Lagrange 


zonale harmo- 
—=0) 712. 


tionen w=n) 712; 
nische Funktionen (» 


wicklung nach -en auf Grund gegebener Kugelfunktionen 2. Art Q,, Defini- 


Beobachtungen 718; der — analoge 
Funktion in der Theorie der Mehler- 
schen Kegelfunktionen 729; Differen- 
tialgleichung der -en 700; Darstellung | 
durch zugeordnete -en 711; geometri- 
sche Bedeutung der -en 118; räum- | 
liche harmonische Kugelfunk- | 
tion n!* Ord. r" Y,(®, ®) (solid har- | 
monic); Definitionen 700, 481; Ent-| | 
wicklung des Potentials nach — 481; 
Entwicklung einer vorgegebenen Funk- | | 
tion des Ortes auf der Kugelnach — 482, 
715; die einfache Kugelfunktion 
P"(x) einer Veränderlichen der 
Ordnung .n. (Legendresche Polynome, 
Legendrescher Koeffizient, einfache, 
Kugelfunktion, zonale harmonische 
Funktion, zonal harmonic, einachsige, 
harmonische Funktion 700ff.); Defini- 
tionen 707, als Koeffizient in Reihent- | 
wicklung 701, als Differentialquotient | 
708, 704, durch bestimmte Integrale 
704, (Laplacesches Integral, Jacobi- 
sche Formel) durch bestimmte Integrale | 
komplexer Veränderlichen 705; Diffe- | 
rentialgleichung der — 701; Reihen- 
darstellungen der — 702; asymptoti- 
sche Darstellung der — für große 
Werte von n 705; Integralsätze der — 
706; Entwicklung ganzer Funktionen 
nach — 706; Rekursionsformeln der 
— 707; Tafeln der — 708; Additions- 
theorem der — 713; Konvergenz- 
bedingungen der Entwicklung nach 
—807;— mitzusammengesetztem. 
Argument P"(cosy) 713; (Laplace- 
scher Koeffizient, zweiachsige harmoni- 
sche Flächenfunktion); Entwicklung in 
eine endliche Summe von Lameschen 
Produkten 736;zugeordneteKugel- 
funktion P}(x) nach Heine; abge- 
leitete — nach F. Neumann, De- 
finitionen nach Heine, durch Inte- 
graldarstellung, Differentialquotient, 
Differentialgleichung 709; Definition | 
der — nach F. Neumann P}(«) 711; 
Integralsätze der — 710; — als Grenz- 
fälle der Lameschen Funktionen 735; 
tesserale harmonische Funktio- 
nen P}(&) cos (vo), P,(Qsinwo)wn) 
712; sektorielle harmon. Funk-| 


tionen 719; F. Neumannsches Integral 
für die — 720; Rekursionsformeln 
für die — 721; Entwicklung der — 
nach steigenden Potenzen 722; In- 
tegraldarstellungen der — 722; Ad- 
ditionstheoreme 724; zugeordnete — 
2. Art Q%(2) 723; zugeordnete — 
S,,(&), Tn,(&), deren Nebenindex » 
den Hauptindex n überschreitet 725; 
—, deren Index eine beliebige Zahl ist 
P*(x),Q*(&) 725; — höherer Ordnung 731; 
Erweiterungen der — (}, 730; — mit 
komplexen Indizes 728; Ultra- 732; — 
und Lam&sche Funktionen 733; — und 
Kettenbrüche 723; — und Zylinder- 
funktionen 746. 


‘Kummer, -sche Reihe für log T’(a) 164; 


-sche Integralformel 187; -sche Funk- 
tionen D(r,x), E(r, x) 872,872, D, (r,x), 
E,(r, x) 874. 


Kurve, gewöhnl. — und stetige Funk- 


tion 22; gewöhnliche — 22; geome- 
trisch anschauliche — 12; analytisch 
definierte, stetige und einfache ge- 
schlossene — 47, 47; stetige — im Be- 
reich von n-Veränderlichen 49; kon- 
vexer -nbogen 22; „Länge“ eines -nbo- 
gens 106; -nintegral 113, 1002, 1018; 
-integral erstreckt über eine — vom 
Geschlecht 0, 93; Integralkurve, Cha- 
rakteristik, siehe dort; —, deren Um- 
fang bei gegebenen Flächeninhalt mi- 
nimal ist 611, 636 (-n kürzesten Um- 
rings, -n konstanter geodätischer Krüm- 
mung); algebraische -n, deren Bogen- 
länge sich durch Integrale gewisser 
vorgegebener Formen ausdrücken 
läßt sas; —, auf welcher ein mit 
Reibung fallender Punkt die größte 
Geschwindigkeit erreicht 580. 


L 


Lagrange, -Weierstraßsche Funktion 


7, -scher Rest der Taylorschen Ent- 
wicklung einer Funktion einer Ver- 
änderlichen 76, mehrerer 77,78; -sche 
Reihe (Restbestimmung derselben) 78; 
-sche Methode der Multiplikatoren bei 
bedingten Extremen 85; -sche Interpo- 
lationsformel 121; -sche Adjungierte 
einer linearen gew. Diff.-Gl. 256, 270, 


Länge 


272, (eines Diff.-Ausdrucks) 778, 782; 
-sche Integrationsmethode part. Diff.- 
Gl. 337, als Spezialfall der Jacobi- 
schen 2. Methode 356; die -sche Diff.- 
Gl. in der Variationsrechnung 627, 638, 
588; -sches System von Diff.-Gl. in 
der Variat.-Rechnung 583, Methode 
zur Aufstellung desselben 635; -sche 
Methode zur Aufsuchung versteckter 
Periodizitäten 675; -Eulersche Multi- 
plikatiorenmethode in der Variations- 
rechnung 579, 632; -sche Reihe 1307. 

Länge eines Kurvenbogens 106. 

Lam&sche Differentialgleichung, 
— inder Theorie der Randwertaufgaben 
441, 451, 741; — 734, 739 (für Lame- 
sche Funktionen mit 1 Parameter). 

Lamesche Form 742. 

Lam&sche Funktionen, Definition 
der — mit einem Parameter 734, mit 
zwei Parametern (ellipsoidal harmonie) 
733; allgemeinste — nt" Grades mit 
2 Parametern 735; die 4 Klassen von 
— 1. Art 784; — 2. Art 738: — 
höherer Ordnung 739; — 1. Art pter 
Ordnung und n‘® Grades 739 (— mit 
einer beliebigen Zahl von Veränder- 
lichen 739); speziellen — p** Ordnung 
740; Erweiterung des Begriffs der — 
740; — mit mehr als 3 singulären 
Punkten im Endlichen 741; Differen- 
tialgleichung der — höherer Ordnung 
739; Diff.-Gl. der — mit mehr als 3 
singulären Punkten im Endlichen 741; 


Grenzfälle der — mit einem Para- 


meter 735 (Kugelfunktionen); — mit 
komplexem Index (Funktionen des 
elliptischen Kegels) 742; Verteilung 
der Wurzeln der — 452. 

Lame@sche Produkte, — 734, 736; 
Entwicklungen nach -n -n 736, 737. 

Lam&sche Polynome 455, 

Lamontsches Tagesmittel 665. 

langsam, beliebig und unendlich -e 
Konvergenz 35, 982, 1133. 

Laplace, -sche Differentialgleichung 
Ap=0 468, 699, Analogon zu der- 
selben Au + k?u = 0 540; -scher Ko- 
effizient P”(cosy) 713; Koeffizienten 
von — in der Astronomie 876; -sche 
Funktion Y,(#, ©) 700, 711; -sche 
Transformation 781, 817; -sche irre- 
guläre Diff.-Gl. (gew. lineare Diff.-Gl, 
belieb. Ord. mit Koeff. 1. Grades in x) 
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782; -scher transformierter und La- 
grangescher adjungierter Differential- 
ausdruck 782; -sche Integrationsme- 
thode der linearen partiellen Diff.-Gl. 
2.Ord. (Cascadenmethode) 384; -sches 
Integral in der Theorie der Legendre- 
schen Polynome 704; -sches Verfahren 
zur Auswertung gewisser trig. Integrale 
1110, 1112; -scher Satz für die er- 
zwungenen Schwingungen eines Sy- 
stems 663, 550; -sche Form der Lö- 
sung der Wärmeleitungsgleichung 
1198; Lösungen der -schen Gleichung 
siehebeiDifferentialgleichungen. 

Laurentsche Reihe, Cauchysche Ab- 
leitung der — 1013; Weierstraßsche Ab- 
leitung der — 1029; — zum Beweis des 
Satzes, daß jede analytische periodi- 
sche Funktion durch eine zusammen- 
gesetzte Schwingungdargestelltwerden 
kann 644. 

L@gendres, -che Polynome (Koef- 
fizienten) 702 (siehe Kugelfunk- 
tionen); -sche Polynome bei der 
Entwicklung der Störungsfunktion 
nach den Verhältnissen der beiden 
Radienvektoren 1075; -sche Formeln 
für lg T’(a+ 1) 162; Integralformel 
von — 186; -sches Kriterium in der 
Variationsrechnung für starke und 
schwache Extreme 587, 629, 632, 635 
(hier beim allgemeinen isoperimetri- 
schen Problem); -sche Transformation 
1204, von Ö?J, 587. 

Leibniz, -sche Bedeutung der Bezeichn. 
„Funktion“ 3; -sche Funktionsbezeich- 
nungen 4; -scher Algorithmus der Dif- 
ferential-Rechnung 58; -sche Formeln 
für die Differentiation elementarer 
Funktionen 63; -sche Summation zur 
Auswertung des bestimmten Integrals 
94; -scher Integralbegriff 95; -scher 
Algorithmus für die partielle Integra- 
tion 101, bei der Differentiation eines 
Integrals nach einem Parameter 102. 

Leverriers Verfahren zur Aufstellung 
einer trig. Interpolationsformel 654. 

Lichtschwingung, Diff.-Gl. für eine 
nur von einer räumlichen Koordinate 
abhängigen — 560. 

Lie, -s Theorie der Integrat. von gew. 
Dif.-Gl., die bekannte Transformations- 
gruppen zulassen 234, 238; -sche Sy- 
steme gew. Diff.-Gl. 275, 234; Verall- 
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gemeinerung der -schen Systeme 278; 
Integrationstheorie der -schen Systeme 
277; Theorie der -schen Systeme als 
spezieller Fall eines allgemeinen Pro- 
blems 280; -s allgemeines Integrations- 
problem der Gleichungen Xf= 0 280. 

ligne, — d’arr&t, — terminale (Cauchy- 
sche Bezeichnung) 1021, 1021; -s dethal- 
weg 213. 

Limes, unterer und oberer — der Va- 
riablen x eines Bereiches (x) 9; — 
von f(x) fürc=a 14; — einer Funk- 
tion von n Variablen 50; unterer und 
oberer — desrechtsseitigen Differenzen- 
quotienten von f(x) 64; (s. Grenzwert). 

limitäre Funktion f(x) ı9 (bei einer 
überall dichten Menge «). 

Limitale (Abbildungskurve) 51. 

limitateurs 971. 

Limitation (Einschränkung) der abso- 
luten Beträge der Ableitungen einer 
Funktion in Cauchys calcul des li- 
mites 201. 

Limites, Cauchys calcul des — s. Cal- 
eul. 

linear, -e Menge von Unstetigkeits- 
stellen 40; -e unstetige Funktion 40; 
-e Gruppe 433; allgemeine -e, homo- 
gene -e Gruppe 433; spezielle -e, spe- 
zielle -e homogene Gruppe 434; bei 
gew.Diff.-G1.:-egew.Diff.-Gl.1.Ord. 
237 ;-egew.(homogene)Diff.-Gl.n!*"Ord. 
260, 262, 284; -e gew. Diff.-Gl. 2. Ord. 
271; -e Systeme gew. Diff.-Gl. 272; 
bei partiellenDiff.-Gl.: ein inden 
ersten Ableitungen -esSystem partieller 
Diff.-Gl. 306; -e (homogene) partielle 
Diff.-Gl.1. Ord. mit 1 Unbekannten 312; 
nicht-e partielle Diff.-Gl. 1. Ord. mit 
einer Unbekannten 337. 

Linearoperation 780. 

Linien, charakteristische — bei par- 
tiellen Diff.-Gl. 569; Funktionen von 
— 787; singuläre — der Lösungen 
von elliptischen Randwertaufgaben 
535; s. Kurven; s. geodätische —; 
kürzeste — von begrenzter Steilheit 637 
(auf einer vorgelegten Fläche). 

Liouville, -sches Integral für D4f(«) 
117,118; -sche Ausdehnung des Sturm- 
schen Öszillationstheorems auf lineare 
Diff.-Gl. höherer Ordnung 449, 450; 
-sche Gleichung Au = e* 641; -scher 
Satz für das Quadrat des beim Ab- 





ligne — Maclaurin 


brechen einer Fourierschen Reihe übrig- 
bleibenden Fehlers 1044; —-Poisson- 
sche Sätze für die Realität der Wur- 
zeln von determinierenden Gleichungen 
1063 ;— -Sturmsche Sätze über Entwick- 
lungen nach Eigenfunktionen 1064; 
-sche asymptotische Darstellung der 
Integrale linearer Diff.-Gl. zur Be- 
stimmung der Lage der Wurzeln deter- 
minierender Gleichungen 1063; -s Ver- 
fahren zur Bestimmung besonderer 
Glieder in der Entwicklung einer Funk- 
tion von 2 Variablen nach den trig. 
Funktionen der Vielfachen von linearen 
Verbindungen der Argumente 1070, 
1074. 

Lipschitz, -sche Bedingung für die 
Existenz eines Integrals eines Systems 
gew. Diff.-Gl., das zu bestimmten An- 
fangsbedingungen gehört 194, Fall 
stetiger Differentialquotienten, die die- 
ser Bedingung nicht genügen 197 (e. 
Cauchy-—). 

Lösung, — eines gew. Diff.-Systems 
n‘" Ord. 191, 192; — eines Systems 
gew. Diff.-Gl. 1.Ord. bei gewöhnlichen 
und außergewöhnlichen singulären An- 
fangsbedingungen 206 fl., 223ff.; ge- 
meinschaftliche — zweier linearer gew. 
Diff.-Gl. n!® Ord. 266 ; — eines Systems 
partieller Diff.-Gl. 297; Existenz aus- 
gezeichneter -en der Diff.-Gl. Au + k?« 
— 0, s. ausgezeichnet; analytischer 
Charakter der -en elliptischer u. hyper- 
bolischer Diff.-Gl. 533, s. analytisch; 
allgemeine und partikuläre -en von 
Funktionalgleichungen 789; Elemen- 
tar-, siehe dort. 

logische Integration 235. 

logarithmisch, Cauchysche -e Me- 
thode bei der Entwicklung der Stö- 
rungsfunktion 1074. 

logarithmische Reihe. Transzen- 
dente, durch wiederholte Integration 
der — erhalten 869. 

Logologarithmus 174. 

Lommelsche Reihe nach Besselschen 
Funktionen 755. 


M 
Maclaurin, -scher Satz über Poten- 
tiale konfokaler Ellipsoide 483; -sches 
Theorem über die Reduktion von Dop- 
pelintegralen der Potentialtheorie auf 


magnetische Molekel — Mittelwert 


einfache elliptische 483; Euler-sche 
Summenformel 167, 769, 1324. | 
magnetische Molekel. Darstellung | 
der Wirkung einer — durch ein ab- 
geleitetes Potential 470. | 
magnetisierende Wirkung, Berech- | 
nung der — eines elektrischen Kreis-. 
stroms auf ein magnetisierbares Teil- 
chen 885. 

Maß, — der Stetigkeit einer Funktion 
f(x) in einem Punkt x—=a 20; — des. 
Sprunges 29. 

Maßbestimmung in der Ebene, für 
welche die Geraden die kürzesten Li- 
nien sind 637. 

majorante, fonction — 201. ; 

Malmsten, -sche Gleichung für lg I'(a) 
164; -sche Funktionen B\,, und B/}, 
185 (Funktionen von J. Bernoulli,. 

Mannigfaltigkeit, n-fach ausge- 
dehnte — 44. 

Mantelfläche,Winkel zwischen ‚Stirn- | 
fläche“ und — einer Rotationsfläche | 
kleinsten Widerstandes esse. | 

Markoffsche Summationsformel 127. 

Mascheronische Konstante iu 6: | 
Eulersche Konstante. 

Masse, Cauchysche Definition der — 
107; -nelement dm 466; Hauptschwin- | 
gungen eines -nsystems 952, | 

Matrix, charakteristische — eines Sy- 
stems partieller Diff.-Gl. 1. Ord. mit | 
mehreren Unbekannten 382, bei n Un- | 
bekannten 395. 

Maximum, reales — bzw. Minimum | 
der Variablen x eines Bereiches (x) 9; 
— bzw. Minimum einer stetigen Funk-. 
tion in einem Intervalle 19; unend- 
lich viele Maxima und Minima einer | 
Funktion in einem Intervall 22, 23, | 


29; absolutes — einer Funktion in, 
einem gewissen Gebiet, relatives usw. 
s. Extrem; — bzw. Minimum eines. 


Doppelintegrals 815; — Maximorum . 
einer Funktion 1345. | 
Mayer, -sches System part. Diff.-Gl. 
301, 399; Lie-sche Transformation 321. 
mechanisch, -e Ermittlung von At- 
traktionskräften 131; -e Quadratur, s. 
Quadratur; Integrale -er Größen 106. 
Mehler, -sche Kegelfunktionen, s. Ke- | 
gelfunktionen; Grenzübergang von 
den -schen Kegelfunkt. zu Besselschen 
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Funktionen 746; -sche Summations- 
formel 125. 

mehrfach, -es Integral 103; sukzes- 
sive Integration des -en Integrals 105; 
Untersuchung -er Integrale für sich 
147; Transformation der -en Integrale 
107; Schreibart -er bestimmter Inte- 
grale 1086; Verwandlung -er Integrale 
bzw. ihrer Vielfachheit ineinander 
614; -e trig. Reihen 1067; besondere 
Klassen von -en trig. Reihen 1069; -e 
Integrale, deren Auswertung mit Hilfe 
von T'-Funktionen gelingt 179; -e 
Gaußsche Summen 188. 

Membran, Problem der schwingenden 
— 543, 545, 548, 550. 

Menge, ausgedehnte (lineare) und un- 
ausgedehnte (diskrete) — von Unste- 
tigkeitsstellen einer Funktion f(x) in 
einem endlichen Intervall 40. 

meriedrisch isomorph, zueinander 
-e Gruppen 412. 

Methode, Integrations- von Diff.-Gl. 
und Systemen von Diff.-Gl. s. Inte- 


gration; — für den Existenzbe weis 
solcher Integrale, s. Existenz; — 
mixte 1080; — zur Auswertung trig. 


Integrale 1098 ff. 

ichelson, harmonischer Analysator 

von — und Stratton 134. 

Minimal, -fläche. Wann liefert eine 
-fläche ein Minimum der Fläche? 619; 
-kurven in der Variation srechnung (8. 
Extremalen)600; Inhalt eines -stücks 
622; Schwarzsche Untersuchung über 
-flächen 546. 

Minimum s. Maximum. 

Mittag-Lefflersche analytische Funk- 
tionaltransformation 783. 

Mittel, C. Neumanns Methode des 
arithmetischen -s 497; -punkts- 
gleichung 894, 895; Koeffizienten der 
-punktsgleichung 896, 900, asympto- 
tische Darstellung derselben 901; 
Webers Analogon zum Gaußschen 
Satz des arithmetischen -s bei der 
Diff.-Gl. Au + ku = 0, 541; Gauß- 
sches arithmetisch - geometrisches — 
bei der Berechnung der Koeffizienten 
der Entwicklung der Potenzen der 
wahren Distanz zweier Punkte 884, 
Tages-, s. dort. 

Mittelwert, Berechnung des -es einer 
periodischen Erscheinung 655; Berech- 
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nung des Ganges einer periodischen 
Erscheinung während einer längeren 
Dauer aus -en für kürzere Zeiträume 
657; -reihen von Beobachtungen (bei 
der Aufsuchung versteckter Periodizi- 
täten) 682; — aller möglichen Werte 
unbestimmter Ausdrücke 990; (Cauchy- 
scher) erweiterter — 67, 75; -satz der 
Differentialrechnung 65; Ausdeh- 
nungen des -es 67, 68, Darbouxsche 
Erweiterung auf Funktionen komplexer 
Variablen 68, bei der Ableitung des 
Cauchyschen Residuensatzes 1011; er- 
weiterter — bzw. verallgemeinerter — 
bei Bestimmung des „wahren Wertes“ 
unbestimmter Formen 26, 26; verallge- 
meinerter — (Taylorsche Entwicklung) 
T5;erster—derIntegralrechnung 
97, für komplexe Funktionen einer 
reellen Variablen 98, Erweiterung 98, 
Anwendung desselben auf das Integral 
Sr® cosAxdx 1064, beim Cauchy- 
schen Konvergenzbeweis trig. Reihen 
mit Hilfe der Residuentheorie 1035, 
beim Dirichletschen Beweis 1037, beim 
Hamiltonschen Beweis 1039; zweiter 
— der Integralrechnung 98, 99, 
beim Bonnetschen Konvergenzbeweis 
trigon. Reihen 1043. 

moment, probleme des -s 806. 

Mondbewegung, trigonometrische Ent- 
wicklungen in der Theorie der — 892. 

Mondtheorien 892. 

Monge, -sche Gleichung (welche einen 
Elementarkegel definiert) 347; — -Am- 
peresche Integrationstheorie der par- 
tiellen Diff.-Gl. 1. Ord. mit 2 unab- 
hängigen Veränderlichen 366 — 372, 
Verallgemeinerung derselben auf part. 
Diff.-Gl. nt* Ord. mit m unabh. Ver- 
änderlichen 392; -sche part. Diff.-Gl. 
1. Ord. 367, 369. 

monodrome, fonction — 1022. 

monogene Funktion (komplexen Ar- 
guments) 7, 80, 1022. 

monoton, abteilungsweise -e Funktion 
22, beim Dirichletschen Konvergenz- 
beweise trig. Reihen 1038; Differen- 
zierbarkeit von stetigen -en Funk- 
tionen 23; stetige differenzierbare 
nicht-e Funktionen 23; -e stetige nicht- 
differenzierbare Funktion 38. 

monotypique, fonetion — 1022. 





moment — Nebenindex 


Multiplikation, — einfacher trigon. 
Reihen 947; — doppelter trig. Reihen 
1069. 

Multiplikator, (Eulerscher) Multi- 
plikator: Diff.-Gl. mit gegeb. — 238; 
— einer gew.Diff.-Gl. 1.Ord. 237; Lie- 
sche geometrische Interpretation des- 
selben 239; Methode des -s zur Inte- 
gration einer gew. Diff.-Gl. nt" Ord. 
(Verallgemeinerung des -s einer Gl. 
1. Ord.) 234, 256; — einer exakten 
totalen Diff.-Gl. 318; Systeme von -en 
zur Aufsuchung eines ersten Integrals 
bei Systemen gew. Diff.-Gl. 1.Ord. 246; 
— eines vollständigen Systems linearer 
partieller Diff.-Gl. 317; (Jacobischer) 

.Multiplikator: -en bei Systemen 
gew.Diff.-G].1.Ord. 234,248, 314; Prin- 
zip des letzten -s 315, in der Dyna- 
mik 248, 315; Satz vom letzten — eines 
Systems gew. Diff.-Gl. 1.Ord. 248, 281; 
Theorie des -s als Spezialfall eines 
allgemeinen Integrationsproblems von 
Lie 280; — einer linearen homogenen 
part. Diff.-Gl. 1.Ord. mit 1 Unbekann- 
ten oder eines simultanen Systems 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 314; — jeder der 
Gleichungen eines Jacobischen Systems 
partieller Diff.-Gl. 317; (Liescher) 
Multiplikator: —einesvollständigen 
Systems partieller Diff.-Gl. und Zu- 
sammenhang mit dem Eulerschen und 
Jacobischen — 317; — eines Jacobi- 
schen Systems 317; die Lagrange- 

-Eulersche -enmethode in der Varia- 
tionsrechnung 579 ff., 632; „-gleichung“ 
= adjungierte partielle Diff.-Gl. 513; 
— bei isoperimetrischen Aufgaben 580, 
581, 583; Lagrangesche Methode der 
-en bei bedingten Extremen einer Funk- 
tion von n Variablen 85. 

Multiplikatorensysteme zur Inte- 
gration eines Systems gew. Diff.-Gl. 
1. Ord. 246. 


N 


Näherungsformeln für große Werte 
des Arguments, s. a8ymptotisch. 
Natanische part. Diff.-Gl. n!*® Ord. 

374, 383. 
natürliche Belegung eines Konduk- 
tors mit Elektrizität 493. 
Nebenindex » derzugeordneten Kugel- 
funktion P}(x) 724. 


Nervander — Oszillationstheorem 


Nervandersche Methode zur Auf- 
suchung versteckter Periodizitäten 678. 

Neumann, C. -sche Zylinderfunktion 
O„ 752; C. -sches Integral für die 
Kugelfunktion 2. Art @”(x) 720; C.-sche 
Integraldarstellung einer Funktion mit- 
tels Besselscher Funktionen 755. 

neutral series 980. 

Newtonsche Polygonregel zur Be- 
stimmung der Anzahl von Lösungen 
einer algebraischen Diff.-Gl. 1. Ord. 
unter gewissen singulären Anfangsbe- 
dingungen 216; -sches Potential 474. 

Niveauflächen 476. 

noeud, singulärer Punkt eines Systems 
gew. Diff.-Gl. mit reellen Koeffizienten 
227. 

nombre bei Cauchy 1009. 

Normalform, — algebraischer Systeme 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 208; — algebra- 
ischer Systeme partieller Diff.-Gl. 298; 
spezielle — eines Pfaffschen Ausdrucks 
325; allgemeinste — eines Pfaffschen 
Ausdrucks 327; — für die 3 Typen 
partieller Diff.-Gl. 2. Ord. 510; — der 
linearen elliptischen Diff.-Gl. 2. Ord. 
515; — der linearen hyperbolischen 
part. Diff.-Gl. 2. Ord. 384, 517. 

Normalgleichungen, Bildung der — 
bei der harmonischen Analyse der Ge- 
zeiten 669. 

Normalsystem nichtlinearer partieller 
Diff.-Gl. 1. Ord.mitn Unbekannten 395. 

Normieren der Eigenfunktionen bei 
Integralgleichungen 2. Art 813. 

normiert, -e Eigenfunktionen 814; voll- 
ständiges -es Orthogonalsystem des 
Kerns 814. 

Nullinien einer Lösung der Diff.-Gl. 
Au+k?.u= 0 (Nullflächen) 542. 

numerisch, -er Wert einer rationalen 
Differentialfunktion 289; — invariante 
Differentialfunktion 290; -e Berech- 
nung der Koeffizienten der Entwick- 
lungen der Störungsfunktion 1074. 


0 
Oberfläche, -ninhalteines körperlichen 
Raumes 106; — eines Ellipsoids 108. 
Obertöne, Existenz der — einer Mem- 
bran 548; — einer zusammengesetzten 
Schwingung 644. 


Objekte in der Theorie der Opera- 


tionen 763, 766. 
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Operation, Eulersche transzendente 
-en 4; Funktional-en 761ff.; -en an 
Objekten 763; eindeutige —, mehr- 
deutige — 766; identische, inverse — 
767; distributive — 767, 768ff.; nicht- 
distributive — 786; interpolare — 785; 
— der Substitution 769; — und Funk- 
tion 766, 817; —, dargestellt durch ein 
bestimmtes Integral 780; -ssymbole 
763, 766; -skalkül 766; Übertragungen 
von Integral- und Differential- auf das 
komplexe Gebiet 111; „— (m — 1)“ (Er- 
mittlung eines part. Integrals einer 
linearen homogenen part. Diff.-Gl. von 
m Unabhängigen) 314. 

Operationssymbole 763— 765. 

ordinaire, fonction — 968. 

Ordnung, —des Unendlichkleinwerdens 
der Differentiale 70; — einer höheren 
Derivierten 74; — einer gew. Diff.-Gl. 
191, eines Systems gew. Diff.-Gl. 191, 
234, 265; — einer part. Diff.-Gl. 297; 
— eines Flächenelements 308; — einer 
Potenzreihe 771; Erniedrigung der — 
einer part. lin. Diff.-Ord. nt" Ord. 265. 

Orgelpfeifen, D. Bernoullis Unter- 
suchungen über die Schwingungen 
von — 1050. 

orthogonal, vollständig 
-system eines Kerns 814. 

Orthogonalitätssatz, Verallgemeine- 
rung des Gaußschen -s über geodäti- 
sche Linien in der Theorie der Ex- 
tremalenfelder 627. 

orthoide Funktionen sı. 

orthonome kanonische Form eines Sy- 
stems partieller Diff.-Gl. 299. 

Ortsfunktion, skalare — 477, 

Öszillation, -en einer Funktion f(&) 
in der Umgebung einer Stelle 29; 
Unendlichkeitsstelle einer Funktion 
mit -en 30; stetige Funktionen mit 
unendlich vielen -en in einem end- 
lichen Intervall 42; — einer periodi- 
schen Funktion s4«. 

Öszillationstheorem, Sturmsches — 
bezüglich der allgemeinen homogenen 
linearen Diff.-Gl. 2. Ord. im Falle 
eines Parameters 443, 460, Ausdeh- 
nung auf Diff.-Gl. höherer Ord. 449; 
Kleinsches — bezüglich der Lame- 
schen Diff.-Gl. im Falle zweier Para- 
meter 451, 741, Übertragung auf die 
Diff.-Gl. der Funktionen des ellipti- 


normiertes 
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schen Zylinders 758; Verallgemeine- 
rung dieses -s auf Lam6sche Glei- 
chungen höherer Ord. 452, auf andere 
überall regulär homogenen linearen 
Diff.-Gl. 453. 

oszillierend, reduzibel und irredu- 
zibel -e Funktionen 43. 


P 
Paare reziproker Funktionen 1097. 
pantachisch (überall dicht) 37; -e 
Unstetigkeiten einer Funktion f(«) 38; 
-e Unstetigkeiten 2. Art einer Funk- 
tion 42; — divergente Fouriersche 
Reihe 41; — unstetige Funktion 40; 
auftretende ÖOszillationen einer 
Funktion 42. 
parabolische partielle Diff.-Gl. 2. Ord. 
510, von höherer als 2. Ord. 567. 
Parallelogramm am Integrator 132. 
Parameter, bestimmte Integrale, die 
einen — enthalten 144; — = Hilfs- 
variable 50; Differentiation und Inte- 
gration eines bestimmten Integrals 
nach einem — 101, 973; — = Integra- 
tionskonstanten der Lösungen gew. 
Dif.-Gl. 2. Ord. bei Randwertauf- 
gaben 438; in gew. Diff.-Gl. 2. und 
höherer Ord. auftretende — 438 ff. 
(siehe Oszillationstheorem) ; ausgezeich- 
nete — einer gew. Diff.-Gl. 2. Ord., 
für welche die betreff. Lösung den 
gewünschten Grenzbedingungen ge- 
nügt (ausgezeichnete Lösung ist) 444 
(beim Oszillationstheorem miteinem —); 
-bestimmungen bei Randwertaufgaben 
mit gew. Diff.-Gl. 438 ff., 439; zweifach 
ausgezeichnete — einer gew. Diff.-Gl., 
für welche sämtliche Lösungen der 
Diff.-Gl. ausgezeichnete Lösungen sind 
448; ausgezeichnete — bei der Inte- 
gration der Diff.-Gl. der schwingen- 
den Saite von variabler Dichte und 
wechselnder Spannung 561 (siehe aus- 
gezeichnet). s 
Parametergruppe, Liesche -n 422; 
erste und zweite — 423; ähnliche -n 
423; transitive -n 424. 
Parameterzahl, Bestimmung aller 
Gruppen von gegebener — 425. 
paramötre thermomötrique 468. 
parametrisch, -e Größen bei passiven 
Systemen 299. | 


oszillierend — periodisch 


Parmentiersche Summationsformel 
120. 

Parseval, -scher Satz 947, 1193, 1307; 
-scher Satz und die Cauchyschen Inte- 
gralformeln 1009. 

Partialbruchzerlegung, — rationa- 
ler gebrochener Funktionen 90; Be- 
stimmung der — der Cotangente aus 
Funktionalgleichungen 800; — tran- 
szendenter und rational gebrochener 
Funktionen zur Auswertung bestimm- 
ter Integrale 1112, 1132, 1133, 1148; 
Ermittlung der — von Funktionen 
aus Integralsätzen 1133, 1134; — tran- 
szendenter Funktionen 904, 905, 939, 
964, 1008, 1064 (bei Entwicklungen 
nach Eigenfunktionen). 

partialisieren (distributive Operation) 
786. 

partielle Differentialgleichung, 
— 297 ff.; Beziehungen zwischen zwei 
-n -en 2. Ord. 375; Integration von 
-en mittels trigonometrischer Reihen 
u. Integrale 1173 ff. (s. Integration); 
siehe Diff.-Gl. 

partielle Differentiation siehe De- 
rivierte. 

partielle Integration, — 101, 150; 
— der Integraldarstellung der Koeff- 
zienten trigonometrischer Reihen 1039, 
1040, 1041, 1042, 1044, 1045, 1073; 
— der Koeffizienten der durch glied- 
weise Differentiation oder Integration 
aus einer trig. Reihe erhaltenen trig. 
Reihe 1044, 1045. 

partikulär, -es Integral einer gew. 
Diff.-Gl. 1. Ord. 191; — eines Systems 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 192, 191; -e Lö- 
sungen eines Systems gew. Diff.-Gl. 
192, 192; -e Integralkurven von gew. 
Diff.-Gl. 214. 

passiv, involutorisch -es System par- 
tieller Diff.-Gl. 299; -es Differential- 
system 321. 

Pendel, Diff.-Gl. des Problems des sog. 
sympathischen -s 1055. 

perfekte Menge 45, 46. 

Perioden, Hilfsmittel zur Trennung 
verschiedener — einer Erscheinung 
692; -rechenmaschine 692. 

periodisch, mathematische Behand- 
lung -er Naturerscheinungen 642; -e 
Funktion mit der Periode 7’ im engeren 
Sinn 643, im weiteren Sinn 644; Zu- 








Periodizität 


sammenfassung mehrerer -er Terme zu 
einem einzigen von veränderlicher 
Amplitude und Phase 673; -e Lösungen 
bei Randwertaufgaben bei gew. Diff.- 
Gl. 462, 448. 

Periodizität, — einer Funktion 644, 
644; Aufsuchen versteckter -en 675 ff., 
Hilfsmittel dazu 692; Definition der — 
im allgemeinsten Sinn des Wortes 799, 
800; — im engeren Sinn 799; dop- 
pelte — erster, zweiter und dritter 
Art 799; -sbedingung bei Randwert- 
aufgaben 1180. 

Periodogramm einer 
nung 684. 

Pfaff, -sches Problem, -sche Gleichung, 
-scher Ausdruck A 322; Klasse des 
-schen Ausdrucks A 324; -sches Ag- 
gregat 323; -ians 323; -sche Reduk- 
tionsmethode 323, 337; Graßmannsche 
Ausdehnung derselben 324, 337; be- 
dingungsloser -scher Ausdruck A 324; 
Beziehung zwischen -schen Ausdrücken 
und infinitesimalen Transformationen 
336; Systeme -scher Gleichungen 396, 
Charakter und Rang derselben 398, 
abgeleitetes, dazu adjungiertes, voll- 
ständiges adjungiertes -sches System 
398, Klassifikation der -schen Systeme 
399. 

Phasenkonstante einer einfach har- 
monischen Schwingung 643. 

pbysiologische Bemerkung über 
die Regulation der Eindrücke unserer 
Sinnesorgane durch partielle Diff.-Gl. 
539. 

Picardsche Untersuchung der Cha- 
rakteristiken einer Diff.-Gl. 2. Grades 
in einem singul. Punkt 223. 

Piezoelektrizität siehe Pyroelek- 
trizität. 

Planimeter 128; Amslersches — 129; 
Präzisions- 130; Kugel- ı31; Polar- 
131; Beil- 123; Kegel- 129; Scheiben- 
129; Polarkoordinaten- 129; freischwe- 
bendes Präzisions- 131; Kugelroll- 131; 
— ohne Gleitbewegung 131; erweiterte 
— zu Integratoren für Flächen- und 
Trägheitsmomente 131. 

Platten, Kirchhoffs Theorie der schwin- 
genden — in der Variationsrechnung 
624. 

Poincare, -sche Auskehrungsme- 
thode siehe dort; -sche Sätze über 


Naturerschei- 
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algebr. Diff.-Gl. bzw. Systeme gew. Diff.- 
Gl.,derenDifferentialkoeffizientenin un- 
bestimmter Form 4 für die gegebene 
Anf.-Werte erscheinen 218, 224; -sches 
Theorem über die Existenz einer gege- 
benen Anfangsbedingungen genügen- 
den holomorphen Lösung eines Systems 
gew. Diff.-Gl. 205; -sche Diskussion 
der singulären Punkte eines Systems 
gew. Diff.-Gl. mit reellen Koeffizienten 
227; -scher Satz über Differential- 
systeme beliebiger Ordnung, deren 
Diff.-Koeffizienten für die gegebenen 
Anfangswerte die Form haben 223; 
-scher Existenzbeweis ausgezeichneter 
Lösungen bei Randwertaufgaben 548, 
551, 558. 

point, — limite, — frontiere 45; -s 
d’arr&t 1121. 

Poisson, -sche Diff.-Gl. 469; Analogon: 
Au+k?u=—4ze 540; -sche Inte- 
grale in der Potentialtheorie 499; -es 
Theorem über 2 bekannte Lösungen 
einer lin. homog. part. Diff.-Gl. (pf) = 0 
335; -sches Integral 998, 1089 hier aus 
dem Fourierschen Integral erhalten, 
mit Konvergenzfaktor; -scher Beweis- 
ansatz für die Konvergenz trig. Reihen 
997; -scher Beweis für die Realität 
der Wurzeln der determinierenden 
Gleichungen bei unharmonischen trig. 
Reihen 1060, 1062; -sche Methode der 
Ableitung von Lösungen part. Diff.- 
Gl. durch Reihen aus Lösungen durch 
best. Integrale 1060; -sche Hilfsformel 
1169. 

Polargruppe einer Funktionsgruppe 
362. 

Polarlicht, periodische Schwankungen 
der -er 668. 

Polarplanimeter, Amslers — 130. 

Polschwankungen, Periodizität der 
— 678, 685, 693. 

Polygonregel, Newtonsche 216. 

Polynome, Lamesche, Stieltjessche — 
455; Appelsche — 785; Legendressche 
— 3. dort. — (von Halphen und Appel), 
äie der Funkt..Gi. In _ 

dx 
nügen 785, 806. 
polynomische Lösung n'" Ord. einer 
linearen hom. Diff.-Gl. 2. Ord. 454. 

Potential (Potentialfunktion), Po- 

tentialgleichuug 468 (siehe Laplace), 


na, 88% 
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Lösungen derselben siehe auch Diff.- 
Gleichungen, -definition 467; Ver- 
allgemeinerung des -begriffs 477; 
kanonische -funktion 468; abgeleitetes 
— 470; höheres abgeleitetes — 470; 
Flächen- 470; Punkt-, Linien- 473; 
logarithmisches — 473, 474, 479; 
Newtonsches — 474; -fläche = natür- 
liches Diaphragma 475; zweites — 477; 
Vektor- 477; kinematisches, thermo- 
dynamisches — 477; konjugiertes — 
474,477; — zweier Massen aufeinander 
467; — einer Doppelschicht 471; — 
von Linien und Punkten = Linien-, 
Punkt- 473; — von Kugel- und Ellip- 
soid 482; -formen 485; Geschwindig- 
keits-, Kreis- einer einfachen und einer 
Doppelbelegung von Erregungspunkten 
541; Entwicklung des -s nach Kugel- 
funktionen 480; Ausbreitung des elek- 
trischen -s in einem Kabel 560; me- 
chanische Ermittlung der-funktion 131. 

potentia principalis 1017. 

potentielle Energie 467. 

Potenz, Summe der -en aufeinander- 
folgender Zahlen 182; -en von cosx 
und sin x nach den cosinus und sinus 
der Vielfachen von x entwickelt 837, 
von «x 855; -summen der x ersten 
Zahlen 866, mit abwechselnden Vor- 
zeichen genommen 935; Darstellung 
der reziproken — als Residuensummen 
bei der Cauchyschen Methode zur Be- 
rechnung der Wurzeln der determi- 
nierenden Gleichungen 1062 (siehe re- 
ziprok). 

Potenzreihe, Umformung komplexer 
-n in Fouriersche Reihen 826, 913; 
Wert einer — 3a,r” für r=1, 829, 
835; -n im Funktionalraum $ 778. 

prädominierende Schwingungskom- 
ponente 675. 

Präzisionsplanimeter 130. 

primäre Form für die Integration 
der Gleichung der Saitenschwingung 
1180. 

primitiv, -e Funktion zu f(&,y) 103; 
-e Gruppe 418; Bestimmung der -en 
Gruppen 426. 

principles of fluctuation 1038. 

Prinzip, allgemeines Konvergenz- 13; 
Thomson -Dirichletsches — 493; — 
des Rechnens mit Symbolen 766; 
Bernoullisches — in der Theorie der 





potentia principalis — Punkt 


schwingenden Seite 599; — der klein- 
sten Aktion und das Hamiltonsche — 
vom Staudpunkte der Variationsrech- 
nung aus 623; — der kürzesten Zeit- 
dauer der Lichtbewegung vom Standp. 
der Variationsrechnung aus 625; Spie- 
gelungs- 1300; Huyghensches — 
1301. 

Prinzipale Größen in der kanoni- 
schen Form eines Systems partieller 
Diff.-Gl. 299. 

Prinzipalfunktion des dynamischen 
Problems 345. 

Prinzipalmodul einer Funktion 1345. 

Problem, äußeres und inneres — in 
der Theorie des Potentials von Kugel 
und Ellipsoid 483; — der Dido 636; 
— der Kurven kürzesten Umrings (iso- 
perimetrisches) 636. 

probleme, — de Dirichlet (Randwert- 
aufgabe in der Potentialtheorie) 487; 
— des moments 806. 

Produkt, -darstellung der B-Funktion 
177, der T'-Funktion 165, 165; Zer- 
fallen einer Gruppe in das direkte — 
von Untergruppen 428; — von Sym- 
bolen 767; Entwicklung des -es zweier 
Kugelfunktionen in eine nach Kugel- 
funktionen fortschreitende Reihe 707; 
Darstellung gewisser Integrale durch 
eine Summe von -en von Kugelfunk- 
tionen 707. 

Prymsche Funktionen P(a), Q(a) 158, 
162, 165, 167. 

puissance principale 1017. 

pulling and pushing 679. 

Pnnkt oder Stelle « 8; (arithmetischer) 
— (a, ++» a,) einer n-fach ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeit 44; innerer und 
äußerer — eines Bereiches von n Va- 
riablen 45; Grenz- 45; Begrenzungs- 
45; -e der Elementmannigfaltigkeit 
309 (beim Lieschen Integralbegriff 
eines Systems part. Diff.-Gl.); — im 
Funktionalraum S durch Potenzreihe 
definiert 778; -iert unstetige Funktion 
39, 39, 96; -iert unstetige integrable 
Funktion 41, 97; -stetigkeit 49; -po- 
tential 473; Theorie der gew. Diff.- 
Gl. höherer Ordnung, welche Gruppen 
von -transformationen gestatten 258; 
Gruppe aller -transformationen bei 
der Drachschen rationellen Theorie 
allgemeiner Systeme gew. Diff.-Gl. 


Pyro- und Piezoelektrizität — Randwertaufgaben 


292; Unstetigkeitspunkt, Konver- 
genzunstetigkeitspunkt siehe dort. 
Pyro- und Piezoelektrizität, Auf- 
treten von höheren abgeleiteten Po- 
tentialen in der Theorie der — 470. 


Q 

Quadrat, Darstellung definiter ho- 
mogener Formen durch eine endliche 
Summe von -en 86, 87; Einteilung der 
Ebene in unendlich kleine -e durch 
Niveau- und Kraftlinien 477; — des 
beim Abbrechen einertrig. Entwicklung 
begangenen Fehlers 1043. 

quadratisch, reduzierte -e Form der 
2. Variation nach Clebsch 618, 635. 

Quadratur, mechanische — 94, 119; 
Verwendung trig. Interpolationsfor- 
meln zur mechanischen — 659; dop- 
pelte mechanische — 662; Mehlersche 
-formeln 659; Tschebyscheffsche -for- 
mel 660; trigonometrische -formel 
659 ff.; Gaußsche -formel 661, 121, mit 
Benutzung der Wurzeln von P" (x) = 0 
704, 707; Problem der Integration 
einer gew. Diff.-Gl. durch -en 233; 
durch -en integrierbare Klassen von 
gew. Diff.-Gl. v. bestimmter Form 241; 
Integration einer linearen gew. Diff.- 
Gl. 1. Ord. durch -en 291; partielle 
-en bei Integralgleichungen einesDiffe- 
rentialsystems 302; Methode der me- 
chanischen — bei der Berechnung der 
Koeffizienten dertrig.Entwieklungeiner 
Funktion von 2 Variablen 1070; dop- 
pelte mechanische — bei der Berech- 
nung der Koeffizienten der Entwick- 
lung der Störungsfunktion 1073; me- 
chanische — bei der Methode mixte 
1080. 

quantite bei Cauchy 1009. 

Quellen, Poissonsche Diff.-&l. beim 
Auftreten von — und Senken in der 
Hydrodynamik 469. 


R 


Randbedingung, -en beim Sturmschen 
Oszillationstheorem 444; -en bei der 
Randwertaufgabe 1. und 2. Art, ein- 
läufige —, zweiläufige — 512; homo- 
gene — 641; physikalische Bedeutung 
von -en bei Diff.-Gl. Aut ku 0 
543; erste, zweite und dritte — 1180; 


Randkurven, 
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-en bei speziellen part. Diff.-Gleichun- 
gen 1185 ff. 

durch analytische 
begrenzter Bereich bei Randwertauf- 
gaben der Potentialtheorie 501. 


|Randwert, — einerharmonischen Funk- 


tion eines Bereichs 486; Unstetigkeiten 
in vorgeschriebenen -en 512. 


Randwertaufgaben, besondere — 445; 


— bei gewöhnlichen Diff.-Gl. 
437 ff.; die verschiedenen Arten von — 
438; die Entstehung der — indermath. 
Physik 438 ff.; — bei linearen Diff,- 
Gl. 2. Ord. 442, 451 (Oszillationstheo- 
reme); — höherer Ord. 449; — bei 
Diff.-Gl. der Form y” = f(&,y,y‘) 457, 
459; — bei Systemen von Diff.-Gl. 
2. Ord. 458; — bei speziellen Diff.-Gl. 
459; — bei der Gleichung y’+4A(«)- 
y=0 641; — in der Potential- 
theorie 506, 486 ff.; erste, zweite und 
dritte — 487; Lösung der ersten — 
für Kugel und Kreis 489, 490; Lösung 
der ersten, zweiten und dritten — 
durch Entwicklungen nach Kugel- 
funktionen 491; — durch allgemeine 
Entwicklungen 492; — durch Ent- 
wicklungen nach trig. Funktionen 490; 
Existenzbeweise der Lösungen von —, 
504 ff. 508 (s. auch Existenztheorem 
bei Randwertaufgaben usw.); — 
bei elliptischen Diff.-Gl. 511; — bei pa- 
rabolischen Diff.-Gl. 513; — der ersten 
und zweiten Art bei hyperbolischen 
part. Diff.-Gl. 2. Ord. 512, sıı, 530, 
532; — bei Systemen part. Diff.-Gl. 
506; Formulierung der -en in der 
Physik 506, 507; — im gewöhnlichen 
Sinne 506; — im allgemeinen Sinne 
507; [vgl. Greenscher Satz, Existenz- 
theoreme]; Eindeutigkeit der — für 
jede lineare part. Diff.-Gl. von ellipt. 
Typus 520; — bei der Diff.-Gl. Au . 
ku — 0 540 ff., 550 (für ein beliebiges 
Gebiet); — bei Au— ku—0 551; — 
bei Au—ke“—=0 558, 641; — bei 
der Gleichung der schwingenden Saite 
und ihren Verallgemeinerungen 557, 
bei der Wärmeleitungsgleichung 562, 
bei Diff.-Gl. von höherer als 2. Ord. 
und mehr als 2 unabh. Variablen 
566 ff.; — bezüglich der Lagrangeschen 
Diff.-Gl. in der Variationsrechnung 638; 
Übertragung von — für das Äußere 
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einer geschlossenen Kurve auf das| 


Innere derselben 554; Übergang von, 
den — für die schlichte Ebene zur, 
Riemannschen Fläche, von der be- 
grenzten zur unbegrenzten schlichten. 


Ebene 554. 
Rang, — eines Systems Pfaffscher Glei- 


chungen 398; -zahlen der Matrices im 


Pfaffschen Problem 324; — 
Transformationsgruppe 497; 


einfach harmonischen Schwingung 643. 


einer 


rational, -e ganze und -e gebrochene, 


Funktion 4; Entwicklung einer -en 
ganzen Funktion in einer trig. Reihe 
857; Integration -er gebrochener Funk- 
tionen 156; -e Differentialfunktion der 
Lösungen eines Fundamentalsystems 
gew. Diff.-Gl. 267, der Lösungen einer 
lin. gew. Diff.-Gl. nt: Ord. 289; nu- 
merischer Wert einer solchen Diffe- 
rentialfunktion 289. 


Rationalitätsbereich, Begriff des -s,. 


absoluter — 288. 


Rationalitätsgruppe, — einer line- 
aren Diff.-Gl. nt" Ord. 290, normale 
Zerlegung derselben 293; — eines all- 


gemeinen Systems von n linearen gew- 
Diff.-Gl. 293. 
rationelle 


linearen Diff.-Gl. 289; Ausdehnung der 
— auf Liesche Systeme 292; — all- 
gemeiner Systeme gew. Diff.-Gl. und 
der dazu assoziierten partiellen Diff.- 
Gl. 292. 


Raum, n-dimensionaler ebener arith- 


metischer — 44. 


Rechenschemata zur Aufstellung trig. 
Interpolationsformeln aus gegebenen 


Beobachtungen 685. 


Rechenschieber zur Berechnung von. 


Rund xausR sin x und R cos x 689. 


Rechenvorschrift für die Zuordnung. 


zweier Variablen 10. 
Rechtecksformelzur Auswertung von 


Koeffizienten in der Entwicklung der, 
Potenzen der wahren Distanz zweier 


Punkte 880, ssı. 
Reduktion, 


tionen zum Rationalitätsbereich 291; 
-smethoden bei der Herstellung der 
Normalform des Pfaffschen Ausdrucks 
A von Clebsch u. Lie 328; 


— einer | 


Integrationstheorien, 
— bei gew. Diff.-Gl. 288, 235; — der 


— einer Transformations- | 
gruppe durch Adjunktion neuer Funk- 


VORN | 


Rang — Rekursionsformeln 


Frobenius 329, Verallgemeinerung die- 

ser letzten Methode 335; — nichtli- 

nearer part. Diff.-Gl. 1. Ord. mit1 Un- 
bekannten auf Systeme gew. Diff.-Gl. 
von Lagrange u. Pfaff 337; — von 

| Cauchy 339; — auf die Ekliptik 888. 

'reduzibel, -e und irreduzible oszillie- 

rende neh 42; in einem Be- 

reich -e gew. rat. Diff.-Gl. nt Ord. 

| 288. 

‚reduziert, -e Form des allgemeinen 
Differentialsystems beim Äquivalenz- 
problem 283; -e quadratische Form 
der 2. Variation 592, 618, 634, 635. 

reell, analytische Darstellung des 
-en und imaginären Bestandteils einer 
f(2) vermittelst ihrer Werte für -e 
Argumente 1311. 

regulär, für ein Wertesystem -es Sy- 
stem gew. Diff.-Gl. 194; in einem Inter- 
valle -e Lösung eines solchen Systems 
194; analytisch -e Lösung eines sol- 
chen Systems 197; -e endliche diskrete 
Gruppen 433; -e Form einer Gruppe 
416; -es System von Größen 432; Trans- 
formation irregulärer Diff.-Gl. in -e 
782. 

'regulateur in der Cauchyschen Theorie 
der Potenzreihen mit mehreren unab- 
hängigen Veränderlichen 1024. 

Reihen, —, die in verschiedenen Teilen 
ihres Konvergenzintervalls verschiede- 
nen analytischen Funktionen gleich 
sind 965; trigonometrische —, siehe 
dort; Konvergenz von —, siehe dort; 
Umformung von —, 1337 ff. 

‚Reihendarstellung, — unter dem 
Integralzeichen 94, 155; — einer di- 
stributiven Operation 778. 

Reihenentwicklungen siehe Ent- 
wicklungen. 

‚rekurrierende Reihen als Ausgangs- 
punkt für Fouriersche Reihen 825. 
'Rekursionsformeln, — zwischen den 
Bernoullischen Zahlen, Eulerschen 
Zahlen, zwischen beiden 183; — für 
Kugelfunktionen P”(x) 707, 721, für 
Kugelfunktion 9" (x) 721; — trig. Inte- 
grale 848, 849; — für die Bernoulli- 
schen Funktionen 866; — für die 
' Koeffizienten in der Entwicklung der 
Potenzen der wahren Distanz zweier 
Punkte 882; — für die Koeffizienten 

trig. Entwicklungen 921, 922. 





relation — säkular 


relation des compl&ments bei der 
T-Funktion 161, 169, Verallgemeine- 
rung 165. 

r&esidu 1006. 

residu integral 1006. 

ResiduensätzesieheCauchy, Anwen- 
dung von Cauchys -n zur Auswertung 
bestimmter trig. Integrale 1102, 1108, 
1111, 1126, 1128, 1130, 1134, 1135, 1150, 
1151, zur Ableitung gewisser trig. 
Reihen 905, 906; Anwendung der — 
zum Beweis der Möglichkeit der Ent- 
wicklung einer Funktion in eine un- 
harmonische trig. Reihe 1065; Schlö- 
milchs Darstellung von Cauchys -n 
1032. 

Residuentheorie, Entwicklungsge- 
schichte von Cauchys — 1001 ff.; nicht 
von Cauchy abgeleitete Integrale der 
— 1024; aus der — von Cauchy er- 
haltenen Integrale 850; Darstellung 
der Integrale part. Diff.-Gl. durch die 
Formeln der — 1227. 

Residuum, — einer Funktion kom- 
plexen Arguments 1006; Integral- 
1006; Begriff des -s bei Cauchy 1023. 

Resolvente, (Transformierte) 
einergew.Diff.-Gl.miteinem gegebenen 
System von Fundamentallösungen 268 
allgemeine — 269, lineare — 269. 

Restglied (-form), — der Taylorschen 
Entwicklung einer Veränderlichen 75, 
75, 76, 78, der Lagrangeschen Reihe 78; 
— einer trigonometrischen Reihe 946; 
— der Newtonschen Interpolations- 
formel bei Gebrauch interpolarer Ope- 
rationen 785; — der Euler-Maclau- 
rinschen Summenformel 1325 ff. 

r'-Restreihe von Beobachtungen bei 
der Methode von Nene zur Aufsuchung 
versteckter Periodizitäten 682. 

restriceteur 1324. 

Resultat (Element in der allgemeinen 
Theorie der Operationen) 763, 766. 
reziprok, Sätze über die Summen 
der -n Potenzen aufeinanderfolgen- 
der Zahlen 162, 180, 182, 858, von 
Zahlen der Form zu 4n-+3, 4n-+ 2 
180; -e Gruppen 416; Paare -er Funk- 
tionen 1097 ff.; -e Funktionen I, Artu. 
II. Art 1098; -e Funktionen, welche 
gewissen linearen Diff.-Gl. genügen 


1102—1105; Cauchys allgemeine Re- 
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lation zwischen zwei -en Funktionen 
906. 

Reziprozitätssatz,—in der Theor. be- 
dingter Extreme von Funktionen meh- 
rerer Veränderlichen 85; -e 2er Funk- 
tionen 1098, 1098; Auswertung be- 
stimmter Integrale mit Hilfe von -en 
1108 ff., 1117, 1124, 1146. 

Riccati, -sche Differentialglei- 
chung 234, 241, 271, Beweis dafür, 
daß sie nicht durch Quadraturen inte- 
grierbar ist 291; — und Besselsche 
Differentialgleichung 743; Überführung 
der Diff.-Gleichung ein. schwingenden 
ungleichförmigen Saite in eine — 440. 

Riemann, -scher Integralbegriff 95; 
-scher und Bernoullischer Integral- 
begr. ı00, auf das Integral der Gl. 
y'=f(z,y) ausgedehnt 198; -sche 
stetige, nicht differenzierbare, und un- 
stetige integrable Funktion 63; -sche 
£-Funktion als verwandt mit den 
Näherungsfunktionen y,. für die Euler- 
sche Konstante y 173; Kugelfunktionen 
als spezielle Fälle der -schen P-Funk- 
tion 726; -sche Erweiternng des Liou- 
villeschen Integrals 118; -sche Fläche, 
die zur algebraischen Irrationalität 

w—uP1(1— u) 
gehört 177; Cauchy--sche Funktion 7. 
ringförmig, Methode der -en Gebiets- 
erweiterung 528; Picardsches Verfahren 
der -en Verschmelzung 554. 

Ringfunktion 726; zonale und sekto- 
rielle — 727. 

Rollescher Satz 65. 

Rotation, — des Planimeterstabes 129; 
-sfläche kleiusten Widerstandes 603, 
636, 621; kleinste -sfläche gegebenen 
Volumens 621. 

Rückkehrkante der allgemeinsten In- 
tegralfläche einer nichtlinearen par- 
tiellen Diff.-Gl. 1. Ord. 347. 

Rückkehr von der Lösung part. Diff.- 
Gl. durch Integrale zur Lösung durch 
trigonom. Reihen 1233. 

Rungesche Methode der näherungs- 
weisen Integration von Diff.-Gl. 194. 


Ss 


säkular, -er Einfluß einer Periode 
während der Dauer einer kürzeren 
664; Elimination -er Störungen aus 
dem Gang einer Erscheinung 664. 
91 


1404 Säkularglieder — Schwingung 


Säkularglieder, Auftreten von -n bei | 
der Methode der sukzessiven Approxi- 


mation in der Theorie der Mondbe- ‚Schlömilch, 


wegung 892. 

Saite, Gleichgewichtsfigur einer un- | 
homogen — 439; Differentialgleichung. 
der schwingenden — 557 (der freien | 
-nschwingungen), dererzwungenen558, 
im widerstehenden Mittel (Telogra- 
phistengleichung) 569; Diff.-Gl. bei 
variabler Dichte e der — und zeitlich | | 
wechselnder Spannung 560; verall- | 
gemeinerte Diff.-Gl. der schw. — 538, | 
560; Diff.-Gleichung der schwingenden 
ungleichförmigen — 439; Lagranges 
erste Untersuchungen über -nschwin- 
gungen 647; Streit um das Problem der 
-schwingungen 954ff., 825; Problem. 
der kleinen Schwingungen einer ge- 
stückelten — 1056; determinierende 
Gleichungen bei der Integration der, 
Diff.-Gl. der -nschwingungen 1051, 
1056, siehe Differentialgleichun- 
gen; Problem der schwingenden — 
und allgemeinster Funktionsbegriff 5; 
Problem der Schwingung einer unend- 
lich langen — 446. 

Sarrus’ Beweisversuch der Fourierschen. 
Integralformel 1094. | 

Schablonen bei der Koeffizientenbe- 
stimmung trigonometrischer Entwick- 
lungen 689. 

Schallschwingungen, Gleichung der | 
endlichen — in einer Dimension 1204; 
Schallausbreitung, siehe Diff.- 
Gleichungen. 

Schar, einem System totaler Diff.- GL 
adjungierte — infinitesimaler Trans- 
formationen 318. | 

Scheeffer, -sche Methode zur Bestim- 
mung des Vorzeichens von ö?U, 600; 
Dini-sche Sätze in der Differential- 
rechnung 66; -sche Sätze über Ex- 
treme von Funktionen von 2 Variabeln 
83, 84; -sches Theorem über Me | 
Extreme 86, 86. 

Scheibenplanimeter 129. 

Schemata für die Koeffizientenbestim- | 
mung trigonometrischer Entwicklun- 
gen 686. | 

schichtenweise gleichmäßige Kon-| 
vergenz 53. | 

Schleifenintegral bei der Definition 
der Gammafunktion 159, 160, bei der 


Cauchyschen Formel für D?!f(x) 
118. 

-sche Restform der Tay- 
lorschen Entwicklung einer Funktion 
einer Variabeln 76; -sche Reihe nach 
Besselschen Funktionen 755; -sche Dar- 
stellung von Cauchys Residuensätzen 
1032; -s Konvergenzbeweis trig. Reihen 
1035; -sche Vereinfachung des Dirich- 
letschen Konvergenzbeweises 1038; 
-sche Darstellung des Hamiltonschen 
Konvergenzbeweises trig. Reihen 1039; 
-scher Beweisversuch der Fourierschen 
Integralformel 1093. 


‚Schranke, obere und untere — der 


Variabeln x eines Bereichs 9. 


Schroedersche Funktionalgleichung 


791. 


Schwankung, — einer Funktion in 


einem Intervall 12, ı2; innere — 12; 
unendlich große — 12; Funktion mit 
beschränkter — 40; = Öszillation 29; 
— des Funktionswertes beim Begriff 
des Riemannschen bestimmten Inte- 
grals 95. 


‚Schwingung, — einer Funktion f(«) 


für =a 29, 30 (rechte und linke — 
30); einfach harmonische — 643; zu- 
sammengesetzte — eines einzelnen 
Punktes 644; -szahl einer solchen 
— 643; Haupt-, unendlich kleine —, 
einfache —, harmonische — eines 
Massensystems 952, 1177; Diff.-Gl. 
der Saiten-en, s. Saite; Diff.-Gl. der 
stationären -en der Akustik, Elasti- 
zität, Elektrizität 540, s. Diff.- 
Gleichungen; Fundamental-en der 
Diff.-Gl. Au + k?u = 0, 542; freie und 
erzwungene -en bei Lösungen der obi- 
gen Diff.-Gl. 550; Auftreten unharmo- 
nischer trig. Reihen in der Theorie 
der -en eines an einem elastischen 
Faden aufgehängten Massenpunktes 
1052; radiale -en einer elastischen 
festen Kugel 1054; -en eines konti- 
nuierlichen Systems 953, eines solchen, 
welches an einem oder mehreren 
Punkten mit einem System einer end- 
lichen Anzahl von Freiheitsgraden ge- 
koppelt ist 1055; -en einer Ketten- 
brücke 1052; D. Bernoullis Untersuchung 
über -szahlen von Orgelpfeifen 1050; 
Problem der — einer Kette, Membran, 


Sekantenkoeffizienten — Sinus 1405 


einer Platte 1178, siehe Diff.-Glei-| 
chungen. 
Sekantenkoeffizienten 183. 
sektoriell, -e harmonische Funktionen | 
712; -e Ringfunktionen 727. | 
selbstadjungiert, sieheadjungiert. 
semidefinit, Extrem einer -en quadra- 
tischen Form 83; -e Form einer | | 
rationalen Funktion 86. 
Semikontinuum 46. 
semikonvergent, -e Reihen fürBessel- 
sche Funktionen 1. Art 748; -e Ent- 
wicklung für die Funktion oa) 158; 
-e Reihe für die Funktion ®(a) 167; 
-e Entwicklung von log I’(a+ 1) 168. 
semilineare partielle Diff.-Gl. 1. Ord. | 
353. 
Senken, Poissonsche Gleichung beim 
Vorkommen von — 469 (in der Hydro- 
dynamik). | 


Separation, — mehrerer bekannter 'Si 


Perioden periodischer Naturerschei- 
nungen 663; — zweier Perioden von 
gleicher Größenordnung 666; — des, 
synodischen und tropischen Mond- | 
monats 668. 

separation, Methode zur Rechtferti- 
gung des Rechnens mit Symbolen 765. 

Simpson, -sche Formel 120, zu der- 
selben analoges Verfahren von Runge 
beid.Lipschitzschen Methode 194; -sche 
Formel zur Auswertung der Koeffi- 
zienten in der Entwicklung der Po- 
tenzen der wahren Distanz zweier 
Punkte ssı. | 

simultan, zu einer linearen homogenen | 
part. Diff. -Gl. 1. Ord. adjungiertes -es 
System gew. Diff.-Gl. 312; -er Grenz- | 
wert lim f„(x) 33; -e Grenzübergänge 

n=x»x 








xz=a | 
bei Funktionen von n Variabeln 49. | 
singulär, -e Stelle einer Funktion f(«) | 
31; -e Stellen algebraischer Funktionen 
32; -e Differentialkoeffizienten eines 
Systems gewöhnlicher Diff.-Gl. 1. Ord. 
192 und -e Integrale des Systems 192, | 
207; für bestimmte Anfangswerte -es| 
derartiges Differentialsystem 194; -e| 
Integrale einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord. | 


lichen -en Anfangsbedingungen 215 ff., 
bei beliebigen Systemen gew. Diff.-Gl. 
223 ff.; transzendenter -er Punkt für 
die Lösungen einer gew. Diff.-Gl.1.Ord. 
216; Integration von Systemen gew. 
Diff.-Gl. bei gewöhnlichen -en An- 
fangsbedingungen 206 ff.; synthetische 
Entwicklung der Theorie der -en In- 
tegrale einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 
245; Gleichung, welcher die -en Lö- 
sungen eines Systems gew. Diff.-Gl. 
1. Ord. genügen 248; -e Integraläqui- 
valente einer Pfaffschen Gleichung 326; 
-e Linie und -e Punkte bei den Lö- 
sungen elliptischer partieller Diff.-Gl. 
2. Ord. 535; die beiden Arten von -en 
Linien und -e Punkte bei Lösungen 
von hyperbolischen part. Diff.-G1.2.Ord. 
537, bei parabolischen Diff.-Gl. 537; 
Cauchys -es Integral ı02, 1005, 1006, 
1003, spezielles 1153. 

ngularität, — von f(x) an der Stelle 
xz=qa 31; Konstruktion von Funk- 
tionen mit pantachisch liegenden -en 
37; stetige Funktion mit unendlich 
vielen -en in einem endlichen Inter- 
vall 42; gewöhnliche -en eines Systems 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 206, 207f., 
außergewöhnliche -en 208, 215, 220 
(bei einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord.), bei 
einem System 223ff.; algebraische 


-en und gewöhnliche -en der Lösun- 


gen eines Diff.-Systems 208; algebra- 
ische -en und transzendente -en der 
Lösungen einesDiff.-Systems und außer- 
gewöhnliche -en eines Diff.-Systems 
208, 215 ff.; außergewöhnliche -en einer 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord., wo allein nicht- 
algebraische -en der Lösungen auftreten 
können 214; — analytischer Lösungen 
von Randwertaufgaben elliptischer 
part. Diff.-Gl. 533 ff., hyperbolischer 
536 ff., parabolischer 538ff.; feste oder 
wesentliche -en, bewegliche oder zu- 
fällige -en analytischer Lösungen von 
Randwertaufgaben bei hyperbolischen 
Differentialgleichungen 539. 


Sinneswahrnehmungen und parabo- 


lische, hyperbolische und elliptische 
part. Diff.-Gl. 539. 


und Enveloppe der Integralkurven 210, Sinus Idendität des analytischen und 


211, bei Diff.-Gl. höherer Ordnung. 
214, 214; Auffinden von Integralen von | 
gew. Diff.-Gl. 1. Ord. bei sußergewöhn- | 


elementar geometrischen — 19; Be- 

stimmung der Funktion — durch eine 

Funktionalgleichung 800; Bedeutung 
91* 
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des Zeichens sin 00, c0o8 00 984 ff.; In- 
tegral- 1144; Additionstheorem 800. 

skalar, -e Ortsfunktion 477. 

sommationexponentielleund Trans- 
formation von Laplace 783. 

Soninsche part. Dift.-Gl. 2. Ord. 371, 373. 

Spencesche Funktion L”(x) 869. 

Spezialzeit bei Beobachtungen 673. 

speziell, in einem Rationalitätsbereich 
-e gew. Diff.-Gl. 290; -es System gew. 
Diff. einer vorgelegten Klasse 236, 
293. 

Sphärik, trigonom. Entwicklungen der 
— 887. 

Spiegelungsverfahren (-prinzip), 
1300, bei der analytischen Behandlung 
des Problems der schwingenden Saite 
558, bei Wärmeleitungsproblemen 1186, 
1301. 

Spirale, logarithmische — und Ent- 
wicklungen in der Theorie der ellip- 
tischen Bewegung 902. 

Spitze, — einer Integralkurve 210; Ort 
der -n der Integralkurven einer gew. 
Diff.-Gl. 1. Ord. 210, 212; -n, Ort und 
Enveloppen einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 
213, 211. 


spontane Grenzen der Integralober- | 


flächen 512 (Charakteristikenbegriff). 

Sprung einer Funktion f(x) an einer 
Stelle « (gewöhnlicher endlicher —) 
29; — 2° Art 29, 29; Maß des -es 29; 
rechter, linker — 29, 30; äußerer — 40; 
vgl. Unstetigkeiten; — in den Diff.- 
Quotienten einer part. Diff.-Gl. 961; 
Verhalten einer trig. Reihe an -stellen 
der zu entwickelnden Funktion 1046; 
Verhalten einer Potenzreihe in einem 
Punkt des Konvergenzkreises wo die 
Funktion einen Stetigkeits- aufweist 
1050. 

Stab, — der Planimeterrolle 128;Wärme- 
leitung in einem -e unter gewissen 
Grenzbedingungen 1053; Diff.-Gl. der 
Longitudinalschwingungen eines -es 
1225. 

Stabilität, allgemeines Problem der 
— des Gleichgewichts 228; — des 
Gleichgewichts schwerer hängender 
Fäden 636. 

Stäbe, Kirchhoffs Theorie der schwin- 
genden — vom Standpunkt der Va- 
riationsrechnung aus 624. 





skalar — Stetigkeit 


Statik, Aufgaben der — in der Varia- 
tionsrechnung 622. 

Steilheit, kürzeste Linien von begrenz- 
ter — 637. 

Steiners Sätze über Figuren extre- 
men Flächeninhalts 612. 

Stelle, — x 8; Häufungs- 9, 9, 5; — 
(@,@,...a,) eines Bereiches von 
n Veränderlichen 44, Unendlich- 
keits- einer Funktion f(x), singu- 
läre — usw., siehe dort. 

stencils (Schablonen) zur Aufsuchung 
versteckter Periodizitäten 693. 

stetig, -e unabhängige Veränderliche 
& in einem Intervall 11, ı1, im Innern 
eines Intervalls 11; — veränderliche 
Koordinaten &,,... x, im Bereich L,, 
von n Variabeln 46; -e differenzier- 
bare f(x) 21; — als Übersetzung von 
continu 970. 


stetige Funktion f(x) an der Stelle 


z=4a11T; füirc—=a rechts (vorwärts) 
—, links (rückwärts) — 18; im Inter- 
vall (ab) (gleichmäßig) — 18, ı8; nach 
rechts (links) — 29; — mit unendlich 
vielen Singularitäten in endlichen 
Intervallen 42; Weierstraßsches Bei- 
spiel einer —, welche nirgends diffe- 
renzierbar ist 22, 64, siehe Funktion, 
Stetigkeit, -spunkt von f(x) 18, einer 
Funktion von n Veränderlichen 48; 
-sgrad (Maß der — von f(x)) im Punkt 
z = a 20; Strecken- 18; — in gleichem 
Grade ı8, von f(x, &) 52; Gebiets- einer 
Funktion von n Veränd. 49; -sdefini- 
tionen einer Funktion von n Veränd. 
48, 49; Punkt- und gleichmäßige — 
einer Funktion von » Veränderlichen 
im Bereiche (x) (Gebiets-) 49; gleich- 
mäßige — von f(x) in einem best. 
Intervall 18, 19; Entwicklung der -sde- 
finition einer Funktion von & 970ff.; 


— einer Reihe der Form I’p, (x, 2,), 


D'9,(&+2,i) 53, — von Funktionen 
von Linien 787; — einer konvergenten 
Reihe stetiger Funktionen 35, 34, 33, 
977, 984, einer für r—=1 noch kon- 
vergenten Potenzreihe Da,r" 977; 
— einer ein- und mehrdeutigen Funk- 
tion bei Cauchy 1019; — der Ablei- 
tungen beim Cauchyschen Residuen- 
satz 1012, 1015; zur — analoge Eigen- 
schafteiner Gruppe von Operationen 777. 


Stetigvieldeutigkeit — Superposition 1407 


Stetigvieldeutigkeit von f(@,,%,) 
für den Punkt (0,0) 51. 

Stieltjes,-scher Satz über polynomische 
Lösungen einer Diff.-Gl. 2. Ord. 455; 
-sche Grenze 456; Beziehung des -schen 
Satzes zum Kleinschen Oszillations- 
theorem 456; -sche Polynome 455; 
-sche Verallgemeinerung der Legendre- 
schen Integralformel 186. 

Stirlingsche Formel für loga! iss, 
für log T’(a-+1) 168. 

Stirnfläche einer Rot.-Fläche klein- 
sten Widerstandes 636. 

Störung, Elimination von säkularen 
-en aus trig. Interpol.-Formeln 664, 
von beliebigen -en 666; -sfunktion H, 
in der Theorie des gestörten dyna- 
mischen Problems 345; Entwicklung 
der -sfunktion in der Theorie der Pla- 
netenbewegung 1071, Hauptteil der- 
selben 837, 1071; Entwicklung des „von 
der Bewegung der Sonne abhängigen 
Teils“ der— 1071(8. Entwicklungen); 
trigon. Reihen in der astronomischen 
-stheorie 829, 892. 

Stokesscher Satz 114. 





| 


Stolzsche Ausdehnung des Scheefer- | | 


schen Satzes auf n Variable s3, 84. 
Strahldistanz $(a,b) 4. 
streckenweise gleichförmige Konver- | 

genz 53. 

Streifen, Flächenelementen- nt Ord. 
bei Systemen part. Diff.-Gl. 1. Ord. 
808, 310; — n‘* Ord. einer part. Diff.- 
Gl. 2. Ord. mit 2 Unabhängigen 372; 
Systeme von — n*'® Ord. (charakte- 
ristischen —) einer part. Diff.-Gl. n!* 
Ord. mit m Unabhängigen 390; cha- 
rakteristische —, s. dort. 

Stromlinie 476. 

Stromröhre, — 476; Einheits- 476. 

Sturm, -sche Sätze bei Randwertauf- 
gaben über gew. Diff.-Gl. 2. Ord. 443, 
444, 447; -sches ÖOszillationstheorem 
im Falle eines Parameters 443, Aus- 
dehnung auf Diff.-Gl. höherer Ord. 
448; Klasse der -schen Diff.-Gl. 442, 
561; -sche Funktionen (ausgezeichnete 


Lösungen der Diff.-Gl. U’+Kk*. f(x) U 


= 0) 551, 561; -sche Reihe von aus- 
gezeichneten Parameterwerten 444, 
450, 561 (zur Darstellung willkür- 
licher Funktionen); — -Liouvillesche 
Sätze über die Nullstellen der Inte- 


| 
| 
I 





grale linearer Diff.-Gl.zurÜntersuchung 
der Lage der Wurzeln von determi- 
nierenden Gleichungen 1063; — -Liou- 
villesche Sätze über die Möglichkeit 
von Entwicklungen nach Eigenfunk- 
tionen 1064; — -Liouvillesche Reihe 
als Lösung der Diff.-Gl. einer schwin- 
genden Saite mit variabler Dichte und 
wechselnder Spannung 562; Übergang 
von der — -Liouvilleschen Reihe zur 
Fourierschen 562. 


Substitution, symbolische — bei der 


Aronholdschen Darst. algebr. Int. 94; 
— einer neuen Variablen in ein be- 
stimmtes Integral 101, 149; Operation 
der — 769; Differential- 786. 


Summation, Eulersche und Leibniz- 


sche — zur Ermittlung des unbestimm- 
ten Integrals bei gegebener Derivierten 
94; Methode der partiellen — zum Be- 
weis der Regel über part. Integration 
101; elementare -smethode zur Aus- 
wertung bestimmter Integrale 120; 
-smethoden von Gauß, Cotes, Newton 
121, Jacobische Ergänzung dazu 123, 
Christoffelsche 124; Erweiterung der 
Gaußschen -smethode von Heine, Meh- 
ler, Tschebyscheff 126; Markoffsche 
-sformel 127; -sformeln für mehrfache 
Integrale 127; exponentielle — 783; 
— trig. Reihen mit Hilfe von kom- 
plexen Potenzreihen 836; — trig. 
Reihen 910, 913, 920. 


Summen, — der nt“ Potenzen der & 


ersten Zahlen 864, 866; desgl. der un- 
ur: 936, (s. Bernoullische 


SIRORCRRERNER: ie abwechselndem Zei- 
chen genommen 935; -formel bei der 
mechanischen Quadratur 94; — von 
Symbolen 767; Euler-Maclaurinsche 
-formel 119, 167, 769, Abschätzung des 
Restes derselben 825, 1324 ff., weitere 
-formeln 1325 ff, 1336 (mehrfache), 
1337 ff., zur Darstellung der INEREHNS- 
schen Funktionen 867. 


geraden bis? 





Superposition, Prinzip der — der 


Teilungen beim Existenzbeweis eines 
best. Integrals 96; -sprinzip für kleine 
Schwingungen 663, bei Schwingungen 
von Massensystemen 954 ;— von Schwin- 
gungen (Herkunft des Wortes) 952; — 
von Partikularlösungen einer part, Diff.- 
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Gl. zur allgemeinen Lösung derselben 
1051. 

symbolisch, -e Darstellung einer Dif- 
ferentialoperation 260; -e Methoden zur 
Integration von linearen Diff.-Gl. P(y) 


symbolisch — total 


175; — bestimmter Integrale (Bierens 
de Haan) 148, 187; — der Kugelfunktio- 
nen P”(x) 708; — der Besselschen 
Funtionen 757; — für »(a) 170. 
Tagesmittel, Bravaissches und La- 





266; -e Zerlegung von P(y) = A(y, Yy,, 
. Yn) 266; -e Gleichungen 817. 
day 
dx 
tionalrechnung 763; Rechnen mit -en 
764, Prinzip desselben 766; interme- 
diäres — 768; Gleichheit, Summe, 
Produkt von -en 766; Methode der 
Trennung der Operations- und Quan- 
titäts-e bei divergenten trig. Reihen 
833; die einfachsten distributiven -e 
768. | 
sympathisch, Diff.-Gl. des Problems 
des -en Pendels 1055. | 
synectique, fonction — 1022. 
syntagmatisch, -e Summe einer di- 
vergenten Reihe, -e Reihe 983. 
synthetische Entwicklung der Theo- 
rie der singulären Integrale der Diff.- 
Gl. y=fle,y) 
System, gew. Diff.-Gl.: 


Symbol, — 70; -e in der Funk- 


-e, die be- 


kannte Transformationsgruppen zu- 


lassen 234, 249; adjungierte -e, s. 
dort; -e linearer Diff.-Gl. (lineare -e) 
272; nicht aufgelöstes — von n linea- 
ren homogenen Gleichungen mit konst. 


Koeffizienten 273; (Liesche -e, s. dort); | 


(vgl. Differentialsysteme); Varia- 
tions-e,s. dort; -egew.Diff.-Gl.1.Ord. 
245 (8. Diff.-Gleichungen);— part. tesserale harmonische Funktion 712. 


Diff.-Gl.: passives Differential- 321; 


-e von part. Diff.-Gl. mit 2 unabh. Va- 


riablen 366, mit m unabh. Veränder- 
lichen 389; 
Pfaffscher Gleichungen 398; vollstän- | 
diges abgeleitetes — 398; -e part. Diff.- 
Gl., welche die Koord. der Flächenele- 
mente 1.Ord. mehrerer (m + 


1) dimen-. 
sionaler Räume enthalten 310; systeme | 
france (besonderes — part, Di. Gl.) | 


300; geschlossenes — = Gruppe 403; | 
-e von Funktionalgleichungen 801. | 
T 


Tabelle zur Bestimmung der Werte | 
der Koeffizienten einer trig. Entwick- 
lung 689, 

Tafeln, — zur Berechnung der I-Funk- 


tion 170; — des Integrallogarithmus 


abgeleitetes — eines -s 


montsches — 665. 
Tangenten, -formel von Poncelet 120; 
-koeffizienten in der Entwicklung von 


g (+3) — secz + tg 188, 


Taylor, -sche Entwicklung einer Funk- 
tion einer reellen Variablen 75, kom- 
plexer, mehrerer Variablen 77, Ver- 
allgemeinerungen 78; -sche Reihe 78; 
Darstellbarkeit einer Funktion durch 
die -sche Entwicklung 79; Analogie 
zur -schen Formel in der Theorie der 
gew. linearen Diff.-Gl. nt Ord. 260, 
bei der Darstellung einer distributiven 
Operation durch eine Reihe 778; Ver- 
allgemeinerung der -schen Reihe durch 
die Reihe von Abel in der Funktional- 
rechnung 783; Umkehrung der -schen 
Reihe 1324. 


'Tehebycheff, siehe Tschebyscheff. 


Teilsystem eines Systems nichtlinearer 
part. Diff.-Gl. 1. Ord. mit n Unbekann- 
ten und m Unabhängigen 395. 

teilweise, s. partiell. 

|Telegraphistengleichung 560. 

Temperaturschwankungen, Ein- 
dringen der täglichen und jährlichen 
— in den Erdboden 1185. 

‚Termine von Beobachtungen 644. 


‚thalweg, lignes de — 213. 

Thetafunktion, Transformation der — 
1339, Bezieh. zu den Gaußschen Sum- 
men 188. 

Thomson, -sches Prinzip 493; — -Di- 
richletsches Prinzip 494, Kritik des- 
selben 494; J. -scher Telegraph 131; 
W. -scher harmonischer Analysator 
134; W. -scher Integrator linearer Diff.- 
Gl. 134. 

tide predicter 690 (zur Zusammen- 
setzung beliebiger Komponenten zu 
einer periodischen Schwingung). 


‚toroidal functions 727. 


total, — unstetige Funktion 41, 97; 
-es Differential 110; wann ist ein Dif- 
ferentialausdruck ein -es Differential 
112; unsymmetrischer Charakter der 
Bedingungen für das -e Differential 69. 


Transformation — Transzendente 


Transformation, — mehrfacher In- 
tegrale 107, 147, — zur Ermittlung 
der Oberfläche eines Ellipsoids usw. 
108; — eines uneigentlichen Integrals 
in ein eigentliches 144; — von Diffe- 
rentialausdrücken (speziell von AV) 
116; — einer quaternären quadra- | 
tischen Form auf eine Summe von 
Quadraten 1072; orthogonale — einer 
ternären bilinearen Form 1072 (bei 
der Reduktion von Doppelintegralen); 
— der 2. Variation 0?J, nach Le- 
gendre 587, nach Jacobi 588, nach 
Hesse und Frobenius 590, von 0? U, 
591; — der ersten Variation eines 
Doppelintegrals 615; Laplacesche — 
einer Operation 781; — einer Potenz- 
reihe in einen linearen Differential- | 
ausdruck unendlich hoher Ordnung 
782; — von Funktionalausdrücken | 
782 ff., als symbolische Gleichung 817; | 
— irregulärer in reguläre gew. Diff.- 
Gl. 782; — A, von Heine oder von 
Euler 784; Weierstraßsche — der Inte- 
graldifferenz A.J in der Variations- 
rechnung 628; — bei gew. Diff.-Gl. 
oderSystemengew.Diff.-Gl.: Lies | 
Integration von Diff.-Systemen mit be- 
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in sich 328; Laplacesche — linearer 
part. Diff.-Gl. 2. Ord. 384; Überführung 
einer linearen part. Diff.-Gl. in sich 
durch alle Transformationen einer gew. 
unendlichen Gruppe von Punkt-en 387; 
— eines Funktionensystems 404; 
r-fach unendliche Schar von -en 404; 
identische — einer Transformations- 
schar 404; zu einer — inverse — 405; 
infinitesimale — 409; unendlich oft 
wiederholte infinitesimale — 409; un- 
endlich kleine — 410; — einer Gruppe 
in sich 414; mit einer Gruppe ver- 
tauschbare — 414; — uneigentlicher 
Integrale in eigentliche 14;— Reihen 
1337, der Thetafunktionen 1339. 


Transformationsgruppe,kontinuier- 


liche -n 401ff.; Definition einer end- 
lichen kontinuierlichen — 405, Defi- 
nitionsgleichungen 408; Defin. einer r- 
gliedrigen — durch ein System von Dif..- 
G1.406 ; Zusammensetzung einer — 411; 
miteinander vertauschbare — 412 (s. 
Gruppe); Liesche Theorie der — und 
die Integrationstheorien der gew. Diff.- 
Gl. 234; gew. Diff.-Gl., die eine ge- 
gebene eingliedrige — zulassen 239; 
Integration eines Systems gew. Diff.-Gl. 


kannten -sgruppen 234, 238, 249; Me- mit bekannter — 249. S. auch Ra- 
thode der — von Differentialsystemen | tionalitätsgruppe. 
235; Integration einer Diff.-Gl. 1.Ord., Transformierte, — oder Resolvente 


welche eine bekannte infinitesimale — 
zuläßt 239; — von linearen Differen-. 
tialsystemen 274; Lies Theorie der 


einer gew. Diff.-Gl. mit Fundamental- 
lösungen 268; — einer Operation im 
Operationskalkül. 


Diff.-Gl. n‘* Ord., die Gruppen von transient fonctions 97. 
Punkt-en gestatten 258; -sgruppe einer |transitiv, einfach -e Transformations- 


linearen Diff.-Gl. n!* Ord. 290; -spro- | 
blem = Integrationsproblem 235; Inte- | 


gruppe in der rationellen Integr.-Theo- 
rie der Lieschen Systeme 292. 


gration von Systemen mit bekannter | Transitivität, — einer Gruppe 416, 417; 


-sgruppe 249; Differentialfunktionen, 


— im Infinritesimalen 416. 


die -en der allgemeinen homogenen Translation des Planimeterstabes 129. 


linearen Gruppe I’ zulassen 268; — transmutations 


bei partiellen Diff.-Gl. oder Sy-. 


additives (distri- 
butive Operationen) 777. 


stemen partieller Diff.-Gl: — Transversalen eines Feldes von Ex- 


der Differentialsysteme 310ff.;Berüh- | 


tremalen 627. 


rungs-, s. dort; Flächen-en von |transzendent, Eulersche -e Funktion 


Bäcklund bei Systemen partieller Diff.- 
Gleich. 311; infinitesimale — Af, 
von einem vollständigen System part. 
Diff.-Gl. gestattet 317; die Lie-Meyer- 
sche — Jacobischer Systeme 321; — 
des Pfaffschen Ausdrucks A 327; all- 
gemeinste — des Pfaffschen Ausdrucks 





A bzw. der Pfaffschen Diff.-Gl. A—0 


4; -e Operationen 4; Joh. Bernoulli- 
sche und Leibnizsche -e Funktion 4; 
-e Funktion 4, 5; -e Funktionen von 
Symbolen 768. 


transzendental-transzendente 


Funktion 802, 


Transzendente, Theorie der Verglei- 


chung der -n 240. 
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Trapezformel 120. 

Trennung, Methode der der 
Variablen 233, 236, 237, Liesche Sy- 
stematisierung der Methode 239; Me- 
thode der — der ÖOperations- und 
Quantitätssymbole als Quelle diver- 
genter trig. Reihen 833; — zweier 
Perioden von derselben Größenordnung 
bei der harmonischen Analyse usw. 
666 ff.; Hilfsmittel zur — verschiedener 
Perioden 692. 

Tressesche Normalform eines Systems 
part. Diff.-Gl. 299. 

trigonometrische Entwicklungen 
819 ff.; — analytischer Funktionen 6, 
825 ff.; — willkürlicher Funktionen. 
952 ff., 957; — trigonometrischer Funk- | 
tionen 903, 937f£.; — hyperbolischer 
Funktionen 904; spezielle —, die in 
versch. Intervallen verschiedenen Ge- | 
setzen gehorchen 910; spezielle— 911ff.; | 
— elementarer Funktionen, aufgefaßt 
als hypergeometrische Reihen 918; — | 
von log I‘(x) 919; — der Potenzen von 
N=a-+b osx c sin 2 + dcos?x 
+teceoszsinz-+ fsin’z 886; — der 
Potenzen von cosx und sinx 837 ff.; 
— von Potenzen trigon. Funktionen | 
856; — rationaler ganzer Funktionen | 
857 ff.; — der Potenzen der wahren | 
Distanz 2er Punkte nach den Ko-. 
sinus der Vielfachen der scheinba- 
ren Distanz 875; — der Sphärik | 
887 ff.; — der Theorie der ellipt. Be- 
wegung 891 ff., siehe Anomalie; — 
von trigonom., hyperbolischen und Ex- 
ponentialfunktionen 902 f.; — aus Po- 
tenzreihen erhalten 913; —, die mit 
iterierten Integralen rationaler Funk- 
tionen zusammenhängen 868; —, deren 
Koeffizienten höhere Transzendenten 
darstellen 919, Differentialgleichungen 
genügen 922; — einer Funktion für 
ein beliebiges Intervall 930, nach den 
Sinus oder Cosinus allein 923, nach 
den Funktionen der ungeraden Viel- 
fachen des Arguments 931ff., nach 
den Sinus und Cosinus der Vielfachen 
927, nach den Vielfachen des Argu- 
ments, die zu 1 oder 3 (mod. 4) kon- 
gruent sind 943; unharmonische — 
1050; 1063ff,; mehrfache — 1067 ff. 
igonometrische Reihen (8. trig. 
Entwicklungen), — als Darstellung | | 








Trapezformel — Umformung 


von Lösungen gew. part. Diff.-Gl. 5; 
— zur Darstellung jeder willkürlichen 
Abhängigkeit 6; näherungsweise Dar- 
stellung einer graphisch gegebenen 
Abhängigkeit durch — 6; Darstellung 
von Grenzfällen analytischer Funk- 
tionen durch — 8; Darstellung punk- 
tiert unstetiger Funktionen durch — 
41; Integration partieller Diff.-G]. 
durch — 1205, 1254. 
trigonometrische Integrale 819ff.; 
— von Produkten trig. Funktionen 
848 ff.; Differentiation u. Integration 
von -n 1161; mehrfache — 1163. In- 
tegration part. Differentialgleichungen 
durch — 1219, 1263. 
trigonometrischelnterpolation (s. 
Inh.-Verzeichnis zu Art. 9a S. 642); 
-sformeln von Clairaut 646, Lagrange 
647, Bessel 648, Tschebyscheff-Bruns 
653, Leverrier 654; Diskussion der 
Koeffizienten -sformeln 649, 651, 651; 
komplexe — 651; s. Koeffizienten. 
‚Tschebys cheff, "sche trig. Interpola- 
tionsformel 653, Summationsformel 
von — 126, Integralformel von — 1172. 


type, Cauchysche. Bezeichnung für einen 


der verschiedenen Werte einer impli- 
ziten Funktion 1020. 

Typus, elliptischer, hyperbolischer, para- 
bolischer — einer partiellen Diff.-Gl. 
2. Ord. 510; rein elliptischer, hyper- 
bolischer, parabolischer — einer par- 
tiellen Diff.-Gl. höherer Ord. mit mehr 
als 2 unabh. Variablen 567. 


U 

Überführung von Reihen 1338. 

Übergang von Lösungen partieller 
Diff.-Gleichungen ineinander 1204, 
1225, 1227. 

Übergangsbedingungen bei 
tiellen Diff.-Gl. der Physik 1050. 

Ultrakugelfunktionen 732. 

Umfahren, einer ebenen oder sphä- 
rischen Kontur mit dem Fahrstift beim 
Planimeter 128. 

Umformung, — von komplexen Potenz- 
reihen in trigonometrische 826, 838; 
— von Reihen, die nach Potenzen von 
cos & fortschreiten, in trigonometrische 
829; — der Koeffizienten trig. Reihen 
durch wiederholte partielle Integration 
1040; Ersetzen divergenter trig. Reihen 


par- 


‚Umgebung — Untergruppe 


mittels -en durch konvergente 1045; — 
von Reihen 1337. 

Umgebung, — einer im Innern eines 
Intervalls liegenden Stelle 11; links- 
und rechtsseitige — eines Punktes 
11; — eines Punktes des n-dimen- 
sionalen Raums 44. 

umkehrbar endlichdeutige Be- 
ziehungen zwischen den Flächenele- 
menten zweier Involutionssysteme n'“ 
Ord. 311. 

Umkehrung, — bestimmter Integrale 
781, 803, mit festen Grenzen 804, 808, 
mit veränderlichen Grenzen 807; — 
der Fourierschen Integrale 804; — tri- 
gonometrischer Reihen 891, 895, 944; 
— einer Laplaceschen Transformation 
781, 804; — der Taylorschen Reihe 
1324. 

Umring, Problem der Kurven kürzesten 
-s 611, 612 636. 

Unabhängigkeitssatz, Hilberts — 
über das Feldintegral in der Varia- 
tionsrechnung 628, beim allgemeinen 
isoperimetrischen Problem 632. 


unaufgelöst, -e Diff.-Gl. 1. Ord. 242, 


n‘" Ord. 259; Integration der -en 
Form eines Systems part. Diff.-Gl. s2ı. 
unausgedehnt, -e Menge 40; -e und 
nirgends dichte Menge 40. 
unbedingt konvergent, siehe konver- 
gent. 
Unbekannte, Bezeichnung der -n in 
einem Ausdruck 8. 
unbeschränkt, — veränderliches & ı1; 
— differenzierbare Funktion 23, und 
analytische Funktion 23; differenzier- 
bare nichtanalytische Funktionen als 
Summe analytischer Funktionen und 
— differenzierbarer Fourierscher Rei- 
hen dargestellt 24; — integrables Sy- 
stem part. Diff.-Gl. 305. 
unbestimmt, -e Formen 25, 975 (hier 
a’ fürc=0, y=0); Stellen -en Un- 
endlichwerdens einer Funktion 31; -es 
Integral, s. dort. 
Unbestimmtheit,-sgrenzen einer Funk- 
tion f(x) für x = a 13, rechtsseitige — 
(rechte, vorwärts gebildete) 14; -s- 
grenzen des rechtsseitigen (linksseiti- 
gen) Differenzquotienten einer f(x) 
64; -sgrenzen einer Funktion von n 
Variablen beim simultanen Grenzüber- 
- gang 50; -senveloppen 17. 
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uneigentlich, -e bestimmte Integrale 
102, 137, 143; — definierte Funktion 
16; — definierter Funktionswert an 
einer Stelle 16, 25. 

unendlich, — große Werte der Funk- 
tion f(x) und des Arguments x 16; 
-keitsstellen einer f(x), gewöhnliche 
-keitsstellen mit Oszillation 30, 31; 
Stellen unbestimmten -werdens 31; 
Gleichungssystem mit — vielen Un- 
bekannten (bei der Darstellung der 
Koeffizienten trig. Reihen durch -e 
Reihen) 920; kleine Größen 70, 972; 
— klein und physikalisch sehr klein 
976; — kleine (infinitesimale) Trans- 
formation 410; — kleine Schwingungen 
952; Bedeutung von sin oo u. c08 oo 
984. 

unendliche Reihen, Integration der 
— 144; siehe Entwicklungen. 

ungestörtes dynamisches Problem 345. 

unharmonisch, -e trig. Reihen 1050 ff,; 
mehrfache -e trig. Reihen 1069 ff; -e 
Form des trig. Integrals 1159. 

unstetig, punktiert -e Funktion 39; 
linear -e, total -e, punktiert -e inte- 
grable Funktion f(x) 40, 96; total -e 
f(x) mit hebbaren und nicht hebbaren 
-keiten 41; total -e nicht integrable 
f(&) 97; Sätze über punktiert -e Funk- 
tionen 41; -e Funktion f(x) für e—=a 
28; pantachisch -e Funktion 40, 42. 

Unstetigkeit, -en von f(x) (Unste- 
tigkeitspunkt) 28; Konvergenz-Unste- 
tigkeitspunkt 52; hebbare — von f(x) 
29, 29, 30; — 1. Art (gewöhnliche —) 
28; — 2. Art 29; pantachische — 1. 
u. 2. Art 41, 42; endliche — 28; un- 
endliche — 30; Modifikationen von -en 
31; totale — 41; Funktionen mit un- 
endlich vielen -en in endlichen Inter- 
vallen 37, 39; Zusammenhang zwischen 
den -en einer in eine trig. Reibe ent- 
wickelten Funktion und den Koeffi- 
zienten der Reihe 1042; -en einer durch 
das Fouriersche Integral darzustellen- 
den Funktion 1097; Verhalten einer 
trig. Reihe an -sstellen der zu ent- 
wickelnden Funktion 1046; die mit 
einer part. Diff.-Gl. verträglichen -en 
1248. 

Untergruppe, — einer Gruppe 411; 
invariante — 411; ausgezeichnete — 
411; Haupt- 412, 
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Unterschied, — (a, b) (cart) zweier 
Punkte des n-dimensionalen Raumes 
44; Koordinaten-(a, — b,) von 2 Punk- 
ten dieses Raums 44. 

unvollständige I-Funktion 158. 

Ursprung, zum — asymptotische Lö- 
sungen eines Systems gew. Diff.-Gl. 
1. Ord. 228. 


V | 
valeur principale, siehe Haupt- 
wert. | 

Variable (Veränderliche), Begriff der 
— 3; reelle — 8; Bereich der reellen 
-n 8; freie — 11; stetige — 11; unab- 
hängige und abhängige — bei f(«) 11; 
Bereich einer reellen -s, s. Bereich, 
Kontinunm. 

variable, — Koeffizienten in den Grenz- 
bedingungen bei part. Diff.-Gl. 1251; 
mit der Zeit — Grenzflächen bei part. 
Diff.-Gl. 1252. 

Variablen, Einführung neuer — bei 
bestimmten Integralen 137, zur In- 
tegration gew. Diff.-Gl. 235, bei der 
Transformation mehrfacher Integrale, 
siehe Transformation; Methode der, 
Trennung der — bei Diff.-Gl. 1. Ord. 
236; Bestimmung aller Transf.-Grup- 
pen von gegebener — -und Parameter- 
zahl 425. 

Variation, -en einer abhängigen Größe | 
572; -szeichen Ö 574; reine und ge- 
mischte — 576; spezielle — durch 
Änderung eines Parameters 576; — 

b 


. des Integrals J = fr Kyy ey )dzx 


a 
575 (allgemeine Variationsformel von 
Euler) 477; zweite — von J, 587; 
zweite von J„ 489, 591; von 
U, 592; Inbegriff der -en 603, 604; 
höhere -en 609; von Doppel- 
integralen 615; zweite — eines Dop- 
pelintegrals 617; Clebschs reduzierte 
Form der 2. 592, 618, 634, 
635; nt — in bezug auf den Kurven- 
parameter f bei der Scheefferschen 
Untersuchnng bedingter Extreme auf 
analytischen Kurven durch den betr. | 
Punkt = Entwicklungskoeffizient der 
entsprechenden Potenz von f in der| 
Kurvenentwicklung 86; zweite — des, 
Inhalts einer Minimalfläche 619; 





Unterschied — versteckte Periodizitäten 


-sproblem, das auf die Dif.-Gl. 
Au+k?u=0 führt 544; Variations- 
probleme, die zu einer vorgelegten 
Diff.-Gl. gehören 637; siehe isoperi- 
metrische Aufgaben; — integrale 
(bei Cauchy) 1023; fonctions & — 
born&e 40. 

Variation, Methodeder— derKon- 
stanten: — zur Integration nichtho- 
mogener gew. linearer Diff -Gl. 1. Ord. 
263; — zum Beweis der Existenz eines 
Integrals eines Systems gew. Diff.-Gl., 
das bestimmten Anfangsbedingungen 
genügt204; — beiderIntegration nicht- 
linearer part Diff.-Gl. 1. Ord. 346, 
351; Imschenetzkys — bei part. Diff.- 
Gl. 2. Ord. 369; — einer periodischen 
Funktion 64. 

Variationsrechnung 571ff., 626 ff.; 
Variationssystem, einem System 
gew. Diff.-Gl. zugeordnetes — 254. 
Vektor, -potential 477; — oder Punkt 
durch eine Potenzreihe im Funktional- 

raum dargestellt 777. 

vektorielle Interpretation der Funk- 
tionaloperationen in einem Raume von 
n Dimensionen 776, von unendlich 
vielen Dimensionen 777. 

Veränderliche, siehe Variable. 

Verbindungslinie, kürzeste — zweier 
Punkte in einem einfach zusammen- 
hängenden endlichen Bereich 637. 

vereinigt liegende benachbarte Flä- 
chenelemente 308, 310. 

Vergleichskurve in einem Extre- 
malenfelde 627. 

Verhalten, — einer trig. Reihe an 
Unstetigkeitsstellen der darzustellen- 
den Funktion 1048, 29, 32; — einer 
durch eine Potenzreihe dargestellten 
Funktion in der Nähe eines Punktes 
des Konvergenzkreises, wo die Funk- 
tion einen endlichen Stetigkeitssprung 
aufweist 1050. 

verknüpft, invariant -e Systeme li- 
nearer partieller Diff.-Gl. s15; mit 
seinem adjungierten System invariant 
-es System totaler Diff.-Gl. 318. 

Verlegung des Integrationsweges bei 
komplexer Integration 1143. 

Verschmelzung, das Picardsche Ver- 
fahren ringförmiger — bei Randwert- 
aufgaben 554. 


versteckte Periodizitäten, Auf 


vertauschbar — Weierstraß 


suchen derselben nach verschiedenen 
Methoden 675, 678, 679, 680, 681, 682. 

vertauschbar, miteinander -e grup- 
penerzeugende infinitesimale Trans- 
formationen 412; miteinander -e Trans- 
formationsgruppen 415; miteiner Grup- 
pe -e Transformation 414. 

Vertauschbarkeit des Zeichens der 
Variation mit dem des Differential- 
quotienten 576. 

Vertauschung, — der Integrations- 
reihenfolge bei einem Doppelintegral 
105, 105, 148, 854; — der Reihenfolge 
zweier Grenzübergänge 102, 971 ff., 
bei Konvergenzbeweisversuchen trig. 
Reihen 1000; — der Reihenfolge der 
Summation in einer Doppelreihe 974, 
974, 983. 

Vertauschungssatz, — der Green- 
schen Funktion in der Potentialtheorie 
516, 486; — bei einer nicht sich selbst 
adjungierten Diff.-Gl. 516; — bei 
einer sich selbst adjungierten Diff.-Gl. 
541. 

Verwandlung, — schlecht konvergie- 
render trig. Reihen in besser konver- 
gierende 945; — von Integralen ver- 
schiedener Vielfachheit ineinander 616. 

Verzweigungspunkt, algebraischer 
— eines Integrals eines Systems gew. 
Diff.-Gl. bei singulären Anf.- Bedin- 
gungen 206; — der Funktion f der 
Diff.-Gl. „= f(&,y) 209, 210; -e bei 
anderen Diff.-Gl. 211, 215. 

vollständig, -es System linearer part. 
Diff.-Gl. 362; -e harmonische Funktion 
eines Gebietes 468. 

Volumen, Definition des -s eines Kör- 
pers durch mehrfaches Integral 106. 
Vorzeichen, — von ö?U, nach Mayer 
596; Scheeffersche Methode zur Be- 

stimmung des -s von d?U,, 600. 


W 
Wärmeleitung, — in einer Kugel (als 
Randwertaufgabe) 441, 565; — in einer 
Kugelschale (Auftreten unharmonischer 
trig. Reihen) 1054, ebenso in einer 
aus Kern und Schale zusammenge- 
setzten Kugel 1056; — in einem Stab 
unter best. Grenzbedingungen (unhar- 
monische trig. Reihen) 1053; Laplace- 
sche Form der -sgleichung 1088; -s- 


gleichung in einem linearen Leiter | 
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von der Länge ! 562; — in einem 
3-dimensionalen Gebiet (Fouriersches 
Problem) 565; — in einem Ringe 563, 
524; — in einem beiderseits unend- 
lich langen Stabe 563, 564; — in einem 
Kreiszylinder 565; — in einigen eben- 
flächig begrenzten, besonders symme- 
trischen Körpern 565; — in einem 
dünnen in sich zurücklaufenden Draht 
448; Diff.-Gl. der —, siehe Diff.-Glei- 
chungen; -sproblem, wenn das Du- 
long-Petitsche Erkaltungsgesetz ange- 
nommen wird 1184. 

Wärmemenge, Entwicklung der —, 
die ein Teil der Erdoberfläche von 
der Sonne bekommt, nach trig. Funk- 
tionen der Zeit 1084. 

Wagen, Integrator- 132. 

wahr, Entwicklung der Potenzen der 
-en Distanz zweier Punkte nach den 
cosinus der Vielfachen der schein- 
baren Distanz 875; -er Wert eines 


0 
Ausdrucks der Form ° oder = 25, 998. 


wahrscheinlich, -ste Werte der Ko- 
effizienten einer trig. Interpolations- 
formel 648; -e Koeffizientenfehler trig. 
Interpolationsformeln, aus denjenigen 
der Beobachtungen erschlossen 644. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Kritik der Methoden zur Aufsuchung 
versteckter Periodizitäten vom Stand- 
punkt der — aus 683. 

Wallissche Formel, — 150, 165; Ver- 
wendung der — beim Ersetzen der 
Koeffizienten gew. Reihenentwicklun- 
gen durch ihre asymptotischen Werte 
1107. 

Wasserwellen, Cauchys Preisschrift 
über — 1150, 1153; Diff.-Gl. der —, siehe 
Differentialgleichungen. 

Weierstraß, Lagrange -sche Funktion 
7; -scher Satz über die obere und bzw. 
untere Grenze einer Funktion in einem 
Intervalle 12, beim Beweis des Mittel- 
wertsatzes der Diff.-Rechnung 66, 
bei mehreren Veränderlichen 48; -sches 
Beispiel einer nirgends differenzier- 
baren stetigen Funktion 22, 64, 38; 
-scher Satz vom Häufungspunkt 45; 
-scher Mittelwertsatz der Integralrech- 
nung 99; -sche Relation für die Gam- 
mafunktion 161, 166; -sche Theorie 
(Transformation) in der Variations- 
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rechnung 626; -sches Kriterium für 
starke und schwache Extreme 608, 
629, 632; -sche Konstruktion beim 
isoperimetrischen Problem 632; Defi- 
nition der -schen £-Funktion durch 
eine Funktionalgleichung und Partial- 
bruchzerlegung 800; -scher Satz über 
das Maximum einer stetigen reellen 
Funktion, Erweiterung auf Funktional- 


operationen 788. ke: 


Wellen, Diff.-Gl. der kugelförmigen 
Flüssigkeits- 1173, der endlichen Was- 
ser- ein einem seichten Kanal 1204 
(siehe Wasserwellen); Problem der 
Brechung und Reflexion longitudinaler 
— an der Grenze zweier isotroper 
Mittel 1207. 

Wendepunkt mit vertikaler Tangente 
in pantachischen Punkten einer Funk- 
tion 43. 

Wert, wahrer — unbestimmter Aus- 
drücke 25, 998; numerischer — einer 
rationalen Differentialfunktion 7 289. 

Wertevorrat einer Funktion f(«) für 
z=a 13, 14. 

wesentlich, Begriff der — singulären 
Stelle bei Cauchy 1023. 

Widerstand, Rotationsfläche kleinsten 


-es 621. 
willkürliche Funktion, Entwick- 
lung einer — in eine Fouriersche 


Reihe 957, 5; Entwicklung des Be- 
griffs einer — 958; -en im allgemeinen 
Integral einer part.Diff.-G1.960; Reihen, 
die nach den sukzessiven Ableitungen 
-r -en fortschreiten 1173. 

Wronski, Verallgemeinerung der -schen 
Determinante 795; zur -schen Deter- 
minante analoge Determinante in der 
Funktionalrechnung 795; -sche formale 
Entwicklungen 78. 

Wurzelfunktionen, Analogon der 
Theorie der rationalen — einer alge- 
braischen Gleichung in der Theorie 
gew. linearer Diff.-Gl. 267. 

Wurzeln, — der Gleichung E(4) = 0 
(Lam&sche Funktion) 736, 452; — von 
J,%)=0, 750, 751, Y,M)= 0, 111; — 
der Lame- (Stieltjes)schen Polynome 
455, 456; — determinierender Glei- 
chungen 1051, 1059, 1061, 1066 (siehe 
dort); Berechnung der — algebrai- 





scher oder transzendenter Gleichungen 
durch Iteration 792, 793; (eigentliche) | 


Wellen — Zusammensetzung 


— der Operation A” 776; — einer di- 
stributiven Operation 776, 779; Sturm- 
scher Satz über die — zweier aufein- 
anderfolgender ausgezeichneter Lösun- 
gen bei Randwertaufgaben mit gew. 
Diff.-Gl. 444; Darstellung der — von 
Gleichungen durch Integrale 1307. 
Wurzelraum einer Operation 776. 


Z 


Zahlen, Cauchysche —, Bernoulli- 
sche —, siehe dort; Funktionen 
großer — 1343 ff., 856, 901, 902. 

Zahlentheorie, Anwendung des Rech- 
nens mit Symbolen auf — 775. 

Zwischenwechsel in der Folge der 
Ableitungen der Funktion 1062, 1062, 

Zeile, Adjungierte der ersten — 272. 

Zerlegung, — des Integrationsinter- 
valls zur Auswertung best. Integrale 
138, 154; — des Integrals für die I- 
Funktion 158; normale — einer Gruppe 
in eine Folge von Gruppen 280, 411, 
427; — eines m-dimensionalen Raumes 
in 00” u-fach ausgedehnte Punkt- 
mannigfaltigkeiten 316. 

zerstreut, -e Mengen nirgends 
überall dichte Mengen (von Unstetig- 
keiten einer Funktion in einem end- 
lichen Intervall) 39. 

Zickzacklinie, Legendresche — zur 
Approximation einer Extremalen 603. 

Zipfel, parabolische — 556. 

zonale, — harmonische Funktion 701, 
704, 712; — Ringfunktionen 727. 

zugeordnete Kugelfunktionen, siehe 
Kugelfunktionen. 

Zurückführung, — gewöhnlicher Diff.- 
Gl. n‘* Ord. auf ein gewöhnliches 
Differentialsystem n»n*" Ord. 233; — 
nichtlinearer part. Diff.-Gl. 1. Ord. auf 
Systeme gew. Diff.-Gl. von Lagrange 
337, Pfaff 338, Cauchy 339, Jacobi 340. 

Zurückleitungsrechnung 0. 

zusammenhängender ‚Bereich von » 
Veränderlichen 45, 46. 

zusammengesetzte Gruppen 427. 

Zusammensetzung, — einer Transf.- 
Gruppe 411; Bestimmung aller Typen 
der — einer Gruppe 426; Satz über 
die Konstanz der Faktoren der — von 
Gruppen 427; die 4 Typen der — einer 
einfachen Gruppe 428; Bestimmung 
aller Gruppen von gegebener — 429; 


zweiachsige — Zylinderhuf 


— mehrerer periodischer Terme zu 
einem einzigen 673; Apparat zur — 
harmonischer Komponenten 689, siehe 
Apparat. 

zweiachsige harmonische Flächen- 
funktion 713. 

zweiläufige Randbedingung 512. 

zweisternige Fläche 498. 

Zwischentypen von Diff.-Gl. höherer 
als 2. Ord. mit mehr als 2 unabh. 
Veränderlichen 567. 
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Zylinder, Funktionen des elliptischen 
-s 758, des parabolischen -s 759. 

Zylinderfunktionen, siehe Bessel- 
sche Funktionen; — rein imaginären 
Arguments, mit einer Exponentialfunk- 
tion multipliziert, als Integrale einer 
gew. Diff.-G]. 2. Ord. 1106. 

Zylinderhuf, Komplanation eines -es 
bei der Berechnung der während eines 
Tages einem Ort von der Sonne zu- 
gesandten Wärmemenge 1084. 


Berichtigungen. 


6 
. 5, Fußnote 16). Im vierten Gliede der Reihe ist - statt — zu setzen. 


6 
8. 5, Fußnote 17). Im dritten Gliede der Reihe ist z statt u zu setzen. 


NN MRnnNmMmn m 


8. 12. 


.19. 


Die mit 60) und 62) bezeichneten Fußnoten haben Nummer und Platz zu 
tauschen. 

In Fußnote 97) ist bei dem Zitat auf Bolzano zu lesen: p. 12, 51 statt: 
p- 17. Am Schlusse ist hinzuzufügen: Beiden Beweisen fehlt zur Selb- 
ständigkeit das „allgemeine Konvergenzprinzip“ (IA 3, 13), welches Bol- 
zano durch einen circulus vitiosus zu beweisen versucht (a. a. O. p. 35), 
Cauchy stillschweigend postuliert (vgl. IA 3, p. 65, 66). 


. 31, Fußnote 164). In allen drei Beispielen ist: sin a statt sin — zu setzen. 


.41, 2.2 v. 0.: 187 statt 186. 


56, Z.10 v.u.: Lies: processes statt progresses. 
65, Z. 15 v. o.: Streiche A= 0 hinter der Klammer. 
65, 2.11 v.u.: Lies: :h” statt - A”. 


.102, 2.9 v.o.: Lies: f(@, y+ Ay) statt f(x, y) + Av. 
. 115, Z. 12 v. o.: Streiche die Klammer vor vgl. 
.121, 2.1 v.o.: Lies: Y, „+. statt Y, 


2m-—1' 


.125, 2.15 v.u: Lies: 2 — a, statt x — a. 
. 502, Fußnote 191). Es ist hinzuzufügen: Im wesentlichen schon bei J. Liou- 


ville, J. de math. 10 (1845), p. 223. 
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